TRO DE MATEMATICA, COMPUTACAO E COGNICAO

Universidade Federal do ABC

Algebra Linear - 2019.1

Lista 3 - Dependéncia e Independéncia Linear, Bases e Soma Direta

1) Exiba trés vetores u,v,w € R3 com as seguintes propriedades: nenhum deles é multiplo do outro, nenhuma das
coordenadas é igual a zero e R? ndo é gerado por eles.

Solucgao

Tome v = (1,1,1), v =(1,1,2) ew =u+v = (1,1,1) + (1,1,2) = (2,2,3). Temos que nehuma coordenada é nula e
nenhum vetor é miltiplo do outro. No entanto, ndo geram R?, pois w é combinacao linear de u e v.

4
—6 16

pode ser escrita como combinagao linear das matrizes

LR A PR

2) Mostre que a matriz

Solugao

Queremos encontrar constantes a, b e ¢, tais que

12+b_12+1_2—4_4
“13 4 3 —4 |73 4|7 | -6 16|
Da igualdade de matrizes acima obtemos o seguinte sistema:
a—b+c=4
2a +2b—2c=—4
3a+3b—3c=-6
4a —4b+4c =16
cuja matiz ampliada do sistema é dada por:
1 -1 1 4
2 2 =2 —4
3 3 -3 —6
4 —4 4 16
Sua forma escada reduzida por linhas é:
1 0 0 1
01 -1 : =3
00 0: 0
00 0: 0
Da primeira linha obtemos que a = 1 e da segunda linha obtemos que b = -3 + ¢, c € R.

Logo, temos que
1 2 +(=3+0) -1 2 + 1 -2 | 4 -4
3 4 D3 4|7 =3 4 |7 | -6 16 |

para cada ¢ € R. Por exemplo, para ¢ = 3:

2ol 2w 2] W
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3) Assinale V(verdadeiro) ou F(falso) e justifique sua resposta.

(a) O vetor w = (1, —1,2) pertence ao subespago gerado por v = (1,2,3) e v = (3,2,1).
Solugao
Para o vetor w pertencer ao espago gerado pelos vetores u e v € necessario que existam constantes a e b tais que

a(1,2,3) +5(3,2,1) = (1,—1,2).

Da igualdade de vetores acima obtemos o seguinte sistema:

a+3b=1
2a+2b=-1
3a+b=2
cuja matiz ampliada do sistema é dada por:
1 3 1
2 2 -1
31 2
Sua forma escada reduzida por linhas é:
1 3 1
3
0 1 I
0 0 5

Pela tdltima linha vemos que o sistema é impossivel e, assim, w nao pertence ao espago gerado pelos vetores u e
v. Portanto, a afirmacgao é falsa.

(b) Se X CY entdo [X] C [Y].
Prova
n n
Sejax € [X] == Zaixi, z; € X. No entanto, como X CY =z, €Y =z = Zaixi € [Y].

i=1 i=1
Portanto, [X] C [Y].
(c) Se [X] C [Y]entao X CY.
Solucao
A afirmagio é falsa. De fato, tome X = R?% Y = {(1,0),(0,1)} e, assim, R* = [X] C [Y] = R? mas
R?=X ¢ Y ={(1,0),(0,1)}.

4) Para cada uma das seguintes cole¢oes de vetores, determine quando o primeiro vetor é combinagao linear dos vetores
restantes:

(a) (1,2,3),(1,0,1),(2,1,0) € R®.
Solucao
Queremos encontrar constantes a e b tais que

a(1,0,1) 4+ b(2,1,0) = (1,2,3).

Da igualdade de vetores acima obtemos o seguinte sistema:

a+2b=1(x)
b=2 ,
a=3
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cuja matiz ampliada do sistema é dada por:

1 2 1
0 1 2
| 10 3 ]
Sua forma escada reduzida por linhas é: i i
12 @1
01 : 2
0 0 ¢ 6 |

Pela ltima linha vemos que o sistema é impossivel e, assim, (1,2,3) ndo é combinagao linear dos vetores (1,0, 1)
e (2,1,0).

Note que poderiamos ter resolvido este exercicio mostrando que os valores encontrados para a e b nao satisfazem
(*). Também, poderfamos ter mostrando que os trés vetores sdo L.I e, assim, o primeiro vetor nao é combinagao
linear dos outros dois.

23 +202 + 3z + 123 2% + 3022+ 1 € Py

Solucgao

Queremos encontrar constantes a, b e ¢ tais que

az® 4+ b(z? + 3z) + c(z? + 1) = 2® + 222 + 32 + 1.

ar® + (b+c)z? +3bx 4+ c =23 + 227 + 3z + 1.

Da igualdade de polindomios acima, temos
a=1,b+c=2,3b=3=>b=1lec=1.
Logo,a=1,b=1lec=1

Portanto, o primeiro vetor é combinacao linear dos outros trés.
(1,3,5,7),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(0,0,1,1) € R*

Solugao

Queremos encontrar costantes a, b e ¢ tais que

a(1,0,1,0) 4+ b(0,1,0,1) + ¢(0,0,1,1) = (1,3,5,7).

Da igualdade de vetores acima, temos
a=1,b=3,a+c=5=c=4eb+c=T.
Logo,a=1,b=3ec=4.

Portanto, o primeiro vetor é combinacao linear dos outros trés.

5) Para cada uma das seguintes colegoes de vetores, determine quando os vetores sdo linearmente independentes:

(a)

(1,2,3),(1,0,1),(2,1,0) € R3.

Solucgao

Queremos encontrar costantes a, b e ¢ tais que

a(1,2,3) +b(1,0,1) + ¢(2,1,0) = (0,0,0).

Da igualdade de vetores acima, temos o seguinte sistema:

a+b+2c=0
2a+c¢c=0 ,
3a+b=0
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cuja matiz ampliada do sistema é dada por:

1 1 2 0
2 01 0
(310 ¢ 0]
Sua forma escada reduzida por linhas é: ) i
100 : 0
010 :0
00 1 : 0|

Portanto, temos como solugao a = b = ¢ = 0 e, assim, os vetores sao linearmente independentes.
(1,2),(3,5),(—1,3) € R2

Solucgao

Queremos encontrar costantes a, b e ¢ tais que

a(1,2) +b(3,5) + ¢(—1,3) = (0,0).
Da igualdade de vetores acima, temos o seguinte sistema:

a+3b—c=0
2a+5b+3c=0

cuja matiz ampliada do sistema é dada por:

1 3 -1 :0
|2 5 3 :0

Sua forma escada reduzida por linhas é:

10 14 :0
01 -5 : 0|
Assim, temos como solucao a = —14¢, b = 5¢, ¢ = ¢ € R. Logo, vale

—14¢(1,2) 4 5¢(3,5) 4 ¢(—1,3) = (0,0).

para cada c € R.
Portanto, uma vez que a solucao é diferente da trivial, se ¢ # 0, os vetores sdo linearmente dependentes. Por
exemplo para ¢ = 1 temos:

—14(1,2) + 5(3,5) + (=1,3) = (0,0).

(2,5,-3,6),(1,0,0,1),(4,0,9,6) € R*.
Solugao
Queremos encontrar costantes a, b e ¢ tais que

a(2,5,—3,6) +b(1,0,0,1) + ¢(4,0,9,6) = (0,0,0,0).

Da igualdade de vetores acima, temos o seguinte sistema:

a+b+4c=0

5a =0
~3a+9=0 '
6a+b+6c=0

cuja solugao é a =b=c=0.
Portanto, o conjunto de vetores é linearmente independente.
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(d) 22+ 1,z + 1,22 + 2 € Ps.
Solugao
Queremos encontrar constantes a, b e ¢ tais que

a(x® +1) + b(z + 1) + (2 + x) = 02* + 02 + 0z + 0.

(a+c)x® + (b+c)x +a+b=0z%+ 02 + 0z + 0.

Da igualdade de polinémios acima temos o seguinte sistema:

a+c=0 at+c=0 a=0
b+c=0 & ({—-a+c=0 =<b=0
a+b=0 b=—a c=0

Portanto, os vetores sao linearmente independentes.
(e) 222 +3,2% + 1,1 € Ps.

Solugao

Queremos encontrar constantes a, b e ¢ tais que

a2z +3) +b(z? + 1) + ¢ = 02° + 02% 4+ 0z + 0.

(2a +b)z* + 3a + b+ ¢ = 02> + 0z + 0z + 0.

Da igualdade de polindmios acima temos o seguinte sistema:

2a+b=0
3a+b+c=0
Pela primeira linha b = —2a, substituindo na segunda linha temos que 3a —2a+c=0<a+c=0=c= —a.

Logo, temos
a(22? +3) — 2a(z* + 1) —a = 02> + 02> + 0z +0 = 0.

para todo a € R.
Portanto, os vetores sdo linearmente dependentes para a # 0. Por exemplo para a = 1:

(222 +3) —2(z* +1) — 1 =0.

(f) 222+ 3,23+ 1,23 + 22,1 € P3.
Solugao
Queremos encontrar constantes a, b, ¢ e d tais que

a(2z? +3) + b(z® + 1) + c(2® + 2?) + d = 02 + 02 + 0z + 0.

(b+c)z® + (2a + ¢)z* + 3a + b+ d = 02 + 02 + 0z + 0.
Da igualdade de polindmios acima temos o seguinte sistema:
b+c=0

20+c=0 ,
3a+b+d=0

cuja matiz ampliada é dada por:
0110 :0
2 010 :0
3101 :0
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Sua forma escada reduzida por linhas é:

1 o0 L :0
010 2 :0
001 -2 :0
Assim, temos como solugao a = —%d, b= —%d, c= %d, d = d € R. Logo, vale

1 2 2
—gd(2x2 +3) — gd(:]c3 +1)+ gci(x?’ +2?) +d =02+ 02+ 0 +0=0.

para cada d € R.
Portanto, uma vez que a solugao é diferente da trivial para d # 0, os vetores sdo linearmente dependentes. Por
exemplo, para d = 1, temos

1 2 2
—g@ﬁ+3)—gul+n+3@ﬁ+x%+1:&

6) Encontre uma base para os seguintes subespacos e estenda a uma base de R? ou R* conforme corresponda.

(a) {(z,y,2) eR®: 2z =0}.
Solugao
Seja V = {(z,y,2) € R* : & = 0}, temos que

(0,9,2) = (0,4,0) + (0,0, 2) = (0,1,0) + 2(0,0,1).

Logo, V =[{(0,1,0),(0,0,1)}] e como 8; = {(0,1,0),(0,0,1)} é claramente linearmente independente, segue que
1 é uma base para V.
Para estender a uma base do R?, tome (1,0, 0) € R3 e, entdo, 8 = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} é a nossa conhecida
base candnica do R3.

®) {(z,y,z,w) ER* :rw=x+yez=a—y}
Solugao
Os elementos de V = {(x,y,z,w) ER*:w =2+ y e z =z — y} sdo da forma:

(l‘,y,fL’ - YT + y) = (.’13, Oa .’E,ZL’) + (07y7 -V, y) = 1‘(1,0, la 1) + y(ov la _17 1)
Temos que V = [{(1,0,1,1),(0,1,-1,1)}] e o conjunto 5, = {(1,0,1,1),(0,1,—1,1)} é linearmente independente,
pois
a(1,0,1,1) + 5(0,1,—1,1) = (0,0,0,0) < a = b = 0.

Portanto, 5, = {(1,0,1,1),(0,1,—1,1)} é uma base para V.
Para estender a uma base do R*, tome (1,0,0,0), (0,0,0,1) € R*.
O conjunto 8 = {(1,0,1,1),(0,1,-1,1),(1,0,0,0),(0,0,0,1)} é linearmente independente. De fato,

a(1,0,1,1) 4+ b(0,1,—1,1) + ¢(1,0,0,0) + d(0,0,0,1) = (0,0,0,0).

Da igualdade de vetores acima obtemos o seguinte sistema:

a+c=0

b=0

a—b=0 ’
a+b+d=0

cuja solugao é a =b=c=d=0.
Portanto, 3 é linearmente independente e como a dim(R*) = 4, segue que 3 é uma base de R*.
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O plano {(x,y,2) € R®: 3z — 2y + 52 = 0}.

Solugao

Os elementos de V = {(x,y,2) € R®: 3x — 2y + 52 = 0} sdo da forma:

3 2 3 2 3 2
(x,y,—gm+ gy) = <x,0,—3x> + <O,y, gy> =z <1’0’_3) +y <0,1,5> .

Temos que V = [{ (1, 0, —%) , (O, 1, %) }] e o conjunto B = {(1, 0, —%) , (O, 1, %)} ¢ linearmente independente, pois

2
(1 0,— 3>+b<0,1,5> =(0,0,0) < a=b=0.

Portanto, 51 = {(1, 0,— ) (0, 1, g)} é uma base para V.
Para estender a uma base de R3, tome (0,0,1) € R3, (0,0,1) ¢ [{ (1,0,—%) , (0,1,%)}} = V e o conjunto
B = {(1,07 —g) , (O7 1, %) ,(0,0, 1)} ¢ linearmente independente, pois

3 2
a<1,0,—3> +b<0,1,5> +¢(0,0,1) = (0,0,0) & a=b=c=0.

Como a dim (R3) = 3, concluimos que 3 é uma base de R3.

{(w1,22,23,74) ER*: 321 + 22+ 23+ 24 =0 e 5wy — 23 + 13 — 14 = 0}.

Solugao

Primeiramente vamos encontrar a forma dos elementos de V' = {(x1,z2,23,24) € R* : 32y + 20 + 25+ 24 =
0 e 5x1 — x93 + 23 — x4 = 0}. Temos que,

)

3x1+xo+ax3+x4=0
S5x1 —x9+x3 — x4 =0

cuja matiz ampliada é dada por:

5 -1 1 -1 0
Sua forma escada reduzida por linhas é:
1 0 % 0 0
01 7 1 :0
Assim, temos como solugao x1 = —%11'3 e Ty = —}1:03 — x4, 3,24 € R.

Logo, os elementos de V' sao da forma:

(—izs3, —Fxs — $4,!E3,$4) (—%x3, — 323, 23,0) + (0, —24,0,24) = 23(—
Temos que V = [{(—4,-%,1,0),(0,—1,0,1)}] e o conjunto By = {(—
independente, pois

,0) + 24(0, —1,0, 1).
,O) (0,— 1,0,1))} é linearmente

N'—‘.NH
= »—\
O

1 1
a (_Z_l’ T 1, 0) +b(0,-1,01,1) = (0,0,0,0) < a = b = 0.(exercicio)

Portanto, 31 = {( I 1 1 O) (0,-1,0, 1)} ¢ uma base para V.
Para estender a uma base de R*, tome (1,0,0,0),(0,0,0,1) € R*, temos que
(1,0,0,0),(0,0,0,1) ¢ [{ (-7, }1,1,0) (0,—1,0,1)}] =V e o conjunto

1 1
/8 = {<_Z7_17170) 7(07_1a071)a(1a07070)7(0a07071)}

é linearmente independente, pois

1 1
a (_71’_4_1’1’0> +b(0,-1,0,1) + ¢(1,0,0,0) + d(0,0,0,1) = (0,0,0,0) & a=b=c=d = 0.
(exercicio).

Como a dim (R4) = 4, concluimos que 3 é uma base de R*.
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7) Seja P,, o conjunto dos polindmios reais de grau menor igual que n. Para cada um dos itens seguintes seja S o conjunto
dos polindmios em Py, satisfazendo a condigdo dada. Determine se S é um subespago de P,,. Se S for um subspaco
calcule a dimensao de S.

(a) p(0) =0
Solugao
O conjunto S dos polindémios em Py, que satisfazem p(0) = 0 é um subespago vetorial de P,,. De fato, sejam p, ¢
em S e a€ R, entdo
i. 0(z) € S, pois 0(x) = 0 para todo z € R = 0(0) = 0.
ii. (p+¢)(0)=p0)+¢(0)=0+0=0=p+qgcS.
iii. (ap)(0)=ap(0)=ad=0=ap e S.
Portanto, S é subespago vetorial de P,
Para calcular a dim(S) considere p(z) = ag + a;r + a27? + ... + arz® em Py. Temos que os polindmios em S
satisfazem, p(0) = ag = 0.
Logo, os polinomios em S séo da forma p(z) = a1z+azz?+...4-axz" e, assim, uma base para S é 8 = {z,2?,..., 2" }.
Portanto, a dim(S) = k.
(b) p'(0)=0
Solugao
O conjunto S dos polindmios em Py, que satisfazem p’(0) = 0 é um subespaco vetorial de P,,. De fato, sejam p, ¢
em S e a€ R, entdo
i. 0(z) € S, pois 0'(z) = 0 para todo z € R = 0 (0) = 0.
i (p+4q)(0)=p(0)+¢(0)=0+0=0=p+qgeS.
ili. (ap)’(0)=ap’(0)=a0=0=apeS.
Portanto, S é subespago vetorial de P,
Para calcular a dim(S) considere p(z) = ag + a;x + a27? + ... + arx® em Py. Temos que os polindmios em S
satisfazem, p'(0) = a1 = 0.
Logo, os polinémios em S sdo da forma p(z) = ag+ax?+...+axz” e, assim, uma base para S ¢ 8 = {1,22,...,z*}.
Portanto, a dim(S) = k.
(c) p"(0)=0
Solugao
O conjunto S dos polindémios em Py, que satisfazem p”’(0) = 0 é um subespago vetorial de P,,. De fato, sejam p,
gem S e a €R, entao
i. 0(z) € S, pois 0 (z) = 0 para todo z € R = 0" (0) = 0.
it (p+)"(0) = p"(0) +4"(0) =0+0=0=p+ge€S.
iii. (ap)’(0) =ap”’(0)=a0=0=apeS.
Portanto, S é subespago vetorial de P,
Para calcular a dim(S) considere p(z) = ag + a1z + asx? + ... + apz* em Pi. Temos que os polindmios em S
satisfazem, p”(0) = ag = 0.
Logo, os polinémios em S sio da forma p(z) = ag + a1z + azx® + ... + arx® e, assim, uma base para S é
8= {1,x,x3, ...,:L'k}.
Portanto, a dim(S) = k.
(d) p'(0) +p(0) =0
Solugao
O conjunto S dos polindémios em Py, que satisfazem p’(0) + p(0) = 0 é um subespago vetorial de P,. De fato,
sejam p, g em S e a € R, entao
i. 0(z) € S, pois 0'(z) +0(z) =0+ 0 = 0.
i (' +p)+ (¢ +a)0) = (" +p)0)+ (¢ +¢)(0) =p(0) +p(0) +¢'(0) +¢(0) =0+0=0=p+qg€S.
it (a(p! +p)(0) = a(p' +p)(0) = a(p(0) + p(0) = a0 =0 = ap € .
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Portanto, S é subespago vetorial de P,
Para calcular a dim(S) considere p(z) = ag + a1x + a2 + ... + arx® em Pj. Temos que

P (x) 4+ p(x) = ay + 2a92 + ... + kapa™ ' +ag + ayz + ... + apa®.

Os polindmios em S satisfazem, p'(0) + p(0) = a1 + ag = 0 = a1 = —ayp.

Logo, os polindmios em S sio da forma p(z) = ag(l — 2) + az2® + ... + axz® e, assim, uma base para S é
= {1 —x, 22, ,mk}

Portanto, a dim(S) = k.

(e) O conjunto dos polinémios de grau igual ou menor que k. (com k < n)

Solucao
k
O conjunto dos polinémios Py é um subespago vetorial de P,, (com k < n) . De fato, sejam p(x) = Zajxj,
k =
= ijxj e a € R, entao
j=0

0(z) € Pk, pois 0(z ZOxJ

k
i. (p+q)( Zajxj—i—beJ Zaj—i—bj)xjepk.
7=0
k

iii. = aZajacj = Z (aa;)z? € Py.

7=0
Portanto, Py, é subespa(;o vetorial de P,
Sabemos que uma base para Py é 5 = {1,50,&02, ,xk}
Portanto, a dim(S) =k + 1.

8) Determine se os conjuntos abaixo sao subespacos de M (2,2). Em caso afirmativo exiba uma base:

(a) V= l c 21 com a,b,c,d e Reb=c.
Solugao

O conjunto V é subespago de M(2,2). De fato, sejam A = [ @ b ],B = [ az by ] e a € R, entao

b1 d1 b2 d2
. a b 0 0 .
1.{0 d]_[o O}EV,pmsb—c—O

ii.A+B:|:al b1]+[a2 b2:|:|:a1+a2 bl+b2:|€v.

by dy by da by +by di+ds
o a1 b1 _ aal Olbl
iii. aA—a{bl dl]_[abl adl}GV.

Portanto, V é subespaco de M(2,2).
Agora vamos encontrar uma base para V. Temos que

b
d

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 - .
Logo,V—H[O 0],[1 0},[0 1}”eﬁ—{[0 0},[1 0],[0 1]}ehnearmente1ndepe1r1—
dente.
Portanto, 5 é uma base para V.
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(b) V = [ 'z Z] com a,b,c,d €Reb=0=c.
Solucgao

O conjunto V é subespago de M(2,2). De fato, sejam A = [ a0 ],B = { a0 ] e a € R, entao

0 ds
i. {Z b]:{o 0:|€V,pOiSb:0:C.

d 0 0
.. I 0 as O | a1+ a2 0
11.A—i—B—{0 dl]—i-[o dz}_[ 0 d1+dg}ev'
. ar 0 | | an 0
111.aA—oz[0 dl]—{ 0 adl}ev'

Portanto, V é subespaco de M (2,2).
Agora vamos encontrar uma base para V. Temos que

10 0 0 1 0 - .
LogO,V—H[O O]’[O 1]}]6,8—{[0 },[ 1]}ehnearmente independente.

Portanto, 3 é uma base para V.
a b
(¢) V= l c d] com a,b,c,d € Rea=0.
Solugao

O conjunto V é subespago de M(2,2). De fato, sejam A = [ 0 b ],B = [ 0 b ] e a € R, entao

c dq ey do
. a b 0 0 .
1.[6 d]_[(] O}EV,pmsa—O.

11A+B:|:0 b1:|+|:0 b2:|:|: 0 bl+b2:|€v

C1 d1 C2 d2 c1 + co d1 -+ dg
iad=a| O Wo] 0 ey
C1 d1 acy O[dl

Portanto, V é subespago de M (2,2).
Agora vamos encontrar uma base para V. Temos que

Logo,V:H[g (1)],{(1) g},[g ?}Heﬁz{[g (1)},[(1) 8],[8 (1)]}élinearmenteindepen—

dente.
Portanto, 8 é uma base para V.

9) Mostre que os polinémios 1 — 2, (1 —)2,1 —t e 1 geram o espaco dos polinémios de grau menor igual a 3.
Solugao
Queremos encontrar constantes a, b, ¢ e d, tais que

a(l1 =) +b(1 =2t +t*) +c(1—t)+d=0t>+0t2 +0t +0

—at® + b2 + (=20 — )t +a+b+c+d=0t+0t> + 0t + 0
Da igualdade de polinémios acima obtemos que a =b=c=d = 0.

Portanto, o conjunto 8 = {1 —t* (1 —t)?,1 —¢,1} ¢é linearmente independente e como dim(P3) = 4, 3 ¢ uma base
para P3 e [ gera o espago vetorial.
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10) Seja U o subespaco de R3, gerado por (1,0,0) e W o subespaco gerado por(1,1,0) e (0,1,1) Mostre que R* = U & W
Solugao 1
i UNW ={(0,0,0)}. De fato,
a(1,0,0) = b(1,1,0) + ¢(0,1,1)
a(1,0,0) — b(1,1,0) — c(0,1,1) = (0,0,0) & a=b = c = 0.

Portanto, UNW = {(0,0,0)}.
ii. a(1,0,0) +b(1,1,0) +¢(0,1,1) = (z,y,2) @ a=x—y+z,b=y—zec=z.

Logo, (z —y + 2)(1,0,0) + (y — 2)(1,1,0) + 2(0,1,1) = (=, ¥, 2).

eU ew
Portanto, R? =U + W

Portanto, R® = U @ W.
Solugao 2

i. Andlogo ao item ¢. da solugao 1.

ii. Pelo item i. temos que a dim(U N W) = 0 e, assim, pelo teorema da dimensdo segue que dim(U + W) =
dimU + dimW =1+2=3=U+W =R>.

Portanto, R® = U @ W.

11) Sejam W1 = {(z,y,2,8) iz +y=0ez—t=0} ¢
Wy = {(z,y,2,t) 12—y — 2+t =0}

(a) Determine Wi N W5 e exiba uma base.
Solugao
resolvemos o sistema:
r—y—2+t=0
z4+y=0
z—1t=0
que ¢ equivalente a
r—y—z2+t=0
20+2—-1t=0
z—t=0
Que tem posto 3 e nulidade 1. Por tanto, a dimensdo de W3 N W5 é 1, que é o niimero de varidveis livres no
sistema.
Portanto, os elementos de W1 N W5 sao da forma (0,0, z,2) = 2(0,0,1,1) e, assim, 8 = {(0,0,1,1)} é uma base
para Wy N Ws.
(b) Determine Wy + Wa.
Solucgao 1
Vamos encontrar as bases de W7 e Ws. Os elementos em W, sdo da forma:
(x,—z,2,2) = (z,—x,0,0) + (0,0, 2, 2) = (1, —1,0,0) + 2(0,0,1,1).
Portanto, 81 = {(1,—1,0,0),(0,0,1,1)} é uma base de Wj.
Os elementos em W5 sdo da forma:
(x,y,2,—x+y+2z)=(2,0,0,—2) + (0,y,0,y) + (0,0, 2z, 2) = 2(1,0,0,—1) + y(0,1,0,1) + 2(0,0,1,1).
Portanto, 32 = {(1,0,0,—1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)} é uma base de Wh.
Sabemos que 8 = 81 U By gera Wy + Wy, isto é, [3] = Wy + Wa.
Além disso, 8 = {(1,-1,0,0),(0,0,1,1),(1,0,0,—1),(0,1,0,1)} é linearmente independente e, assim, uma base
de Wy + Ws. Uma vez que 3 é linearmente independente e a dimR* = 4, segue que 3 é também uma base de R*,
ou seja, [8] = R
Portanto, Wi + Wy = R%.
Solugao 2
Pelo item (a) temos que a dim(W7 N Ws) = 1 e, assim, pelo teorema da dimensao segue que dim(Wy + W) =
dimWi + dimWsy —dim(WlﬂWg) =243-1=4=W;+ Wy =R
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(¢c) W1+ Wy é soma direta? Justifique.
Solugao
Nao, pois Wy N Wy # {(0,0,0)}.
(d) Wi+ Wy = R*?
Solugao
Sim, pelo item (b).

12) (a) Dado o subespaco Vi = {(z,y,2) € R}z + 2y + z = 0} ache um subespago V5 tal que R3=V; @ Vs.
Solucao
Os elementos de V; séo da forma (z,y, —z — 2y) = x(1,0,—1) + y(0, 1, —2) e, assim, V; = [{(1,0,—1),(0,1,—2)}]
e f={(1,0,-1),(0,1,—2)} é base para V.
Agora tome Vo = [{(1,0,0)}], entao

i. i NnV2 ={(0,0,0)}. De fato,
a(1,0,-1) +b(0,1,-2) — ¢(1,0,0) = (0,0,0) @ a=b=c=0.

Portanto, V3 N Ve = {(0,0,0)},
ii. R® =V, + V. De fato,
a(1,0,—1) +b(0,1,-2) + ¢(1,0,0) = (z,y,2) =2 a= -2y —z,b=yec=x+ 2y + 2.
Assim,
Q% eV,

Portanto, R® = V; + V%.

Portanto, R = Vi @ Va.

Observagoes

Na resolucdo do exercicio foi utilizado o teorema da dimensdo para calcular a dimVs, ou seja, 3 = dimR? =
dimVy + dimVy — dim(Vi NVa) = 2 + dimVa — 0 = dimV, = 1.
Uma vez que a dimV, = 1, escolhemos uma reta que nao estd contida no plano = + 2y 4+ z = 0, isto é, V5 =
[{(1,0,0)}].

(b) Dé exemplos de dois subespacos de dimensdo dois de R? tais que V; + Vo = R3. A soma ¢ direta?
Solugao
Tome V; = [{(1,0,0),(0,1,0)}] e Vo = [{(0,0,1),(1,1,1)}]. Temos que V; + Vo = R3. No entanto, V; + V2 nao é
soma direta, pois de dim(Vy + Vo) = dim(Vy) + dim(Va) — dim (V4 N V3), segue que 3 =2+ 2 — dim(V; N V,) =
dzm(Vl N Vé) =1.
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