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Demonstracoes
3 — Para demonstrar pelo método direto que
Notagao: Dados dois inteiros a, b, a notagao a|b Para todo n inteiro, se n € par, entio n®> é par,
significa que a é divisor de b (ou, equivalente- devemos:
mente, b é miltiplo de a), isto é, b = ka para a) Assumir que n é par e n? é par e verificar

algum inteiro k. que isso nao leva a contradicao

b) Mostrar que o quadrado de um nimero par
é sempre um numero par

Parte 1 c) Assumir que n? é par e mostrar que n é
par
1 — Considerando o dominio de discurso U = d) Mostrar que n? ndo poderia ser fmpar, pois
Z, determine se cada afirmagado a seguir é verda- nesse caso n seria impar
deira ou falsa. Justifique sua resposta, demons- e) Assumir que n é par e mostrar que n? é
trando a afirmacdo ou sua negacao, dependendo par
do caso.
a) Vn (Im (n =m))
b) Im (Vn (n =m)) 4 — Para demonstrar pelo método contraposi-
¢) Yn (3m (n+m=2) tivo que Para todo n inteiro, se n é par, entdo n?
3 d :
d) TIm (¥n (n+m = 2)) ¢ par, devemos
&) Vn (3m (nm = 0)) a) Assumir que n? é impar e mostrar que n é
impar
) Im (¥ (nm = 0)) S .
) Vi 3m (4 m) ¢ ) b) Assumir que n é impar e mostrar que n”® é
g) Vn (Im (n+m) é par .
impar
h) 3m (¥n (n +m) é par)) c) Assumir que n é par e n? é impar e mostrar
que isso leva a contradicao
. 2 4 ¢ ;
2 — Considerando o dominio de discurso U = d) Assumir que A mostrar que 1sso
N, determine o valor verdade de cada proposicao leva a contradigao
abaixo: e) Mostrar que o quadrado de um nimero par
a) VYnIm>1 : ¢ sempre um nimero par
(m # n Am|n) = n nao é primo
b) Va Vb Ve
albc=albValc 5 — Para demonstrar pelo método de reducao

ao absurdo que Para todo n inteiro, se n € par,
entdo n? é par, devemos:

Parte 11 a) Mostrar que n? nao poderia ser fmpar, pois



nesse caso n seria impar

b) Assumir que n? é impar e mostrar que isso

leva a contradicao

c) Assumir que n é par e n? ¢ impar e verificar

que isso leva a contradigao

2 ¢ par e mostrar que n é

d) Assumir que n
par

2

e) Assumir que n° é impar e mostrar que n é

impar

Nos ezercicios de 6 a 10, diga que tipo de técnica
de demonstracao foi usada para provar a proposi-
cdo e explique como a técnica foi aplicada.

6 — Proposicao: albealc=al (b+c).
Prova: Como a | b,3k; : ak; = b; e como a | ¢,
dke @ ake = c. Assim, b+ ¢ = aky + aky =
a(k1+ks), o que significa que existe k (k = ki +ko)
tal que b+ ¢ = ak, ou seja, a | (b+ c). 0

,

7 — Proposicao: log,3 é 1irracional.
Prova: Suponha que existam a,b € 7Z tais que
logy 3 = a/b. Assim, 29/ = 3 e (2¥/°)" = 3t
Como (29/%) = 2, terfamos 2 = 3*. Mas 2 ele-
vado a qualquer inteiro deve ser par, e 3 elevado
a qualquer inteiro deve ser impar. Como um ni-
mero nao pode ser par e impar ao mesmo tempo,
temos que concluir que log, 3 é irracional. O

8 — Proposicdo: Se a € irracional, en-
tao \/a também é irracional. Prova: Se \/a
for racional, entao existem inteiros m e n tais que
va = m/n. Elevando ambos os lados ao qua-

drado, temos a = m?/n*. Como m? e n? sao
inteiros, a é racional. O
9 — Proposi¢do: Se a e b sGo niumeros

reats tats que ab € irracional, entdao pelo
menos um dentre a e b deve ser irracional.
Prova: Se tanto a como b fossem racionais, entao
existiriam kq, ko, k3, ky € Z tais que a = ky/ks e
b = ky/ks. Entio, ab = (k1 /ko)(ks/ks) = 45
— o0 que significa que ab poderia ser escrito como
quociente de dois inteiros, sendo assim racional.
Portanto, se ab ¢ irracional, ou a ou b deve ser

irracional. O

10 — Proposicdo: A soma das medidas
dos catetos de um triangulo retangulo é
mator do que a medida da hipotenusa.
Prova: Suponha que exista um triangulo retan-
gulo tal que a + b < ¢, em que a e b sdo os com-
primentos de seus catetos e ¢ o comprimento de
sua hipotenusa. Tendo em mente que as medidas
dos lados sao todas positivas, podemos elevar am-
bos os lados ao quadrado e obter que (a+b)? < ¢?,
ou ainda, a? + 2ab + b*> < ¢?. E sendo ab > 0, re-
sulta a? + b? < a? + 2ab + b* < %, e portanto
a’+b? < c%. No entanto, o Teorema de Pitagoras
afirma que a? + b? = 2, e a prova estd completa.
(I

Parte 111

11 — Considere a seguinte Proposicdo: Se a e
b sdo inteiros tais que a é par e b é impar, entao
a + b é impar.

a) Identifique o erro na demonstracao a se-
guir. Demonstragdo: Como a ¢é par, en-
tao a = 2k para algum inteiro k. Logo
a+b = 2k + b e, se este nimero ¢ im-
par, entdo existe um inteiro k' tal que
a+b=2K +1,isto é, 2k +b = 2k' + 1.
Assim, b =2k +1—-2k=2- (K — k) + 1,
que é impar pois k' — k é um inteiro.

b) O fato de que o argumento utilizado na
"demonstracgao”’acima nao é valido nos
permite concluir que a proposicao é falsa?

Nos exercicios de 12 a 16, as demonstragoes apre-
sentadas estdo incorretas. Aponte o erro em cada
uma delas.

12 — 1<0.

Prova: Seja um nimero real x < 1. Aplicando o
logaritmo em ambos os lados da desigualdade, te-
mos logz < log1. Como sabemos que log1 = 0,
entao logx < 0. Agora dividimos ambos os lados

por log z e obtemos 1 < 0. A
13 — Todo numero inteiro tem raiz quadrada
inteira.



Prova: Provemos a contrapositiva de “ Se n € Z,
entdo \/n € Z”. Seja a = y/n. Temos que a? = n,
e como o quadrado de um inteiro é sempre outro
inteiro, n também é inteiro. B

14 — Se 5|ab entao 5la ou 5|b.
Prova: Se 5|ab entao ab é da forma 5k para algum
k. Portanto, ou a = 5m ou b = 5m para algum
m. Assim, concluimos que 5|a ou 5|b. B

15 — Va,b, sea+b<0, entao a <0

Prova: Como a + b < 0, entao a < —b. E sendo
—b < 0, segue que a < —b < 0, concluindo que a
¢ negativo. A

16 — 1=2.

Prova: Sejam a e b dois niimeros iguais. Multipli-
cando ambos os lados de “a = b” por a obtemos
a®? = ab. Subtraindo b? dos dois lados, a? — b* =
ab — b*. Fatorando, (a + b)(a — b) = b(a — b).
Cancelando (a — b) temos a + b = b. Quando a e
b valem 1, temos que 1 4+ 1 = 1, e esta concluida
a prova. B

Parte IV

17 — Prove que, se a, b e d sao inteiros tais
que d|a e d|b, entdo, para quaisquer inteiros m e
n, tem-se que d | am — bn.

18 — Dado um inteiro n, prove que n? é impar
se, e somente se, n é impar.
19 — Sejam a um numero racional e b um nu-

mero irracional. Prove que, se a - b é racional,
entao a = 0.

20 — Prove que /3 é irracional.

21 — Demonstre que se p, ¢ sdo nimeros raci-
onais, entao p + ¢ é um namero racional.

22 — Use o método de redugdao ao absurdo
para provar cada uma das seguintes proposicoes.

a) A raiz cibica de 2 é irracional.

b) Dados a,b,c inteiros, se a nao divide bc,
entao a nao divide b.

23 — Prove pelo método contra-positivo: Se x
e y sao dois nimeros inteiros cujo produto é im-
par, entdo ambos tém de ser impares.

24 — Mostre que o produto de um ntmero ra-
cional ndo nulo com um ntimero irracional é irra-
cional.

25 — Dados a, b, ¢ nimeros inteiros com ¢ # 0,
mostre que a divide b se e somente se ac divide

be.

Exercicios Complementares

26 — Use o método de reducdo ao absurdo
para provar cada uma das seguintes proposi¢oes
a) Nao ha solugoes inteiras positivas para a
equacao 22 —y% = 10
b) Nao ha solugao racional para a equacao
Pt +22+1=0



Respostas dos Exercicios

1 a)V
d.)F
f)v
g)V

2 b.)F

6 Prova direta. Assume-se que a hipdtese é ver-
dadeira e prova-se, manipulando algebricamente
os dados, que a tese é verdadeira.

7 Reducao ao absurdo. A prova consiste em de-
monstrar que a negagao da tese (isto é, supor que
log, 3 é racional) leva a uma contradigao.

9 Contrapositiva. A prova consiste em assumir
que o consequente é falso (isto é, supor que a e
b sao racionais) e demonstrar que o antecedente
também ¢é falso (isto é, que ab é racional).

12 A prépria demonstracgao diz que logx < log 1,
isto é logx < 0. No entanto, ao multiplicar ou
dividir uma inequagdo a < b por algum nimero
negativo k, tem-se que ak > bk oua/k > b/k (isto
é, o sinal de ordem deveria ter sido invertido).

13 A proposi¢ao provada nao é a contrapositiva
do que se queria provar, e sim a reciproca.

14 A proposigao é “Se 5|ab entao 5la ou 5|b”, e
foi usada para provar a si mesma: “ab é da forma
5k ... Portanto ou a = 5m ou b = bm para algum
m”. Em tempo: a proposicao em si é verdadeira,
¢ a demonstragao que esta errada.

16 Se a = b, entdo a — b = 0. Nesse caso, nao
podemos cancelar o fator (a — b) como fizemos.



