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Principio de Indugao Finita (PIF)

Parte 1

1 — Sao dadas duas propriedades sobre niime-
ros naturais, P(n) e Q(n) (note que, na linguagem
da logica, sao proposigoes abertas com a variavel
livre n € N). Sabe-se somente que:

1. Para todo n > 1, P(n) = P(n+1)
2.Para todon >4, Q(n) = Q(n+1)
3. P(4) é verdadeira
4.Q(1) é verdadeira

Determine para quais valores de n pode-se dizer,
com certeza, que a propriedade P(n) é verdadeira.
Idem para a propriedade Q(n).

2 — Formule algebricamente cada propriedade
abaixo e prove-a utilizando o PIF

a) A soma dos n primeiros niimeros pares é
igual a n (n+1).

b) A soma dos n primeiros nimeros impares
é igual a n?.

3 — Utilize o PIF para provar que, para todo
natural n > 1, vale

2n + 1 1
a) 12+22+32+---+n?:n<nJFG)mJr )

1 1 1 1
b) 1—=)1—-=)---(1— = .
) 2)( 3) ( n+1) n+1
c) 142422+ ...4201 =901,
d) 12 —-22 432 - 42+ ... + (—=1)""n? =
(_1)(n+1) ) n(n—i— ].)
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4 — Porque a seguinte demonstracgao por indu-

¢ao estd incorreta? (para efeito desse exercicio,
VamMos assSumir que nao erista uma pessoa com
um olho de cor diferente do outro).

Teorema Todas as pessoas tém a mesma cor
dos olhos.

Demonstragao Para podermos usar o PIF,
reformulemos a proposi¢ao acima do seguinte
modo: P(n): "Em qualquer conjunto de n
pessoas, essas pessoas tém a mesma cor dos
olhos”.

Essa afirmacao é claramente verdadeira para
qualquer conjunto com apenas uma pessoa
(caso base ng = 1).

Agora, assuma P(k) como hipétese indutiva,
isto é: em qualquer conjunto de k pessoas,
estas tém a mesma cor dos olhos.

Dado um conjunto S qualquer de k+1 pessoas,
chame de S7 o conjunto formado removendo
uma pessoa de S, e de Se 0 conjunto formado
removendo outra pessoa de S (a pessoa remo-
vida para formar S7 estd em So, assim com
aquela removida para formar Sy estd em S1).
Ambos os conjuntos 51 e So sdo formados por
k pessoas, logo podemos usar a hipdtese de
inducao.

Pela hipétese indutiva, todos os membros de
S1 tém a mesma cor dos olhos e todos 0os mem-
bros de S5 tém a mesma cor dos olhos. E como
51N Sy tem elementos de ambos os conjuntos,
a cor dos olhos das pessoas em S7 é a mesma
das pessoas em Sy. Logo, todos os membros
de S tém a mesma cor dos olhos.

Como S é arbitréario, fica provada P(k) =
P(k+1).

Pelo PIF, conclui-se que P(n) vale para todo
n > 1.
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5 — Prove por inducao que um caixa eletronico
pode entregar ao usuario qualquer valor maior ou
igual a R$4 usando apenas notas de R$2 e de
R$5 (Atengdo: Antes de iniciar a demonstragdo,
¢ importante formular algebricamente a proprie-
dade a ser demonstrada).

6 — Prove por inducao as desigualdades
a) n<2" VneN
b) 2n4+1<2" Vn>3

7 — Prove que para qualquer inteiro positivo
n o ntimero 2** — 1 ¢ divisivel por 3.

8 — Demonstre que para todo inteiro positivo
n vale:

a) 1P4+28 4. 0= (In(n+1)”
b) 142(3)+3(5)*+- +n(§) =

1 1 _ _n

Parte 11

9 — Utilize o PIF para provar que as proprie-
dades abaixo valem para todo natural n > 1

i 2k: — 2n+1 -9
k=1

“ s n(n+1)2n+1)
b) Y k= ;

n

1 n
) 2(22—1)(22'—1—1) T+l

=1

n(n+1)(n +2)

4) Zj(j+1>=

n

e) Y (2j-1)=

j=1

n

£ > i) =

i=1

(n+1)!—1

10 — Prove por indugao as seguintes proprie-
dades do somatorio:

a) Zn: (ar+by) = Z ay+ Z by (aditividade)
k=1

Z cay = ¢ Z ar (homogeneidade)
k=1 k=1

c) Z (ar, — ag—1) = a, — ag (telescopica)
k=1

11 — Use as propriedades do exercicio anterior

para mostrar que:
n

a) » (2k—1)=
k=1
(Dica: Use que 2k — 1 = k?
& n> n
b k=—+—
IPSLE RS
(Dica' Use o item anterior)
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2 _ n n
C) Zk g—i-?‘i‘g

(k—1)° =3k =3k +1)

— (k—1)")

(cha. k* —

Exercicios Complementares

12 — Sejam a e r dois niimeros inteiros, r # 1.
Considere a progressao geométrica de razao
r

2

a1 =a; Qg =7a; a3 =71"a; - ;

Prove pelo PIF que a soma dos n primeiros ter-
mos de uma progressao geométrica é:

ra —a
Sp = .
r—1
* 13 — Use inducdo para mostrar que qual-

quer conjunto finito com n elementos possui 2"
subconjuntos.

14 — Mostre que a soma dos angulos internos

de um poligono convexo com n lados (n > 3) é
(n—2)m.



15 — Prove por indugao as desigualdades
a) n!>(2n)>,Vn>5

b) 1+x)" >1+4+nx, Vn > 2 em que z é
um inteiro positivo fixado.
1 1
—<2——=,Vn>1
c) ; 5 ~ v




Respostas dos Exercicios

1 P(n) é certamente verdadeira V n > 4; Q(n)
certamente ¢ verdadeira para n = 1. Nada po-
demos afirmar sobre o valor-verdade de P(n) e
Q(n) para outros valores de n.

2 a)Pn):24+44+---4+2n=n(n+1). Dem.:
Caso base: P(1) : 2 = 2-1¢é V. Passo indutivo:
Se vale P(k), entdo 2 +4 + --- + 2k +2(k + 1) =
E(k+1)+2(k+1) = (k+1)(k+2), ou seja, P(k+1)
é V. Conclusao: Pelo PIF, P(n) é verdadeira para
todon >1

4 O passo indutivo é valido somente para k > 2,
enquanto que o caso base foi verificado para
ng = 1. O uso do Principio de Inducao pres-
supde que o passo indutivo seja valido para todo
k > ng, 0 que nao ocorre nesse caso.

5 Formulagao algébrica: P(n) : Ja,b € N|2a +
50 = n. Caso base (ng = 4): Tomando a = 2
e b =0 tem-se que 2.2 4+ 5.0 = 4. Passo indu-
tivo: Dado k > 4, suponha que existam a e b
naturais tais que 2a + 50 = k. Queremos achar
coeficientes o’ e V' tais que 2d’ + 50 = k + 1.
Para isso, observe que 2.3 + 5.(—1) = 1. Entao
k+1=2a+5b+2.3+5.(—1) =2(a+3)+5(b—1).
Assim, tomando @’ = a+3 et = b — 1, resulta
2a’ + 5V = k + 1. Entretanto, o ntimero b’ s
é natural se b > 1. Torna-se necessario entéo
analisar o caso b = 0. Nesse caso, devemos
ter necessariamente a > 2 (caso contrario, se-
ria k < 4). Observando que 2.(—2) + 5.1 =1
seguimos com a mesma ideia de antes: k + 1 =
2a+5b42.(—2)+5.1 = 2(a—2)+5(b+1). Assim,
tomando @’ = a—2 (note que ' € N) e b/ = b+1,
resulta 2a’ + 50 = k + 1. Conclusao: Pelo PIF,
P(n) vale para todo n > 4.

6 a.) Caso base (ng = 0): 0 < 1 = 2°  Passo
indutivo: Dado k > 0, suponha k < 2F. Entdo
k1< 2b41 <2k ok = ok ¢ 1). Conclusio: Pelo
PIF, a desigualdade vale para todo n > 0.

b.) Caso base (ng =3): 23+ 1=7< 8 =23, Passo
indutivo: Dado k > 3, suponha 2k + 1 < 2¥. Entéo
2(k+1)+1 = (2k+1)+2 < 26 +2 < 2642k — 2(k 4 1),
Conclusao: Pelo PIF, a desigualdade vale para todo
n>3.

7 Queremos demonstrar, para todo n € Z7,
P(n) : existe m € Z tal que 2** — 1 = 3m.
Caso base (ng = 1): P(1) : tomando m = 1,
resulta 2*! — 1 = 3 - 1. Passo indutivo: Dado
k > 1, suponhamos P(k) verdadeira: existe
m € 7 tal que 22 — 1 = 3m. Entdo:
22(k+1) 1 =92k+2 _ 1 =92k92 _ 1 — 492k _ 1 —
3.2%F 1 2% 1 &= 3.2%% 4 3m = 3(2%% 4-m). Assim,
tomando m’ = 22 + m, resulta 22¢:+D = 3my’.
Conclusao: Pelo PIF, P(n) vale para todo n > 1.

8 c.) Caso base (n >1): &5 = 3 = 5. Passo indu-
tivo: Dado k > 1, suponha %+$+~--+#:

23 )
k = 1 1 1 1 HI
Fi1e Entao g5+ o5 o+ T ey
k 1 _ _ (k+D?%2  kn
w1t ey = O) = mery = e Cons

clusao: Pelo PIF, a igualdade vale para todo n > 1.

14 Dica: Para o passo indutivo, ao tomar um
poligono convexo com k + 1 lados, divida-o em
duas partes, uma das quais é um triangulo for-
mado por 3 vértices consecutivos do poligono.

15 b.) Caso base (ng =2): (1+z)?> =1+2z+2% >
1 + 2z. Passo indutivo: Dado k > 2, suponha
(1+2)* > 1+ kr. Entao 1+ 2)k 4+ 1) =
(1+z)*(1+z) > (1+kz)(1+2) = 1+x+kr+ka?) >
l+z+ker =1+ (k+ 1)z. Conclusiao: Pelo PIF, a
desigualdade vale para todo n > 2.



