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Conceitos Basicos e Generalidades

1 — Sejam dados A e B conjuntos nao vazios.

a) Defina rigorosamente o conceito de fungao
de A em B.

b) Defina rigorosamente os conceitos de fun-
¢ao injetora, sobrejetora e bijetora.

2 — Dados os conjuntos A = {a,e,i,o,u} e
B ={1,2,3,4,5}, diga quais das relagoes abaixo
definem uma funcao f : A — B. Para cada uma
destas, diga se é injetora, sobrejetora ou bijetora.

a) R = {(67 1)7 (0’ 2>}

b) R ={(a1),(e,1),(i,1),(0,2), (u,2)}
c) R={(a1)(e2),(3),(0,4), (u,5)}
d) R={(a,1),(e,1),(e,2),(i1),(u,2), (u,5)}
) R={(a3)(e3),(:3),(0,3), (u,3)}
f) R={(a,1),(e;3),(i3),(0,2), (u,2)}
g) R={(a,2),(e,1),(i,4),(0,5), (u,3)}
3 — Determine o dominio maximal D C R das

seguintes fungoes f: D — R

_ 1
a) f(2) = semmE

b) fz) = 7=

z(z2—4)
d) fl@)=vVitz—z
f(x) = /11 + 2|=|a?]

£) flz)=/1—/lz[ -3

4 — Determine o dominio maximal D C N das
seguintes fungoes f: D — R

a) f(n) = SeraEn

b) f(n) = /Il +n|=|n?

5 — Para cada uma das seguintes funcoes, de-
termine se sao injetoras, sobrejetoras ou bijeto-
ras, justificando (i.e. provando ou dando contra-
exemplos)

a) Se A = {1,2,3,4,5,6,7} e f : A = A

dada por:
| x, se x éimpar
f(x)—{g, se x é par
b) Se A = {1,2,3,4,5,6,7} e f : A — A
dada por:
_J o+l se a#T
I )_{ 1, se x =
c) [:N=N, f(n)=3n+1
d) f:Z—7Z, f(n)=n—|n|.
e) f:R—=R, f(zr)=ax+bcoma#D0.
f) f:R—=R, f(z)=22%.
1
8 Fi(0,00) R, f2) = .
. 1
h) f:R %R,f(z)zﬁ.
) f:00,00) > R, f(z) = V3
6 — Determine o conjunto imagem da funcao

f: N — Z dada por f(n) = (—1)"n.

7 — Considerando a funcao f do Exercicio 6,
determine o conjunto imagem da fungao g : N —
Z dada por g(n) = f(n) + f(n+1).



8 — Sejam dadas as seguintes fung¢oes
(a) f: N—=N, f(n)=3n+1
(b) g:R=R, g(z) =z —|(z+2)* -1
(¢) h:[0,00) = R, h(z) =1 +1—x
Determine as pré-imagens abaixo

a) [T ({2}).

b) fTH({2k|k e N}).
o) g '({-1}).
d) g7 ([-3,-1]).
e) h'({1}).
f) h((3,3])
Exercicios Complementares
9 — Para cada uma das seguintes funcgoes, de-

termine se sao injetoras, sobrejetoras ou bijeto-
ras, justificando (i.e. provando ou dando contra-
exemplos)

a) f:R—=>RxR, f(z)=
b) f:R—RxR, f(z) =

c) fRxR—=R, f(z,y) =2z — |y|
d) f:RxR—->RxR, f(z,y) = (z,y°).

(z, ).
(, |z]).

10 — Seja dada uma funcdo f : A — B. Se
X e Y sao subconjuntos do dominio A e se V' e
W sao subconjuntos do contradominio B, mostre
que

a) Se X C Y entao f(X) C f(Y).
b) SeV C W entao f~(V) C f~1(W).
c) X CfHfX)).
d) Se f é injetora entdo X = f~1(f(X)).
11 — Com os mesmos dados do Exercicio 10,

mostre que
2) F(XUY) = f(X)Uf(Y).
b) f(XNY)CfX)NfY).
c) Se f éinjetora entdao f(X NY) =
fY).

fFX)n

12 — Considere a funcao f : RxR — R, dada
por f(z,y) =y — |z|.
a) Calcule f~1({0})
b) Calcule f71((0,00))

* 13 — Seja A um conjunto (ndo vazio) com n
elementos e seja B um conjunto qualquer. Mostre
cada uma das seguintes afirmagdes:

a) Se existe uma fungao injetora f : A — B,
entao B possui pelo menos n elementos.

b) Se existe uma fungao sobrejetora f: A —
B, entao B possui no mazimo n elementos.

¢) Conclua, das afirmagdes acima, a seguinte
propriedade: dois conjuntos finitos pos-
suem o mesmo numero de elementos se,
e somente se, existe uma funcao bijetora
entre tais conjuntos.



Respostas dos Exercicios

1 a.) Uma fungao f : A — B é uma relagao entre
os conjuntos A e B, de modo que a cada elemento
x € A corresponde um tunico elemento y € B.

2 c.) E funcio, bijetora;
d.) Nao é fungao;
f.) E fungdo, nem injetora, nem sobrejetora;

3 c.)D=(-2,0)U(2,400);
d)D=[-1,155];

f.) D = (—o0, —?3] U [3, +00)

4 a.) D =N,
b.) D ={0,1}

5 a.) Nada;
b.) Bijetora;
c.) A funcdo é injetora pois

fn)y=f(n)=3n"+1=3n+1=>n=n

Entretanto nao é sobrejetora pois 5 pertence ao con-
tradominio, mas nao existe n € N tal que f(n) = 5,
pois 3n +1 = 5 = 3n = 4 e claramente nao existe
nenhum natural com essa propriedade.

d.) Nada;

e.) A fungao é injetora pois

f(x,):f(m):>ax+b:ax’+b:>am’:am

e como a # 0, temos que x = x’. A fungao é sobreje-
tora pois dado y € R

—b
fe)=year+b=y&s = ya
ou seja, f(£2) = y.
f.) Nada;
g.) Injetora;
h.) Nada;

i.) Injetora;

6 Imf={2n|neN}u{—-(2n+1)|n e N}

7 Im f={-1,1}

8 a.) o

b.) {n € N|n é impar e multiplo de 3}
c.){-1}

d.) [-3,0]

e.) {0}

£) 16 5]

9 a.) A fungdo ndo é sobrejetora, pois (1,0) per-
tence ao contradominio mas nao existe x € R
tal que f(x) = (1,0). A funcdo é injetora, pois
f@)=f@") = (z,2) = (2/,2) > v =2

b.) Injetora;

c.) Sobrejetora. A fungdo ndo é injetora pois
£((0,1)) = 1= £((0,-1)).

d.) Bijetora

11 a.)Se XUY = @, a afirmagao é trivial. Caso con-
trario, seja a € f(XUY'). Entao existe b € X UY tal
que f(b) =a. Comobe X oubeY, entaoa € f(X)
oua € f(Y). Assim f(XUY) C f(X)U f(Y). Por
outro lado, se a € f(X)U f(Y), entdo existe b € X
oub €Y tal que f(b) = a. Em qualquer um dos
casos, existe b € X UY tal que f(b) = a. Logo,
FXUY) = F(X)U (V).

c.)A inclusdo f(X NY) C f(X) N f(Y) é ob-
jeto do item (b). Mostremos somente a inclusio
FX)NF(Y) € FXAY). Se f(X)Nf(Y) = 2, a
inclus@o é trivial. Sendo, seja dado a € f(X)N f(Y).
Entao existem b € X e ¢ € Y tais que f(b) = a e
f(¢) = a. Como a fungdo f é injetora (hipdtese do
exercicio), deve resultar b = ¢. Assim, b€ X NY e
portanto a € f(X NY).

e.)Se VNW = &, entdo a inclusdo f~H(VNW) C
fYV) N f7YW) é trivial.  Sendo, seja x €
YV NW). Como f(xz) € VNW, entdo f(z) € V
e f(xr) € W, e assim resulta z € f~1(V)n f~Y(W).
Logo, vale fY{(V n W) c fYV)n fYW).
Vice-versa, se f~1(V) N f~Y(W) = @, a inclusdo
FYV)Nf=Y W) c f~Y(VNW) é trivial. Sendo, seja
v fYV)nf~Y(W). Entao f(z) € Ve f(z) e W,
ou seja, f(r) € VN W. Logo, z € f~H{(V NW), o
que prova a inclusao f~1(V)nf=Y(W) c f~1(VnW).

12 a.) {(z,|z]) |z € R}
b.) {(z,y) € R* |y > ||}

13 No que se segue, denotaremos o nuimero de
elementos de um conjunto X por |X|. Antes de
considerar cada caso, observemos que, dados dois
conjuntos quaisquer XY, com |X| = n, tem-se
que:



1. Se X C Y, entdo Y possui pelo menos n 3. f(A) C B (pela defini¢ao de fungao)

elementos (uma vez que os n elementos de
X estdo em Y) 4. |f(A)] < n (pois os n elementos de A ge-

ram, no maximo, n imagens distintas)

2. Se Y C X, entao Y possui no maximo n

e i a.) Se f é injetora, entdo os n elementos de A geram
elementos (pois nao poderia ter elementos

n imagens distintas, i.e., |f(A)| = n. Pelas observa-

que nao estao em X) ¢oes 1 e 3 acima, B possui ao menos n elementos.
b.) Se f é sobrejetora, entdo B = f(A), em parti-
Além disso, na notagao do enunciado, tem-se sem- cular, B C f(A). Pelas observacoes 2 e 4 acima, B
pre que: possui no maximo n elementos.



