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1. Os śımbolos de Christoffel são dados por os śımbolos
de Christoffel, dados por Γ`ki = 1

2g
`j (∂kgij + ∂igjk −

∂jgki). Calcule-os para as coordenadas polares x =
r cos θ, y = r sin θ, justificando todos os passos. Será
útil calcular os coeficientes da métrica que mune o
espaço V , dada por g = gij dx

i ⊗ dxj (i, j = 1, 2).

2. Considere o tensor eletromagnético dado por

Fµν =


0 Ex/c Ey/c Ez/c

−Ex/c 0 Bz −By
−Ey/c −Bz 0 Bx
−Ez/c By −Bx 0

 .

(a) Calcule FµνF
µν e Fµν(?Fµν);

(b) Calcule ∂µFµν .

3. Considere {x, y, z} coordenadas em R3 e d a derivada
exterior. Calcule:

(a) d(x dx ∧ dy)

(b) d(exyz dz)

(c) d(cos(x) dy + sin(y)dz)

4. Existe uma função escalar f = f(x, y, z) tal que a
diferencial de f seja igual a yz dx+ xz dy + xy dz?

5. O operador de permutação P : T2(V )→ T2(V ) é de-
finido por P (α⊗β) = β⊗α, e o operador identidade
é dado por id(α⊗ β) = α⊗ β. Defina os operadores
ALT = 1

2 (id− P ) e SIM = 1
2 (id + P ). Prove que:

(a) ALT ◦ ALT = ALT e SIM ◦ SIM = SIM;

(b) ALT ◦ SIM = 0 = SIM ◦ ALT;

(c) ALT + SIM = id.

6. Dado um tensor Aijk em R2, calcule a sua compo-
nente A112′ em um sistema de coordenadas rodado
por um ângulo θ.

7. As componentes do tensor de Riemann são expressas
a partir dos śımbolos de Christoffel como

Rρσµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓλνσ − ΓρνλΓλµσ.

Calcule a componente R1
212 na superf́ıcie esférica

S2 = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 + z2 = 1}.
(Dica 1: os ı́ndices ρ, σ, µ, ν, λ podem assumir os va-
lores 1 e 2, onde ∂1 = ∂θ e ∂2 = ∂φ.)
(Dica 2: as únicas componentes não-nulas dos
śımbolos de Christoffel em S2 são dadas por Γ1

22 =
sin θ cos θ e Γ2

12 = Γ2
21 = cot θ.)

(Dica 3: escreva a equação acima para R1
212, e de-

pois substitua os śımbolos de Christoffel em tal ex-
pressão. . . e calcule.)

8. Considere a métrica de Robertson-Walker (em
espaços de curvatura nula):

ds2 = −dt2 + a2(t)
(
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
.

Calcule as seguintes componentes do tensor de Rie-
mann nesse caso: R0

µ0µ (para todos os µ posśıveis) e
R1
i1i (primeiro para i = 1 e depois para i = 2).

9. Dado ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2, escreva ds2 em
termos das coordenadas do cone de luz

x± =
1√
2

(ct± x)

10. (Optativo!) Mostre que a métrica de Schwarzschild:

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 + 1

1− 2M
r

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

satisfaz as equações de Einstein Rµν − 1
2Rgµν = 0 .


