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Lista 4

Fun¢oes de Uma Variavel

Derivadas IIII

3 — Encontre y” sey = In(x? +y?).

Derivadas de Ordem Superior 4— Encontrey’ sey* — x.

1— Calcule y’ e y” para as seguintes fung¢des:

a) y = tgh(6x) L
b) y = senh(7x) Teorema do Valor Médio

c) y=cotgh(v1+x?)
d) y = cosh(x)*
e) y = arctg(x?) 5 — Seja f(x) = [x — 1|. Mostre que ndo existe c tal que

f) y=cos(x)* f(3) — f(0) = f’(c)(3 —0). Porque isso ndo contradiz o

g) y =In(cos(x?)) teorema do valor médio?

h) y =log, (1 —3x)

i) y =logs(3x> +sen(x)) 6 — Mostre que a equagdo 2x3 + 3x? + 6x + 1 = 0 tem

. a—x . 1
-1 exatamente uma raiz real.
) y=logyol - )
a—x

k) y=1

) v =logal a+ x) 7 — Mostre que a equagdo 2x — 1 —sen(x) = 0 tem exa-
1) y = arccos(x? + 3x) tamente uma raiz real.

m) y = arcsen(cos(x))

n) y = cosh(x) cos(x) 8 — Mostre que um polindmio de grau 3 tem no ma-

0) Yy = In(cosh(x)) ximo trés raizes reais.
2— Enc;)ntre: 9 — Use o teorema do valor médio para provar a desi-
d” s ualdade:
a) WX ll’l(X) &
4 —sen(b)| <la—b
b & coshiy sen(a) — sen(b)| < [a—b
dx
d5
) 5 In(x)
dTl
d) — In(x) 10 — Prove as identidades:
dxm
dan X — s
—— cosh(2 T )= _=
e) T 08 (2x) a) arcsen (X—H) 2arctg(v/x) 5

dan X
f) axn senh (z) b) 2arcsen(x) = arccos(1 — 2x?)



L'Hopital

11 — Calcule os seguintes limites usando L'Hopital
quando possivel

L A3 +x%+3
a) lim —
x——1 x° +1
100 2
X'V —xt+x—1
b) 1
) xlir% X12—3

1

¢) lim xex
x—0+
X
d) lim &

x—00 X2

e) lim —

f)

im
x—m/2 tg 5x

, a
g) lim xsen —
X—00 X

h) liir} In(x)In(x—1)

i) lim x!/*
X—00

i) lim xsen(x)
x—0+

. sec3(x)
k) ilir(l) 1 —cos(x)
1) lim

X
_x
X—00 <x2—|—])

m) lim x3e 4
X—00
n) lim xInx
x—0+
1 1
x—0+ \ X sen x

Graficos de Funcgoes

12 — Prove que a fungdo 2x° + x> + 2x é crescente em
todos os pontos.

Inx

X

(¢S

13 — Determine os intervalos nos quais f(x) =
crescente e nos quais é decrescente.

14 — Determine os intervalos nos quais f(x) = e x2/2
é crescente e nos quais é decrescente.

15 — Encontre os valores de c tal que o gréfico de
fix) =x*+2x3 +ex? +2x+2

seja concavo para cima em todos os pontos.

16 — Mostre que a fungdo f(x) = x[x| tem um ponto
de inflexdo em (0, 0) mas que f”/(0) ndo exista.

17 — Nas ﬁguras a seguir, a agua é vertida para o vaso
a uma taxa constante (em unidades apropriadas). Es-
boce o grafico do nivel da 4gua em fungao do tempo, e
explique a sua forma, indicando onde o grafico é con-
cavo para cima e concavo para baixo. Indique os pontos
de inflexdo no gréfico, e explique a sua significancia.

b)

18 — Para as préximas fungdes:

a)Encontre os intervalos para os quais a fungdo é
crescente ou decrescente;

b)Encontre os valores de méximo e minimo locais;

c)Encontre os intervalos de concavidade e os pontos
de inflexao;

d)Encontre as assintotas horizontais e verticais;

e)Esboce o gréfico, utilizando as informagdes dos
itens anteriores

a) (x2—1)3
b) 3x%/3 —x
Q) (x—i—Z)%—H
d) x+ cos(x)
e) x'/3(x+4)
f) In(x*+27)
g) In(1—In(x))



—1 f) cosh(x) em torno de 0

h) ex+]1 g) +v/xem torno de 1
i) In(tg?(x) h) /x em torno de 4
R 1
j) 2_9 i) T2 em torno de 0
k) xtgx —m/2 <x<m/2
1) ecos(x)
1 21 — Usando o polindmio de Taylor de ordem 2 calcule
m) 1— cos(x) —n<x<2n o valor aproximado e avalie o erro:
n) tvtz—4 a) In(1.2)
b) V3.8
c¢) sen(0.1)
.19 — Para as seguintes/fl.mg(")es, enc.ontre as assintotas d) sen(m/25)
inclinadas e esboce o gréfico, e para isso: ¢) 0003
a)Encontre os intervalos para os quais a funcgdo é
crescente ou decrescente;
b)Encontre os valores de maximo e minimo locais; ~ 22 — Determine o polindmio de Taylor de ordem 5 de
c)Encontre os intervalos de concavidade e os pontos f em torno de xo
de inflexdo; a) In(x) em torno de 1
d)Encontre as assintotas horizontais e verticais e in- b) e* em torno de 0
clinadas; ¢) sen(x)em torno de 0
e)Esboce o grafico, utilizando as informagdes dos ~ d) cos(x) em torno de 0
itens anteriores e) senh(x) em torno de 0
a) % f) cosh(x) em torno de 0
b) % g) Vxem torno de 1
9 % h; E{)ierr)l o’:ornot de 4 o
d) VI0+12x 1 4x2 VoL e emede
Polinomio de Taylor 23 — Quantos termos do polinémio de Taylor sdo ne-

cessarios para aproximar e com um erro inferiora 107°?

20 — Determine o polindmio de Taylor de ordem 2 de 24 — Usando polindmios de Taylor calcule cos(1) com
f em torno de xg erro em médulo inferior a 10~4

a) In(x) em torno de 1

b) e* em torno de 0 25 — Use o polindmio de Taylor de ordem 4 de cos(2x)
¢) sen(x)em torno de 0 para calcular o exato valor do limite

d) cos(x) em torno de 0 1 — cos(2x)

e) senh(x) em torno de 0 lim ————

x—0 3x2



Respostas dos Exercicios

1 a)y” = —72tgh(6x)sech?(6x) 15 ¢ > 3
2x2/x2+1 coth(/x24+1)—1 5
)y’ = ( (x2+1)(3/2 ) ) -csch ( X%+ ]> 18 a.) Crescentese 0 < x < 1oux > 1

d.) y "no_ COShX (X)(X tgh(x) + IOg(COSh(X)))z 4 COShX (X) Derivadas iguais azerox =—loux ]: Ooux=1.

(2 tgh(x) —|—xsech2(x)) Concava para cimase x < —1 ou — 75 <x< % oux > 1
g) Y = —2tg (x?) —4x? sec? (x?) \
|
\ 10
2 a.) 40320/x \
b.) cosh(x) \‘
c.) 720/x7 \ 5}
\ /
3 4 — _ 22y Gy )+ x(x=2y" (x))—y (x)?) N
Y (x2+y(x)2—2y(x))” -2 1 T+ 1 2

)y (Y () —xy (x)* In(y (x))) b.) Crescente se 0 < x < .
4y = U0 Ty () (%) Derivadas iguais a zero x = 8
Derivada néo existe x = 0
Concavidade para baixo x < 0 oux > 0.

6 Seja f(x) = 233 +3x2 +6x+1. Como f(0) = Te

7
f(—1) = —4 e f continua pelo Teorema do Valor Inter- . .
medidrio existe c tal que f(c) = 0. 5{
Para provar a unicidade. Suponha que existissem .
mais de uma raiz. Sejam cj e cy duas raizes. Pelo N 3
Teorema de Rolle, existiria d tal que f’(d) = 0. Mas \ __—
f/(x) = 6x* + 6x + 6 e logo f'(x) > 0 para todo x. Ab- \\1
surdo o P
-2 -1 1 2
10 Dica derive a identidade. d)
Pontos Criticos 5 + 27k
11 a)2b) 0c) cod) oo Crescente Exceto nos pontos criticos.
f)5g) ai) 1j)1 Concava para cima se cos(x) < 0.
n.) -
lim xIlnx = lim lnix = /
x—0+ x—0+ 1/x 5
Utilizando L'Hopital temos L g
lim lnix = lim x /x c / ’
x—0+ 1/x  x—0+ —1/x? _— ’ s}
2 y
= lim —
x—0+ X
—  lim —x=0 f.) Crescente se x > 0
x—0+ Concava para cimase -3 <x <O0oul0<x <3
0.) Dica: \ 35
im = (1
x—0+ X2 sen x \\ 3.0 /
e \ 25 /
\ ,
2 /
lim —— =0 A
x—0+ senx \
~ ~ //
13 Crescentese 0 < x < e -5 5
g)
14 Crescente se x < 0 Dominio 0 < x < e



Crescente nunca
Concava para cimase 0 < x < 1
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Dominio x # +3

x(x2_2 _9
Primeira derivada LXZ)
(x2—9)

Crescente
x<—=3o0u—-3<x<1—=v10oux>1++10

2t Derivada muito complicada para ser analisada.
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Primeira derivada sen(x) (—e“’s(")
Crescente se —sen(x) > 0

Ou seja se 2tk — 7w < x < 271K.

Segunda derivada: gcos(x) (senz(x) — cos(x))

= e%5(%) (1 —cos?(x) — cos(x))
Crescente se

1
27k + arccos (2 (\@—1)) <x <

1
< 27k + 27t — arccos (2 (\@—1))

E util a aproximagio:

arccos (; (\[5— 1)) ~ 0.90455

\ /

\\‘ é or \ J
\ “‘ \ |
\ 15} \ /

\\\ /// 1 0 \‘ /
./ \ /
NS NS
6 -4 -2 2 4 6

m.) Crescentese —mt < x < Qoum < x < 27
Pontos Criticosx = —moux =7

Concava para baixo: nunca

. - . . 1
Assintotas verticais na origem. ign T—cos(x)

“ 15}| ,
r [ |
| Mi !
i au
\ 5} | |
\ | \ |
\\\ // \\ //
-6 -4 -2 2 4 6
n.) )
Derivada f’' = —2t==12__.
3(t2—4)

Derivada ndo existe t = 2,t = —2.

Decrescente se 72\/§ <t< 2\/§ .

Derivada se anula t = —2@ out= 2\/§

2_
Segunda derivada " = 2t(5t7§/63)-
9(t2—4)

i _ 6 — 6
Concava para cima se 5 <t< 2out > "/

/
4 /

19 a)
7 =2/(1+x)3
Assintota inclinaday =x—1.

d.) Crescente se x > —%

" _ 2
(2x2+6x+5)?

Assintotas inclinadasy =2x+3ey = —2x+3

12¢

L

=



20 a) (x—1)—1/2(x—1)?
b.) 1+x+x?/2
d)1-%
g) 14+1/3(—1+x) —1/9(—1+x%)?

21 a.) Usando o polinémio calculado no exercicio anterior
temos: 0.18.

e.) Usando o polindmio calculado no exercicio anterior te-
mos: 1.003

22 a) t(x—1P° = (x— D+ 3 (x =13 = J(x=1)2+ (x—1)
c) x—x3/6+x°/120
£)14+x2/2+x%/24

23 Usando a férmula de Taylor com erro de Lagrange:

Suponhamos que a fungdo f(x) seja (n + 1) vezes di-
ferencidvel no ao redor do ponto p. Entdo
1 (f)
E =
0=

(X _ a)n+1

para algum X entre x e p.
Queremos que E,(1) < 107°. Logo basta tomar n

(ni”, < 107>, (pois e < 3) ou seja, tal que
(n+1)! > 3(10°). Substituindo valores em (n + 1)! te-
mos que n = 8.

tal que

24 Use a férmula de Taylor com erro de Lagrange, ob-
servandoque 1 <senx < lel <cosx < 1.



