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Exercicios marcados com asterisco (*) sdo desafios, com um grau mais alto de dificuldade.

1 — Esboge a curva de nivel de f(x,y) passando
pelo ponto P (i.e. a curva de nivel z = f(P)) e desenhe
o vetor gradiente em P:

a) f(X»y) = yLZ’ P= (_2)2)7
b) f(X,y) = Xz +4y27 P = (_2)0);
C) f(X,‘J):XZ—UZ, P:(za_])

2 — Considere a superficie xz —yz® + yz? =2

a) Determine a equagdo do plano tangente & su-
perficie no ponto (2,—1,1).

b) Determine as equagbes parametricas da reta
que é normal & superficie no ponto (2,—1,1).

3 — Determine a derivada direcional de f em P na
direcdo do vetor u:

a) f(x,y) = sen(xJcos(y), P = (n/3,—2m/3),
u=(2,3);

b) X)y = VXYz, P_ 2),u:(1,2,—2).

* 4 — O objetivo deste exercicio &€ demonstrar a

desigualdade de Cauchy-Schwarz: dados dois vetores
U, v € R™, temos que

(e, V)< [[l] - [V

com igualdade se e somente se U e V forem colineares
(i.e. proporcionais). (lembrar que se U = (uy,...,Up)
eV = (vi,...,vy), entdo o produto escalar (canonico)
(U,V) de U e Vv e a norma (Euclideana) ||t]| de U sdo

respectivamente dados por (U,V) = wjvy + -+ + Upvn
e [[ul] = /(d, 1))
a) Mostre que Hu—i—thz |[TE|% + 2tk V)t + ||V 22

para todo U,V € R";

b) Mostre que se V # 6, o polinémio de segundo
grau P(t) dado no item (a) possui no méaximo
uma raiz real, e que isso ocorre se e somente se
U e V forem colineares.

¢) Conclua do item (b) a desigualdade de Cauchy-
Schwartz no caso V # 0. Por que ela permanece
valida se v = 07 Justifique.

d) Dado D C R™ aberto, seja f : D — R dife-
rencidvel em Xy € D. Mostre que a dire¢ao ao
longo da qual a derivada direcional de f em X,
é maxima é ao longo de Vf(Xp).

5 — Determine a derivada direcional maxima de f
em P e a direcdo em que isto ocorre:

a) ( ,y)—3x2+y2+4z2 P=(1,5-2);

b) f(x,y,z) = \/xy?z3, P = (2,2,2).

6 — Suponha que a funcdo de duas variaveis f, di-
ferenciavel no ponto (1,2), satisfaz Dzf(1,2) = —5 e
Dyf(1,2) =10, onde U4 = (%, %) ev= (g‘, g) Deter-
mine:

a) fx(1,2);
b) fy(]a2)5

c) A derivada direcional de f em (1,2) ao longo
do vetor dado pelo segmento de reta orientado
com ponto inicial (1,2) e ponto final dado pela
origem.

7 — Determine fy, fyy, fyx e fyy para cada uma
das seguintes funcdes:

a) f(x,y) =3x? + 2y%
b) f(x,y) = sen(x? — 3xy);
¢) flx,y) = x*y?e?V.

8 — Seja
R {xy(xz—yz)/(xzwz) se (x,y) # (0,0)
0 s€ (X)U) = (O)O)
a) Se (x,y) # (0,0), calcule % e ;j,

b) Mostre que (0f/9x)(0,0) =0 = (9f/dy)(0,0);



¢) Mostre que (9%f/0xdy)(0,0) = 1 e
(0%f/0ydx)(0,0) = —1;

d) O que aconteceu? Porque as derivadas mistas
nao sao iguais?

9 — Sejam z = 3xy — 4y?, x = 2se’, y = e,
.0 0%
Determine — e

orz ~ 0sor
a) Expressando z em termos de r e s;

de duas maneiras:

b) Usando a regra da cadeia.

10 — Uma fungdo w = f(x,y,z) com segundas de-
rivadas parciais continuas que satisfaz a Equacdo de
Laplace

w  *w  w
o " dy? Tz
é dita harmoénica. Qual das funcoes abaixo sao harmo-
nicas?
a) f(xyl.%z) = g(x,y) =x3 _BXUZQ
b) f(x,y,z) = g(x,y) = e*sen(y) + eYcos(y);
) f(x,y,z) = (x* +y* +22)7 /2

=0

11 — Determine o maior conjunto aberto no qual
fxy = fyx nos seguintes casos:

a) f(x,y) =43y + 3x%y;

b) fx,y) = /x*+y?—1;

c) f(x,y) = sen(x? +y?).

12 — Se o potencial elétrico em um ponto (x,y)
do plano xy é V(x,y) entdo o wvetor campo elétrico
no ponto (x,y) é E=VV. Suponha que V(x,y) =
e 2*cos(2y).
a) Determine o valor do campo elétrico em
(7/4,0).
b) Mostre que, em cada ponto no plano, o poten-
cial elétrico decresce mais rapidamente na dire-
¢ao e sentido do vetor E.

13 — A equacio

?u  ,0%u

— = —
ot? ox2’
onde c é uma constante positiva, é chamada equac¢do
de onda. Sejam f e g funcoes duas vezes diferencidveis
de uma varidvel.
a) Mostre que u(x,t) = f(x + ct) e v(x,t) =
g(x — ct) satisfazem a equacao da onda.
b) Mostre que uma funcao da forma ¢(x,t) =
f(x+ct) 4+ g(x —ct) satisfaz a equacao da onda.

c) Confirme que ¢(x,t) = sen(t)sen(x) satisfaz a
equagao da onda com ¢ =1, e entdo use identi-
dades trigonométricas apropriadas para expres-
sar essa fun¢do na forma f(x +t) + g(x — t).

14 — O capitao Astro estd outra vez em perigo
perto da orbita de Mercurio. Ele estd na posicao
Po = (1,1,1), e a temperatura da blindagem de sua
espacgonave num ponto (x,y,z) é dada por T(x,y,z) =

v2_9,2_123,2
e X T 327 graus,

a) Que direcdo ele deve tomar para perder tempe-
ratura o mais rapido possivel?

b) Se a espaco nave viaja a e® unidades de com-
primento por segundo, com que taxa a tempe-
ratura ird cair quando ele seguir a dire¢do do
item (a)?

c) Infelizmente, a blindagem da espaconave se da-
nificard se a taxa de variagdo da temperatura
for inferior a v/14e2 graus/s. Que conjunto de
possiveis direcoes ele pode tomar sem causar
danos & sua espaconave, a partir de Py, com a
velocidade do item (b)?

15 — Se u e v s3o funcoes das varidveis x e y
de classe C?, e satisfazem as equagées de Cauchy-

Riemann
ou B ov ou B ov

x dy’ dy i’

mostre que U e v sdo harmoénicas.



Respostas dos Exercicios

a) Vf(—=2,2) = (Z j) 7 a) fyx =6, fxy =0, fyx =0, fyy =4
b) Vf(-2,0) = (—4,0) b) fo = 2cos(x?—3xy)—(4x*—12xy+9y?)sen(x*—
3xy), fo, = —3cos(x? — 3xy) + (6x2 —
£(2,—1) = (4,2 Ty
¢) Vi(2,=1) = (4,2) Ixy)sen(x? — 3xy), fyx = —3cos(x* — 3xy) +
a) x+3z=5 (6x2)— Ixy)sen(x? — 3xy), fyy = —9x%sen(x? —
3xy

by x=24+ty=—-1;z=1+3t
c) fxx = ezxy(2y2+8xy3 +ax2y?), fry = €Y (dxy +
a) Dgf(P) = ﬁ 10x2y2 + 43Y3), fyx = ez"U(4xy + 10x2y? +
4x3y3), fyy = ePY(2x% + 83y + 4y*x?)

b) Dgf(P) ==
a) Use as propriedades (4,v) = (V,u) e 8
(U + tv,w) = (i, w) + t(V,w) do produto esca-
lar. 9
c¢) Calcule o discriminante A = b% — 4ac de P(t)= | 10

at? + bt + ¢ quando V # 0, e os dois lados da
desigualdade de Cauchy-Schwarz quando v = 0. 11

a) Dgf = V392 ocorre na dire¢ao de V.

12
b) Dgf = /56 ocorre na diregio de Vf.
13
a) fx(1,2) =5
b) £,(1,2) = —10 14
¢) 4=(-1,-2), Dgf(1,2) = =35 15



