UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC

Lista 4 - Fungoes de Varias Variaveis

Gradiente, Derivada Direcional, e Derivadas Parciais de Ordem Superior

1 — Esboce a curva de nivel de f(x,y) que passa pelo
ponto P e desenhe o vetor gradiente de f em P:
(a)
X
f(xyy):yﬁ :( 22)

f(X»U) = Xz + 492» P = (_2) O)

fx,y) =x* —y%, P=(2,-1)

2 — Considere a superficie xz —yz3 +yz? =2

(a)Determine a equagao do plano tangente a superfi-
cie no ponto (2,—1,1).

(b)determine as equagoes parametricas da reta que é
normal & superficie no ponto (2,—1,1)

3 — Determine a derivada direcional de f em P na
direcao do vetor w:

(a)

f(x,y) = sen(x]cos(y), P = (n/3,—27m/3);u = (2,3
(b)
X Yy Z2) = XYz, P_ _])_2);u:(])2)_2)
4 — O objetivo desse exercicio é demonstrar a desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz: dados dois vetores u,v €
R", temos que

[{uy vl < el vl

com igualdade se e somente se u e v forem colineares
(i.e.,proporcionais). (lembrar que se uw = (u, uz, ..., up)
ev = (V1,V2,...,Vn), entdo o produto interno candnico
(u,v) de uw e v e a norma |u|| de u sdo respectiva-
mente dados por (u,v) = wyvy +uva + -+ + Upvp €
Jull = /T w) )

(a)Mostre que |[u+ tv||* = [[ul|* + 2 (u, v) t + ||v||* t2

para todo u,v € R™;

(b)Mostre que se v # 0, o polinémio de segundo grau
p(t) dado no item (a) possui no maximo uma raiz
real, e que isso ocorre se e somente se u e v forem
colineares.

(c)Conclua do item (b) a desigualdade de Cauchy-
Schwarz no caso v # 0. Por que ela permanece
valida se v = 07 Justifique.

(d)Dado D C R™ aberto, seja f: D — R diferenciavel
em Xp € D. Mostre que a direcao ao longo da qual

a derivada direcional de f em %y é maxima é ao
longo de V{(xop).

5 — Determine a derivada direcional maxima de f em
P e a diregao em que isto ocorre:

(a)
f(x,y,2) = 3x* +y> + 422, P =(1,5,-2)

(b)
=/xy2z23, P=(2,2,2)

f(x,y,z

6 — Suponha que ﬁ( 2) = -5e E(1,2) =10,
ou ov
onde u = (%, —%) ev= (‘5‘, %) Determine:
(a)fx(1,2)
(b)fy(1,2)

(c)a derivada direcional de f em (1,2) na diregao e
sentido da origem.

7 — Determine fyy , fxy, fyx € fyy para cada uma das
seguintes funcoes:

(a)f(x,y) = 3%+ 2y?
(b)f(x,y) = sen(x* — 3xy)
(0)f(x,y) = x*y?e?™



8 — Seja

fuw):{mﬂﬁ—yaﬂﬁ+yﬂ
0 y (%,y) =1(0,0)
(a)Se f(x,y) # (0,0) calcule ? e g;

(b)Mostre que (9f/9x)(0,0) = 0 = (9f/dy)(0,0).
)
)

(c)(9%f/9x0y)(0,0) =1 e (9%f/dydx)(0,0) = —1
(d)O que aconteceu ? Porque as derivadas mistas nao
sdo iguais ?

9 — Dados z = f(x,y) = 3xy — 4y%,x = 2se",y =
—S.Determine of e ﬁ
M 302 © dsor

(a)expressando z em termos de r e s;

de duas maneiras:

(b)usando a regra da cadeia

10 — Uma funcao w = f(x,y) com segundas deriva-
das parciais continuas que satisfaz a Equacdo de Laplace

’Zw  *w

a2 T =0

é chamada harmonica. Analogamente, uma funcgao
w = f(x,y,z) com segundas derivadas parciais conti-
nuas que satisfaz a Equacdo de Laplace

?Zw  *w  w

2 oy?2 Tz =0

é chamada harmoénica. Quais das fungdes abaixo sao
harmoénicas?
(a)f(x,y) = x* —3xy?
(b)f(x,y) = e*sen(y) + eYcos(y)
(©)f(x,y,2) = (62 +y2 4 22) 2

11 — Determine o maior conjunto aberto no qual
fxy = fyx para
(a)f(x,y) = 4x3y + 3x%y
(b)f(x,y) = vx? +y2 —1

(©)f(x,y) = sen(x* +y?)

12 — Se o potencial elétrico em um ponto (x,y) do
plano zy é V(x,y) entao o vetor campo elétrico no ponto
(x,y) ¢ E = —VV. Suponha que V(x,y) = e *cos(2y).

(a)Determine o valor do campo elétrico em (7t/4,0).

(b)Mostre que, em cada ponto no plano, o poten-
cial elétrico decresce mais rapidamente na direcao
e sentido do vetor E.

13 — A equacgao

u  ,0%u

— = —
ot? ox?

onde ¢ é uma constante positiva, é chamada equag¢ao de

onda. Sejam f e g fungdes diferncidveis de uma variavel.

(a)Mostre que u(x,y) = f(x+ct) e v(x,t) = g(x—ct)
satisfazem a equacgao da onda.

(b)Mostre que uma funcao da forma ¢(x,y) = f(x
ct) + g(x — ct) satisfaz a equacao da onda.

(c)Confirme que ¢(x,t) = sen(t)sen(x) satisfaz a
equagao da onda com ¢ = 1, e entdao use identi-
dades trigonométricas apropriadas para expressar
essa fungao na forma f(x +t) + g(x —t).

14 — O capitao Astro esta outra vez em perigo perto
da 6rbita de Mercurio. Ele esta na posi¢ao Py = (1,1, 1),
e a temperatura da blindagem de sua espagonave num
ponto (x,y,z) é dada por

T(x,y,z) = e Xyt graus.

(a)Que direcao ele deve tomar para perder tempera-
tura o mais rapido possivel?

(b)Se a espaconave viaja a e® unidades de compri-
mento por segundo, com que taxa a temperatura
ir4 cair quando ele seguir a dire¢ao do item (a)?

(c)Infelizmente, a blindagem da espagonave se danifi-
card se a taxa de variagdo da temperatura for in-
ferior a v/14e? graus/s. Que conjunto de possiveis
diregoes ele pode tomar sem causar danos a sua
espagonave, a partir de Py, com velocidade do item

(b)

15 — Se u e v sdo funcdes de x e y, de classe C2, e
satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann

ou_Jv Ju_ v
x ay 8y ox’

mostre que U e v sao harmoénicas.



Respostas dos Exercicios

1 (a)

(b)
V£(—2,0) = (—4,0)

()
V£(2,—1) = (4,2)

2 (a) z(—22+z+2yz —dyz+2y—2) +x=0
(b) x=2+ty=—1z=1+3t

3 (a) Dyf = 2=

(b) Duf =

4 (a) Use as propriedades (u,v) = (v,u) e
(w4 tv,w) = (u,w) + t (v,w) do produto interno.

(b)

(c) Calcule o discriminante A = b? — 4ac de p(t) =
at? + bt + ¢ quando v # 0, e os dois lados da desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz quando v = 0.

(d) Utilize Dy f(xo) = (Vf(x0),u).

5 (a) Dyf =+/392 ocorre na diregao de Vf .
(b) Dyf = v/56 ocorre na direcao de Vf .

6 (a) fx(1,2) =5

(b) fy(1,2) =—10

(c) u=(—1,-2), D.f(1,2) =35

7 (a) fxx =65 fy =Ty =0 fyy =4

(b) fux = 2cos(x? —3xy) — (4x? — 12xy + 9y?)sen(x? —
3xy); fxy = fyx = —3cos(x? — 3xy) + (6x* —
Ixy)sen(x? — 3xy); fyy = —9x?sen(x? — 3xy);

(¢) fxx = 62"”(292 + 8X93 + 4x2y4); fry = fyx =
e (4xy +10x2y? +4x3Y3); fry = Y (2x2 +8x3y +
4y*xh);

8
9
aZ
a—é = (2+47)6se"* —8e
aZ
asazr =(1—s+r—rs)6e" 5+ 1616
10 (a) sim
(b) nao

(c) sim, em R2\{(0,0)}

11 (a) R?

(b) {(x,y) € R?[x* +y* > 1}

(c) R?

12 (a) E(m/4,0) = (2e72,0)

(b) Segue diretamente da defini¢gdo do campo elétrico.

13

14 (a) a direcao e sentido de —VT(1,1,1) =
(2e7°,4e7°,6e°), 0 qual tem a mesma direcio e
sentido do vetor (1,2,3)

(b) a taxa de variacdo da temperatura em relagdo ao
tempo é dada pelo produto de | — VT(1,1,1)| pela
velocidade, isto &, 2v/14e?

(c) Nao existem, pois a dire¢ao de maior decrescimento
¢ dada pela diregao obtida no item (a).

15



