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SIMBOLOS E NOTACOES GERAIS

@U<ELI_I

existe

qualquer que seja ou para todo(s)

implica

se, e somente se

portanto

defini¢do (o termo a esquerda de := é definido pelo termo
ou expressao a direita)

id est (em portugués, isto €)

indica o final de uma demonstragdo

reta passando pelos pontos A e B

segmento de reta ligando os pontos A e B

segmento orientado de reta ligando os pontos A e B
vetor determinado pelos pontos A e B

vetor v

comprimento do segmento AB

comprimento do vetor v

comprimento do vetor 1@

determinante da matriz A
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ESTRUTURA VETORIAL DO PLANO E DO ESPACO

"Meca o que for mensurdvel, e torne mensurdvel o que ndo o for."
Galileu Galilei

1.1 DEFINIQE)ES ELEMENTARES

Como veremos ao longo desse texto, a utiliza¢do da linguagem vetorial permite uma de-
scricdo elegante e unificada dos principais resultados da geometria Euclideana bem como
possibilita uma transicdo natural da formulacdo axiomatica para a descricdo analitica (em
coordenadas) dessa mesma geometria.

Nesse capitulo, daremos o primeiro passo nessa caminhada e apresentaremos o bdsico
da linguagem vetorial. Antes porém, no intuito de motivar, comecaremos entendendo um
pouco do papel fundamental que os vetores desempenham nas ciéncias naturais.

Para entendermos o papel que os vetores desempen-
ham nas ciéncias, come¢amos observando que, por um
lado, diversas grandezas fisicas ficam completamente
determinadas por um tnico valor (um numero real),
E num sistema de unidades. Assim por exemplo o vol-

ume de um corpo fica especificado quando dizemos

quantos metros ctibicos esse corpo ocupa, bem como a

Figura 1.1: Todos os trés camin- massa, a temperatura, a carga elétrica, a energia, etc.

hos ligando dois pontos correspon- Grandezas que ficam determinadas por um tnico valor
dem ao mesmo deslocamento.  real sdo denominadas grandezas escalares.

Por outro lado, diversas grandezas fisicas exigem
para sua completa determinacdo, além de uma valor numérico o conhecimento de sua
direcéo orientada. Tais grandezas sdo denominadas grandezas vetoriais ou simplesmente
vetores.

O exemplo mais simples e ilustrativo é o deslocamento de um corpo. Se um corpo se
move do ponto A para o ponto B, dizemos que ela sofreu um deslocamento de A para B.
Para sabermos precisamente o deslocamento de um corpo precisamos conhecer o quanto
o ele se deslocou (a intensidade do deslocamento) mas também em que direcédo ele se



deslocou. Pelas mesmas razdes apresentadas serdo grandezas vetoriais: a velocidade, a
aceleracdo, a quantidade de movimento, a forca e o torque.

E importante que observemos que para as grandezas escalares uma parte significativa
da utilidade de medi-las, i.e, associar um numero provém da riqueza de estruturas dos
numeros: os numeros podem ser somados, subtraidos, comparados, etc.

Para que as grandezas descritas vetorialmente sejam tteis (tanto para a ciéncia como
para a prépria geometria) temos que construir no conjunto dos vetores estruturas analogas.
Assim, neste e no préximo capitulo, descreveremos e construiremos diversas operagoes
vetoriais e suas interpretacoes.

Como boa parte da construcdo dos vetores e de suas operacdes que faremos neste texto
serd de natureza primordialmente geométrica, assumiremos que o leitor conhece os prin-
cipais conceitos e resultados da geometria Euclideana plana e espacial. Assim suporemos
conhecidos os conceitos de dngulos, retas, planos, comprimento de segmentos, distancia
de dois pontos, etc.

De modo a fixar notacfo, ao longo destas notas denotaremos por [E o espaco euclideano
tridimensional e por [E? o plano euclideano, usaremos letras latinas maiusculas, A, B, etc.
para representar pontos, letras latinas mintsculas r,s, etc. para indicar retas, as letras
gregas minusculas 7, 6, etc. para denotar planos. Eventualmente usaremos letras latinas ou
gregas minusculas também para denotar denotar numeros reais (escalares ou parametros
de equacgodes). Nesse caso, o contexto deve deixar claro a que a letra se refere.

Para tornarmos clara a definicdo de vetor, comecaremos com um termo
B relacionado: os vetores aplicados. Um vetor aplicado ou segmento ori-
entado é um par ordenado de pontos do espaco Euclideano, ou, de modo
equivalente, um segmento de reta no qual se escolheu um dos extremos
A, como ponto inicial. Nesse caso o outro extremo B do segmento sera
denominado ponto final e o vetor aplicado com ponto inicial A e final B
serd denotado por AB. Para nossas consideracdes um ponto A é consid-
erado um segmento que denominaremos segmento nulo. Esse segmento
serd denotado por AA ou por 0.
O comprimento do um segmento AB serd denotado por ‘E‘ e serd
denominado também tamanho, intensidade, magnitude ou norma do vetor.

Os vetores aplicados servem parcialmente ao propdsito de representar grandezas que
possuem intensidade, direcdo e sentido, pois apesar de podemos representar grandezas
com esses atributos como vetores aplicados, essa representacdo nao € unica. Ou seja, ex-
istem varios vetores aplicados com pontos iniciais e finais distintos, mas que possuem in-
tensidade, direcdo e sentido iguais. Para eliminarmos esse problema, identificaremos, i.e,
diremos que sdo iguais, todos esses vetores. Assim diremos que dois vetores aplicados



sdo equivalentes (ou equipolentes) se e somente se, possuem 0 mesmo comprimento, a

mesma direcdo e o mesmo sentido ou ainda se ambos sdo nulos.

Uma identificacdo analoga, ocorre com as fragdes: duas fracdes podem ter numeradores

e denominadores diferentes e mesmo assim diremos que elas sdo iguais (ou equivalentes)

pois representam a mesma grandeza.

Quando identificamos os vetores aplicados equivalentes obte-
mos vetores livres ou simplesmente vetores.

E fundamental observar que dado um vetor podemos escolher

livremente “o ponto onde inicia tal vetor”, ou seja, dado um ve- w
tor e um ponto podemos escolher um vetor aplicado que inicia
nesse ponto e que possui a mesma intensidade, dire¢éo e sentido u v
do vetor. Cada vetor aplicado com a mesma direcdo, sentido e
comprimento do vetor, é dita ser um representante do vetor.
E importante que fique clara a seguinte diferenca: se por um ., S 4

lado vetores aplicados ficam bem definidos pela escolha de di-
recdo, sentido, comprimento e origem, por outro, vetores pre-

cisam apenas de direcdo, sentido e comprimento. Isso significa que consideramos equiva-

lentes segmentos orientados que sdo paralelos, apontam no mesmo sentido e tem o mesmo

comprimento, mas consideramos iguais vetores paralelos, de mesmo sentido e com mesmo

comprimento.

O vetor cujos representantes sdo segmentos orientado nulos, ou seja com pontos iniciais

e finais coincidentes sera denominado vetor nulo. O vetor nulo sera denotado por AA ou

por 0.

Denotaremos os vetores utilizando fontes mintusculas em negrito a,

—

através de uma flecha superior: 4" ou ainda no caso em que tivermos

dois pontos A e B, denotaremos por zﬁ 0 vetor que tem como repre-
sentante o vetor aplicado AB. Graficamente vetores sio representados
como flechas, no qual a ponta da flecha aponta no sentido do vetor.

Dado um vetor e um segmento que o representa, teremos que a di-
recdo do vetor ¢ a direcdo desse segmento, o sentido vem de termos
escolhido uma orientacdo no segmento, ou seja de termos escolhido
um ponto inicial e final e o comprimento de um vetor é o comprimento
do segmento que o representa.

E importante notar aqui a seguinte consequéncia imediata dos ax-

iomas de congruéncia da geometria Euclideana (ver [6]):

Proposicdo 1.1 Dados um vetor v e um ponto A, existe um tnico ponto B tal que o vetor

aplicado AB é representante de v, ou seja, tal que v = A



O comprimento ou norma de um vetor v = AB sera denotado por ||v|| ou ainda por

|AB].

O conjunto de todos os vetores de IE® serd denotado por V3. De modo analogo,
denotaremos por V2 o conjunto de vetores associados a [E?, i.e. classe de equivaléncia

de segmentos de retas no plano.

De modo geral, conceitos envolvendo vetores sdo definidos utilizando seus represen-

tantes. Nesse espirito temos as seguintes definicoes:

Diremos que dois vetores sdo paralelos quando seus representantes tiverem a mesma
direcdo ou quando um desses vetores for o vetor nulo 0. O termo vetores paralelos inclui o
caso especial onde os vetores estdo sobre a mesma reta ou mesmo o caso em que coincidem.
Como consequéncia da definicdo anterior temos que o vetor nulo é paralelo a todo vetor e

também que todo vetor é paralelo a si mesmo.
v
/
Figura 1.2: Vetores paralelos.

Diremos que um conjunto de vetores sdo coplanares se esses vetores possuem represen-

tantes contidos no mesmo plano.

Figura 1.3: u, v e w sdo coplanares.



Definimos o angulo entre dois vetores u e v como o angulo 0 (0 < 6 < ) entre
representantes AB e AC de u e v, respectivamente, com mesma origem.

C

A

Figura 1.4: Angulo entre vetores

Finalmente, dois vetores u e v sdo ditos ortogonais, se um dos vetores for o vetor nulo,
ou se ao escolhermos dois representantes para esses vetores que iniciam no mesmo ponto,
AB e AC esses segmentos forem ortogonais, ou seja, se o angulo determinado por esses
segmentos for um angulo reto.

Figura 1.5: Vetores ortogonais

Observacdo 1.2 Note que, segundo nossa definicao, o vetor nulo 0 € o tnico vetor paralelo
e ortogonal a qualquer outro vetor, e coplanar a qualquer par de vetores.

1.1.1 Operagdes com Vetores

Por tradicdo, grandezas que possuem apenas magnitude, ou seja, grandezas que sdo repre-
sentadas por numeros reais sdo denominadas grandezas escalares. Seguindo essa tradi¢do
denominamos um nuamero real A de escalar .

Vamos definir duas operacoes envolvendo vetores: a soma de vetores e a multiplicagio

por escalares.

Multiplicacdo por Escalar: Dado um vetor v e um escalar A podemos realizar a
multiplicacdo de A e v obtendo o vetor Av definido do seguinte modo:

Se o vetor v é nulo ou o escalar A é zero entdo Av =0




Se A > 0, o vetor Av é o vetor com o mesmo sentido, mesma direcdo e com

comprimento |A| ||v]|.

Se A < 0 entdo o vetor Av tem a mesma direcdo e sentido oposto ao vetor v e

comprimento |A| ||v]|.

N[—=
<

Figura 1.6: Multiplica¢do de um vetor por um escalar.

Observacdo 1.3 Dados um vetor v e um escalar A denotaremos usualmente o vetor [(%) v}
por (¥).
Um vetor de comprimento 1 é chamado vetor unitario. Dado um vetor v # 0, temos

que o vetor:
1 v
 y=—
vl vl
€ unitario e possui a mesma direcao e sentido que v e é chamado versor de v. Veja exercicio
LI11l
Um termo que usaremos ocasionalmente é o de vetor direcional ou vetor diretor.
Muito frequentemente estaremos interessados apenas na dire¢do de um vetor e nao no
seu tamanho. Por exemplo, como veremos posteriormente, uma reta é completamente de-
terminada por um ponto P e um vetor v. Nesse caso o tamanho de v ndo é importante e
podemos multiplica-lo livremente por um escalar.
Através da multiplicacdo de vetores por escalares podemos dar uma caracterizacao al-

gébrica para o paralelismo de vetores:

Teorema 1.4 Se dois vetores u, v sdo paralelos e v # 0 entdo u = Av para algum A € R.

Demonstracao: Iremos considerar primeiramente o caso em que u e v tém mesmo sentido.
Neste caso, visto que ||v|| # 0, podemos escolher



Com essa escolha, provaremos que u = Av.

Como u e v sdo paralelos, u e Av possuem a mesma direcdo. E como estamos assumindo
que u e v possuem o mesmo sentido e como A é maior que zero entdo pela definicao de
multiplicacdo por escalares u e Av possuem o mesmo sentido. Finalmente

[l
AV = Allv]l = F=r Vi) = [[ul]
vl

O que prova que eles tem o mesmo comprimento. Logo, como os vetores u e Av possuem
mesma direcdo, sentido e comprimento eles sdo iguais.
A demonstracdo do caso em que u e Av possuem direcdo contraria é andloga, porém

nesse caso escolhendo A = —H. O

Corolario 1.5 Dois vetores u, v sdo paralelos se e somente se u =Av para algum A € R ou
v =0u para algum 6 € R.

Demonstracdo: Suponha que u, v sdo paralelos.

Caso v # 0, pelo teorema acima, temos que u =Av para algum A € R. Caso contrdrio,
i.e., se v= 0 entdo v =6u para 6 = 0.

A implicacdo contraria segue da definicdo de multiplicacdo de um vetor por um escalar.
Se u =Av ou v =fu entdo u e v tétm mesma direcdo, ou seja, sdo paralelos. ]

E como consequéncia do coroldrio anterior temos:

Teorema 1.6 Trés pontos A, B, C pertencem a mesma reta se e somente se 1@ = /\E? ou

BC — 0AB.

BC T
Ab

A

B

Demonstracdo: Claramente se A, B, C pertencem a mesma reta entdo os vetores zﬁ e lﬁ
sdo paralelos e consequentemente pelo coroldrio acima temos:

1@:)\3% ou ﬁ:(b@

-3 -3 ~ (. . =  B= .x
Se AB = AB% ou lﬁ = 6 AB, entdo pelo coroldrio anterior os segmentos AB e BC séo
paralelos. Consequentemente sdo paralelas as retas j@ e % Mas como o ponto B per-
tence a ambas as retas, essas sdo coincidentes, i.e., os pontos A, B, C pertencem a mesma
reta. O



Soma de vetores Dois ou mais vetores podem ser somados do seguinte modo: a
soma, v + u, de dois vetores v e u € determinada da seguinte forma: A partir de um
segmento orientado AB, representante arbitrario de v, tome um segmento orientado
BC que representa u, i.e., tome um representante de u com origem na extremidade
final do representante de v, desta forma o vetor v 4+ u é definido como o vetor rep-
resentado pelo segmento orientado AC, ou seja, pelo segmento que vai da origem do
representante de v até a extremidade final do representante de u.

u-—+v,

Figura 1.7: Soma de Vetores

A soma de vetores também pode ser feita através da regra do paralelogramo. Para
somar dois vetores v e u através dessa regra tomamos representantes desses vetores que
comecam num ponto comum O, como na figura[I.8l Entdo, a partir do ponto final de cada
vetor tracamos uma reta paralela ao outro vetor. Essas retas se interceptam no ponto P.
E logo um paralelogramo é formado. O vetor diagonal Cﬁ‘ é a soma dos vetores v e u. O
vetor v + u obtido por esse método é o mesmo que o obtido pelo método anterior, pois o
segmento OP divide o paralelogramo em triAngulos congruentes que representam a soma

dos vetores v e u.
——
A/V//

—1
§V

Figura 1.8: Regra do paralelogramo.

Pela definicdo da soma de vetores, temos que em geral o comprimento de w = u + v é

diferente da soma dos comprimento dos vetores u v, i.e.,
[wil = llu+v] # [l + vl

Para determinarmos o comprimento de w = u + v podemos utilizar a lei dos cossenos
para o triangulo da figura:



wW=u-+v

Figura 1.9: comprimento e dire¢do dew = u+v

Considerando v o angulo indicado na Figura[1.9] pela Lei dos Cossenos temos:

lwll = \/||u||2+ [v]|? = 2[[ul[[[v]| cos v (1.1)

Considerando, «, B e 7y os angulos indicados na Figura[L.9] pela Lei dos Senos segue:

wl _ Jul vl 12
seny sena  senp

As equagdes [I.1] e sdo a formulacio vetorial das Leis dos Cossenos e dos Senos
respectivamente.

Observacdo 1.7 Note que o dngulo 7y representado na Figura ¢ na verdade o suple-
mentar do angulo entre u e v.

Notamos que, como —1 < cosy < 1, um resultado imediato de (I.1) é:
Teorema 1.8 (Desigualdade Triangular) Dados dois vetores u e v temos que:
Ju+v| < [[afl+[v]. (1.3)

Além disso, vale a igualdade de (1.3)) se e somente se os vetores u e v tiverem mesma dire¢do
e sentido.

Observamos também que, a partir da definicdo de soma vetorial, é facil ver que v+0 =
0+v = v, ou seja, o vetor nulo é um elemento neutro para a adi¢do. Mais, podemos
definir o vetor oposto a um vetor dado. Para isso consideremos a seguinte propriedade,
cuja demonstragdo deixamos como exercicio (1.7):

Para cada vetor u existe um tinico vetor —u tal que u + (—u) = 0.

O vetor —u é denominado como o vetor oposto de u e é o vetor com 0 mesmo compri-
mento e direcdo de u, mas com sentido oposto.



Figura 1.10: Vetor oposto.

Figura 1.11: Subtracdo de Vetores

A partir do vetor oposto podemos definir subtracao de vetores: , definimos a subtracdo
v — u como a soma do vetor v com o vetor —u.

De modo equivalente podemos definir o vetor v — u como o o vetor que adicionado a u
da o vetor v. Consequentemente, se representarmos os vetores v e u comecando no mesmo
ponto, o vetor v — u serd o vetor que liga a extremidade final de u a extremidade final de
v (vide figura [IT.17).

Uma observacdo importante é que sempre que os vetores formam um poligono fechado,
como a figura abaixo, sua soma é nula: Como um caso especial dessa regra é a soma de
um vetor com seu oposto, i.e., v+ (—v) =0.

Figura 1.12: A soma de vetores que formam um poligono fechado é nula: v+ u+r+s =
0

10



As seguintes propriedades da soma e multiplicacdo de vetores devem ser evidentes:

Proposicdo 1.9 Sejam u, v, w vetores e A, A1, A, escalares. As operagbes com vetores possuem
as seguintes propriedades:

Propriedades da soma:
Propriedade Comutativa: v+ u =u+v
Propriedades associativa: (u+v) +w =u+ (v+w)
Elemento Neutro: 0 + u =u

Elemento oposto: Para cada vetor u existe um tinico vetor —u tal que u+ (—u) =0

r

v
Propriedades da multiplicacdo de vetor por escalar:

Propriedade distributiva de escalares em relacdo aos vetores: A(u +v) = Au+ Av

Multiplicacdo por zero Ou = 0

Associatividade da multiplicacdo por escalares (A1A2)u = Aq(Ayu)

Distributiva dos vetores em relacéo aos escalares (A1 + Az)u = Aju + Ayu

Elemento neutro multiplicativo 1u = u

Demonstracao: Esbocaremos a demonstragdo de algumas dessas propriedades:
A propriedade comutativa segue da regra do paralelogramo para a adi¢do dos vetores u
e v, veja a figura[I.T3l A diagonal é simultaneamente os vetores u +v e u + v.

-u

Figura 1.13: Propriedade Comutativa da Soma

A propriedade associativa segue de imediato do fato que quando trés vetores sdo adi-
cionados, o mesmo vetor fecha o poligono, como na figura[1.14
As propriedades S3 e S4 sdo deixadas como exercicio ao leitor.

11



ut+v+w

Figura 1.14: Propriedade Associativa da Soma

A propriedade M1 segue de modo simples a partir da regra do paralelogramo. Deixamos
os detalhes a cargo do leitor. M2 e M5 sdo resultados imediatos da definicdo de multipli-
cacdo de vetor por escalar.

Para demonstrarmos a propriedade M3, i.e., a associatividade da multiplicacdo por es-
calares (A1A2)u = Aq(Apu) observamos inicialmente que os vetores (A;A;)u e A1(Au) pos-
suem a mesma direcdo e sentido independentemente do sinal de A; e A, (terdo o mesmo
sentido de u se A1 e A, tiverem o mesmo sinal, e sentido oposto a u se A e A; tiverem
sinais contrarios).

Além disso, os comprimentos de (A1A;)u e A1(Aru) sdo 0os mesmos pois:

A (Azu)[| = [Ar] - [[A2u]] = [Ar] - ([A2] [[wl]) = [A1A2] - [lu]l = [[(A1A2)ul]
A propriedade M4, i.e, a distributiva dos vetores em relacdo aos escalares
()\1 -+ )\2)11 = Au+ A,

segue da observagdo de que a diregdo e o sentido dos vetores (A; + Ax)u e Aqu+ Ayu é a
mesma. Esse fato é claro se A e A, tiverem o mesmo sinal, ou se A; + A, = 0, no outros
casos o sentido é determinado pelo escalar de maior mddulo |A1] e |A;] .

Se o sinal de A1 e A, forem o mesmo, teremos que

(A1 +A2)ull = [(Ar 4+ A) [ [[ul] = ([AM] + [A) [u] = [[Aru]| + [[A2ul].

Pela definicdo de adicdo de vetores é facil ver que a soma de dois vetores de mesmo
sentido é um vetor também de mesmo sentido e com o comprimento igual a soma do

comprimento dos vetores somados. Dai temos:
[Arull + [[Az2u]] = [[A1u + Azul].
Por outro lado, caso os sinais de A; e A, sejam contrarios, teremos:

1(A1 + A2)ull = [(A1+ A2)[[lull = [ [Ax] = [Az2] [[lu]l = [[Ara]| = [[A2u]]|.

12



Novamente, pela definicdo de soma vetorial, segue que:
[IAu]| = [[A2ul| = [[Au + Azull.
O

Todas as propriedades algébricas dos vetores podem ser deduzidas das 9 propriedades
acima. Essas propriedades sdo andlogas as propriedades dos numeros reais e grande parte
da dlgebra desenvolvida para numeros reais se estende para as operacOes vetoriais. De
modo mais geral podemos definir um espaco vetorial como um conjunto com uma operacao
+ e uma operacao de multiplicacdo por escalares satisfazendo os nove axiomas acima. Os
espacos vetoriais sdo uma das estruturas matematicas de maior importancia.

Vejamos algumas propriedades algébricas dos vetores:

Exemplo 1.10 v+ v = 2v

Demonstracdo: Pela propriedade M5 temos que v 4+ v = 1v + 1v e pela propriedade M4
temos quelv + 1v = (1 4+ 1)v = 2v e logo v + v =2v. O

Exemplo 1.11 v+ (—1v) = 0, ou seja o vetor oposto a v é —1v.

Demonstracdo: Pela propriedade M5 temos que v + (—1v) = 1v + (—1v) e pela pro-
priedade M4 temos que 1v + (—1v) = (1 — 1) v = Ov. Finalmente a propriedade M2 nos
diz que Ov =0

Como o vetor oposto é unico temos que o vetor oposto a v é —1v. O

Exemplo 1.12 u + v = w se, e somente se, u = W — V.
Demonstracdo: Vamos provar a primeira implicacdo. Seu +v = wentdo,u = w —v

Vamos comecar calculando (u +v) —v

(u+v)—v=u+(v—v) por S2 (1.4
u+ (v—v) = u por M4 e M5 (1.5)

13



por outro lado, como w = u + v:

(ut+v)—-v=w—-v=u (1.6)
e consequentemente por [1.5e temos:

u=(u+v)-v=w-v

A implicacdo contraria é semelhante. O leitor pode tentar, assim, completar os detalhes.
0

O seguinte exemplo ilustra como podemos atacar um problema geométrico utilizando a

linguagem vetorial.

Exemplo 1.13 Os segmentos que unem os pontos médios de dois lados de um tridngulo é
paralelo ao terceiro lado.

C B

Solucéo: Seja o triangulo AABC e seja M; o ponto médio do lado AB e M, o ponto médio
do lado AC.

Como M, é ponto médio do lado AB temos que vetor m ¢ igual a metade do vetor
1@. Analogamente, temos que m é metade do vetor R, ie.,

AM, = %@ 1.7)

AM, = %/Té (1.8)
e Consequentemente:

AB = 2AM, (1.9)

CA = 2MyA (1.10)
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Entio como:

CB— CA+ AB 1.11)

substituindo e[l.I0 em[I.T1T] temos:

CB = 2Ma A + 2AM, (1.12)
CB = 2(MaA + AM,) = 2MoM, (1.13)

e Consequentemente:
.,
MoM, = 5@

E assim o segmento M,M, é paralelo ao segmento CB e seu comprimento é metade do
ultimo.
O

Exemplo 1.14 Dado um tridngulo de vértices A, B,C. Dado P o ponto de encontro da bis-

setriz do dngulo C com o lado AB Entéo o vetor CP ¢ paralelo ao vetor ﬂ%—u + H%F ou

seja,

o (c @

B ENE

Solucéo:

Note primeiramente que, para provarmos a
equacdo (1.14), basta mostrarmos que, se F é tal
que:

= _CA Cb

—7 T s
e

entdo F ést4 sob a bissetriz do 4ngulo C. v E- B

Faremos isso observando que a diagonal AC de u
um losango ABCD divide os &ngulos Ae Cem &n- £~ u ___________________

gulos iguais, ou seja é bissetriz de A e C. Isso segue .-~ C v

7

do caso LLL de congruéncia de trangulos (AABC =
ANADC).
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Considere agora os vetores u = H%H ev = H%H Como

unitdrios, o paralelogramo determinado por estes vetores € um

losango. Consequentemente, como u e v sdo paralelos aos la-

D
/\ 0s vetores u e v possuem O mesmo comprimento, pois sao
A C

B

Figura 1.15: Se ABCD ¢
losango entdo AABC =

dos CA e CB do tridngulo AABC, e a regra do paralelogramo
nos diz que a soma de dois vetores é a diagonal do paralelo-
gramo por eles formado, temos que, se C? = (u+v), entdo o
segmento CF divide o 4ngulo C em angulos iguais.

AADC Finalmente, se P é um ponto qualquer da bissetriz de C, o

vetor @ ¢ paralelo ao vetor (ﬁ, ie,

%
=_ [ ca Ch

-+
|cA] ]

Exercicios.

Ex. 1.1 — Sendo ABCDEFGH o paralelogramo abaixo, expresse os seguintes vetores em

funcdo de 1@, R e ﬁ:

a)
b)
c)
d)
e)
H

g)
h)

\%

BE

AG

AE

BG

AG

AB +FG

AD + HG

2AD — FG — BH + GH

Ex. 1.2 — Sendo ABCDEF um hexdgono regular, como na figura abaixo. Expresse os

seguintes vetores em funcdo dos vetores IY, lﬁ
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a)ﬁ

b) DA

c)lﬁ
4 DO
e)ﬁ
f EB
g) OF

Ex. 1.3 — Sendo ABCDEF um hexdgono regular, como no exercicio anterior. Expresse os
seguintes vetores em funcdo dos vetores Oﬁ, @)

a) O_>A+O?+(75Jr(fﬂcﬁﬂﬁ5
b) AB+ BC+CD+ DEEF + FA

c) AB + BC + CD + DE + EF

d) OA -+ OB+ 0D + OF

e) (%—Fﬁ—kﬁ

Ex. 1.4 — Se o vetor a tem tamanho 3 e o vetor b tem tamanho 2 qual é o maior e o
menos valor para o comprimento de a + b?

Ex. 1.5 — Dados os vetores fy,...f5 os vetores que ligam um vértice de um hexagono
regular aos outros vértices como mostra a figura abaixo. Determine a soma desses vetores
em funcdo dos vetores f; e f3.

17



Ex. 1.6 — Dado um tridngulo AABC, sejam M, N, P os pontos médios dos segmentos AB,
— ==

BC e CA respectivamente. Exprima os vetores ﬁ, AN e CM em funcgdo dos vetores 1@ e

Ac.

Ex. 1.7 — Prove que para cada vetor u existe um unico vetor —u tal que u + (—u) = 0.

Ex. 1.8 — Dado um triangulo AABC, seja M um ponto do segmento AB. Suponha que o
— Vi —
vetor AM € igual a A vezes o vetor MB. Exprima o vetor CM em funcdo dos vetores R e

BC.

Ex. 1.9 — Dado um quadrildtero ABCD, tal que zﬁ) = bu, lf = 3u e tal que 1@ =vV.
—
a) determine o lado C4[>) e as diagonais BTS eCAemfuncdodeuev

b) prove que ABCD ¢é um trapézio.

Ex. 1.10 — Mostre que a soma de vetores cujos representantes formam um poligono
fechado é nula.

Ex. 1.11 — Dado v um vetor ndo nulo. Prove que HVTH ¢ um vetor unitdrio com a mesma
direcdo e sentido que v.

Ex. 1.12 — Usando as propriedades da soma de vetores e da multiplicacdo por escalares
resolva a equacdo nas incognitas x e y, i.e., escreva os vetores x e y em funcdo deu e v:

a)

x+3y=u
3x—-5y=u+v
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b)

X+2y=u
3x -2y =u+2v

Ex. 1.13 — Dados os vetores u, v, w e z tais que w = u + v e u € paralelo a z. Prove que

w ¢ paralelo a z se, e somente se, v é paralelo a z.

Ex. 1.14 — Usando as propriedades da soma de vetores e da multiplicacdo por escalares
prove que:

a) (—a)v=—(av)
b) a(—v)=—(av)

c) —a(—v)=av
Ex. 1.15 — Prove que av =0 entdooua =0ouv =10
Ex. 1.16 — Prove que se av =fv e v # 0 entdo a = B.

Ex. 1.17 — Dado um pentdgono regular e O o seu centro. Mostre que a soma dos vetores
ligando o centro do pentdgono a seus vértices é o vetor nulo.

Ex. 1.18 — Prove que dados dois vetores u e v ndo paralelos entdo se
AMu+ Av =0
entdio Ay = A, =0

Ex. 1.19 — Se AEFG € um tridngulo qualquer e P, Q e R sd@o os pontos médios dos lados
EF FG e GE respectivamente, demostrar que EPQR é um paralelogramo
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1.2 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR DE VETORES

Apesar de sabermos que tanto no plano como no espaco existem infinitas direcoes de movi-
mento nossa intuicdo nos diz “no espaco existem essencialmente trés direcoes de movi-
mento”, enquanto que “no plano existem essencialmente duas direcbes de movimento”.
O que realmente queremos dizer ao afirmarmos “essencialmente apenas trés direcdes de
movimento”?

O objetivo dessa se¢do é responder matematicamente a essa questdo. Para isso intro-
duziremos os conceitos de combinacao linear e dependéncia e independéncia linear.

Como vimos na se¢do anterior, a adicio de vetores e a multiplicacdo de um vetor por um
escalar nos permitem obter novos e diferentes vetores a partir de alguns vetores dados. Os
vetores assim obtidos sdo ditos combinacao linear dos vetores iniciais.

Figura 1.16: O vetor w pode ser escrito como somas de multiplos dos vetores u e v.

Ja os conceitos de dependéncia e independéncia linear estdo intuitivamente associados a
capacidade ou nao de se escrever um vetor de um conjunto em func¢édo de outros. Assim por
exemplo, ainda de maneira intuitiva, um conjunto de vetores sera linearmente dependente,
se as direcOes desses vetores sdo dependentes nos sentido de ndo podermos obter uma
dessas direcoes a partir (como combinacéo) das outras.

Geometricamente, veremos ainda que o conceito de dependéncia linear estard associ-
ado como o fato que as direcOes desses vetores estarem em uma posicdo especial restrita,
como ocorre por exemplo quando dois vetores sdo colineares ou quando trés vetores sdo
coplanares.

De posse desses conceitos a afirmacéo inicial poderd ser reescrita de modo preciso como
“no espaco existem apenas trés dire¢des de movimento linearmente independentes”. Para
tanto, passemos a uma descricdo mais cuidadosa de todos esses conceitos.
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Diremos que um vetor w é dito combinacéo linear dos vetores {v;} se existem

i=1,...n

escalares {A;},_, , tal que

n
W = Z )\ivi-
i=1

Nesse caso diremos também que o vetor w é de-
pendente dos vetores v; com i = 1,...,n, ou ainda,
que o vetor w pode ser representado em funcdo dos
vetoresv,comi=1,...,n

Exemplo 1.15 O vetor w ilustrado na figura [I.17 é

combinagdo de u, v. Pois Figura 1.17: w = 2u + 3v

w = 2u + 3v.

Exemplo 1.16 Na figura[1.18|temos que vetor f; é combinagdo linear de f;, f3, fy, fs.
Como os vetores f1, f, f3, f4, f5 formam um poligono fechado sua soma é 0

fi+Hh+f3+£+£=0
e assim:

£ = —fy— £y — £, — f.
fa

fs f2

1

Figura 1.18: O vetor f; é combinacéao linear dos vetores f,, f3, f4, fs.

Exemplo 1.17 Escreva o vetor zﬁ como combinagdo linear de ﬁ e R
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A 45° ) 30° B

Solucao: Queremos encontrar A e A, tais que:
AD = MAB + M AC. (1.15)

Primeiramente vamos escolher convenientemente dois vetores i, j ortogonais e de norma
1 e vamos escrever todos os demais vetores em funcéo desses (Figura [2.1]). Escolheremos
i= H? H e j como a rotacdo de i de um angulo de 90° no sentido anti-horério.

Facilmente observamos que 1@ = 3i.

30° K
A i )

Figura 1.19: Vetores
ij Figura 1.20: Vetor AD Figura 1.21: Vetor AC

Observando a Figura concluimos que zﬁ = R + KD. E por trigonometria do
triangulo retangulo temos:

AK = 4(cos30°)ie KD = 4(sen30°)j.

Dessa forma temos que AD = 2/3i +2j.
De modo analogo, observando o tridangulo da Figura [1.21] concluimos que R = ﬁ +
e, Mas, novamente por trigonometria, temos que AD = 2(cos45°)i e Pé = 2(sen45°)j.

Logo AC = V2i +V2j.
Voltando a equacdo (1.15) obtemos entdo:

2v/3i +2j = A1(3i) 4 A2(V2i + V2)).
Isolando i e j obtemos finalmente:

(2v/3 =301 — V2A3)i+ (2 — V2A2)j = 0
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Como os vetores i,j sdo LI, segue que:

2v/3=3A — V2, =0
221, =0

E assim podemos concluir que Ay = 2(‘/271) el = /2.
Finalmente:

zﬁzz(\/ii_l)zﬁ—i—\/izﬁ.

Definicdo 1.18 Um vetor v € dito linearmente dependente (LD) se v = 0. Os vetores
vi,...,Vy (n > 2) sdo ditos linearmente dependentes (LD) se existe umi € {1,2,...,n}
tal que o vetor v; seja combinacdo linear dos demais vetores, ou seja:

Vi = Z)\jV]',
j#i
onde A, Ay, ..., A, € R

Dizemos que os vetores vy, ..., v, sdo linearmente independentes (LI) se eles ndo sdo
linearmente dependentes.

A partir dessa defini¢do temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.19 Os vetores vy,...,V, sdo linearmente dependentes se e somente se existem
A, Az, ..., Ay € R NAO todos nulos tal que

i /\1V1 =0.
i=1

Demonstracdo: Para n = 1 temos que se v é linearmente dependente entdo v = 0 dai
para A = 1, por exemplo temos Av = 0. Reciprocamente, se Av = 0 para algum A # 0 pela
definicdo de multiplicacdo por escalar segue que v = 0, logo v é linearmente dependente.

Para n > 2, suponha que os vetores vy, ..., v, sdo linearmente dependentes. Sem perda
de generalidade suponha que

n
vi=) Ay,
i=2

para Ay, Az,..., Ay € R.
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Somando (—1)v; a ambos os lados da igualdade chegamos a:
(=1)v1+ Z Avi =0.
i=2

Logo Y ' ; Ajvi = 0 com Ay, Ay, ..., A, ndo todos nulos (pois Ay = —1).
Reciprocamente, considere que existem A1, Ay, ..., A, ndo todos nulos tal que

n
Z )\1V1 =0.
i=1
Suponha, sem perda de generalidade que A; # 0. Multiplicando ambos os lados da igual-

dade por - e isolando v; chegamos a:
M

n )\l
V1 = Z _)\_vl
i=2 M

Ou seja, o vetor v; é combinacdo linear dos demais. O

A negativa logica de tal proposicdo nos leva ao seguinte teorema:

Teorema 1.20 Os vetores vi, ..., v, sdo linearmente independentes se e somente se
n
Z/\ivi:() :>()\1:-'-:/\n:0)
i=1

Ou seja, a tnica relacgéo linear entre os vetores € a trivial, ou ainda, o vetor 0 pode ser
escrito de modo tinico como combinacéo dos vetores v; comi € {1,2,...,n}.

Desse teorema ¢ imediata a unicidade da representacdo de um vetor como combinacao
linear de vetores LI:

Proposicdo 1.21 Seja u um vetor que possa ser escrito como combinagdo linear do conjunto

de vetores linearmente independente {v;},_; ,

entdo essa representagdo € tnica.

Demonstracdo: Dadas duas representagdes de u, i.e, suporemos que u possa ser escrito
como combinacdo linear de {v;}; ; , de duas maneiras distintas:

n
w=Y Aw; (1.16)
i=1
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n
u=Y Av, (1.17)

mostraremos que essas representacdes sdo iguais, isto é que A; = lambdal.
Subtraindo a equagéo [I.17]da equacao[I1.17] obtemos:

n n
Z/\ivi — Z/\;Vi =0
i=1 i=1

e logo

n

2()\1‘ — )\;)Vl‘ = 0

i=1

Finalmente, como os vetores {v;},_; , sdo linearmente independentes, temos que para
cadai, (A; — A}) = 0, e assim A; = A/. Dessa forma, temos que a representacéo é tinica. [J

A partir do Teorema e da Proposicéo estudar a dependéncia linear dos
vetores vy, ...,V, € uma tarefa simples. Basta estudar a equacdo:

n
2 )\iVi = 0,
i=1

com incognitas A; (i € {1,2,...,n}). Se tal equagdo admitir apenas a solugdo A; = 0
paratodoi € {1,2,...,n}, entdo os vetores vy, ..., v, sdo LL. Caso contréario, sdo LD.

Exemplo 1.22 Suponha que os vetores u,v,w sdo LI. Mostre que os vetores u+v,u—v e
u + v + w também sdo LI.

Solucdo: Para demonstrar que os vetores u +v,u — v e u+ v + w sdo LI, vamos estudar
a equacao:

au+v+bu—v4+cu+v4+w=0
Expandindo e agrupando temos:

(a+b+c)u+(a—b+c)v+cw =0
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Como u, v, w sdo LI temos que:

a+b+c=0
a—b+c=0
c=0

Resolvendo o sistema anterior temos que 2 = b = ¢ = 0. Consequentemente temos que

au+v+bu—v+cu+v+w=0=a=b=c=0

e logo os vetoresu + v,u — v e u+ v + w sdo LI O
Exercicios.
Ex. 2.1 — Dados os vetores a = (ﬁ, b = @, ¢ = OC entfio se AD — lce BE = 2a.

Escreva o vetor ﬁ em fungéo de a, b, c.

Ex. 2.2 — Dados os vetores a, b e ¢ como na figura abaixo. Escreva o vetor ¢ como combi-
nacdodeaeb.

2/ 30°
30°

Ex. 2.3 — Dados os vetores a, b e ¢ como na figura abaixo. Escreva o vetor ¢ como combi-
nacdodeaeb.

135°

120 3

—
Ex. 2.4 — Em um tridngulo ABC o ponto M ¢é tal que 3ﬁ>/1 = 7MC. Escreva o vetor AM
em funcdo de 1@ e R
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—
Ex. 2.5 — Se zﬁ + lf = 0, prove que os vetores OA,@ e O? sdo LD para qualquer
ponto O.

Ex. 2.6 — Suponha que os vetores u, v, w sdo LI. Mostre que os vetoresu + v, —u — v + w
e u+ v+ w também sio LI.

Ex. 2.7 — Suponha que os vetores u, v, w sdo LI e seja
t =au+bv+ cw.

Mostre que os vetores u + t,u +v e w + t sdo LI se e somente se a +b +c # —1.

Ex. 2.8 — Mostre que:
a) Se os vetores u, Vv sdo LD entio os vetores u, v, w sdo LD.

b) Se os vetores u, v, w sdo LI entio os vetores u, v sao LI.

—
Ex. 2.9 — Dados a,b vetores LI, sejam OA = a+ 2b,@ =3a+2be (f = 5a + xb.
Determine x de modo que os vetores R e Eﬁ sejam LD.

Ex. 2.10 — Dado o tetraedro OABC, se denotarmos a = (ﬁ, b = Cﬁ ec = (%, Mo

ponto médio de AB, N o ponto médio de BC e Q o ponto médio de AC e P o ponto tal que
_>

O? + %Oc. Calcule em funcao de a, b, vetorc:

a) OM +ON + 00
b) PM+ PN + PO

1.2.1 Caracterizacdo Geométrica de LD e LI

Nas secOes anteriores apresentamos uma série de caracterizacoes algébricas da dependén-
cia e independéncia linear de vetores de V2 e V3, esses conceitos podem também ser
caracterizados geometricamente, como nos mostra o enunciado do teorema a seguir:

Teorema 1.23 (Caracterizacdo Geométrica da Dependéncia e Independéncia Linear)

Para vetores em V2 e V3 temos:

1. Um vetor v € linearmente dependente se e somente se v = 0.
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2. Dois vetores u, v sdo linearmente dependentes se e somente se u e v sdo paralelos.
3. Trés vetores u, v, w sdo linearmente dependentes se e somente se u, v e w sdo coplanares.
4. Quatro ou mais vetores sdo sempre linearmente dependentes.

A demonstracdo dessa teorema serd feito na préxima secdo apés introduzirmos o con-
ceito de base. Antes disso, porém, ilustraremos como utilizar essa caracterizacdo para re-
solver problemas geométricos.

Exemplo 1.24 Mostre que as diagonais de um paralelogramo se intersectam nos seus pontos
médios.

Solucéo:
Considere um paralelogramo ABCD de diagonais
AC e BD. Seja M o ponto de interseccao de AC D c

e BD (ponto que, a priori, ndo é necessariamente
ponto médio das diagonais).
Queremos mostrar que:

m:%ché B—M:%ﬁ. A B

Como A, M e C sao colineares temos:

AM = AAC. (1.18)
Da mesma forma, como B, M e D séo colineares:
BM = 0BD. (1.19)
Como ABM é um triangulo, temos:
AM = AB + BM.
Usando entéo as equacoes (I.18) e na equacao acima segue que:

AAC — AB + 6BD.

Escrevendo todos os vetores da equacdo acima em funcéo de 1@ e Aﬁ (dois vetores néo
paralelos) obtemos:

/\(zﬁ—hﬁ) :1@+9(—1@+ﬁ).
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Ou, reescrevendo convenientemente:
AAB + AAD = (1— 8)AB + §AD.

Usando entdo que 1@ e zﬁ sdo LI, segue da Proposicdo [1.21] que:

A=1-0
A=0

donde temos A = 6 = % como queriamos. O

Observacdo 1.25 Note que nas equag¢des (1.18) e (1.19) usamos letras distintas para os
escalares que multiplicam R e R, pois, a principio, ndo sabiamos se a proporcio que
AM guardava em relacdo a AC é a mesma que BM guardava em relacdo a BD.

Exemplo 1.26 Sejam My, My, M3 os pontos médios dos lados AB,BC e CA do tridngulo
AABC. Seja G o ponto de intersec¢do das medianas AM; e BM;. Mostre que G se divide
AM e BMj na razdo 2 para 1.

C M,y B

Solucdo: Para mostrar que as medianas AM; e BM; se intersectam num ponto G que
divide AM; e BM; na razdo 2 para 1, devemos provar que:

,ﬁzgm Bﬁzgm.

De modo a tornar a notacdo da resolucdo mais limpa, chamemos os vetores 1@ e R
de a e b, respectivamente. Observe que, como os vetores a, b ndo sdo paralelos pelo
eles sdo LI. E expressaremos todos os demais vetores da figura em funcdo desses vetores.
Fixada a notac¢do, passemos a cada uma das etapas:
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Para estudarmos a intersec¢do G das medianas AM; e BMj, expressaremos 0s vetores
— — .
AM; e BM; em funcéo de a, b.

Observamos inicialmente que pela definicdo de subtragdo que @ =a—Db. E assim:

—
AM;

1 1 1
ZE+§5§_§a+§b
— — 1 1
BMZ:BA+§R: ~a+5b
Como os pontos A, G e M sdo colineares temos:

A
ﬁ:AAMlzi(a—kb).

Analogamente:

3l

— 1
=aBM; =« (—a+ §b> .

Observamos que, nesse estagio, ndo sabemos ainda que G divide os segmentos AM; e BM;

na mesma proporcdo. Assim sendo, usamos letras diferentes (A e a) para os escalares das
equacoes acima.

E facil ver que uma equacio envolvendo os vetores zﬁ e B% é:

BG = BA + AC.

Donde temos:
1 A
o (—a+ §b> =-aty (a+Db).

Isolando os vetores a, b temos entio:

A a A

Como a, b séo LI segue entédo que:

{ —a+1-4=0
A
2-2=0

Desse sistema obtemos entao:

& 3

Ou seja, G divide tanto o segmento AM; quanto o segmento BM, na razdo 2 paral. [
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Exemplo 1.27 Usando a mesma nomenclatura do exemplo anterior, prove que as trés medi-
anas do tridngulo A ABC tém um unico ponto comum, G, que divide as trés medianas AMj,
BMj, e CMj3 na razdo 2 para 1.

G € conhecido como baricentro do tridngulo.

Solucdo: Para mostrar a afirmacéo acima nos falta apenas provar que C, G e M3 sdo colin-
eares e que G divide CM3 na razéo 2 para 1. Desse modo, nos basta provar a igualdade:

22—

Mostremos entiao que a equacao
—
CC = BCM;

com incdgnita em  admite solugdo real.
Continuemos, como na resolucdo do exemplo anterior, denotando os vetores Ag e AC
. ? — ~
por a e b, respectivamente. Escrevamos CG e CM3 em funcao de a, b:

c?:ﬁ_ﬁzéa_gb,
c—m:m_ﬁ:%a_b.

Temos assim a seguinte equacao:

(3t)=s(z-2)

Isolando a, b temos:

a<%—§>+b<—§+ﬁ>=0

Como a,b sao LI:

Tal sistema admite uma solugao:

2
=3
Dessa forma temos que os pontos C, G e M3 sdo colineares e que G divide C M3 na razao
2 para 1. O
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Exemplo 1.28 Dado as retas r e s e um ponto O ndo pertencente as retas. Dadas duas retas t;
e 1y, que interceptam r e s nos pontos A, B, C, D conforme a figura abaixo. Mostre os segmentos
AB e CD sdo paralelos se e somente se

loA] _ loB]
lacl - |BD]]

t

Solucao:
- . — ? .
Como os pontos O, A, B ndo sdo colineares, os vetores u = OA e v = OB néo sao
paralelos e assim sdo LI. Como os segmentos AB, CD sio paralelos temos que

AB = ACD
Como C? é paralelo a CTZX temos que
0C = xu

De modo analogo temos que

OB = yv

E assim

CD = 0D — OC = yv — xu
Consequentemente

AB =v—u=A(yv—xu)
e logo

I-Ax)u+(Ay—1)v=20

Como os vetores u, v sdo LI, temos que
1-Ax=0
Ay—1=0
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elogox =y = 1.

E finalmente temos que

loA] _ loB]
lacl - |BD]]

Faremos agora a reciproca. Se

oAl _ [|OB]|
lAC| |IBD]|
entao
IAC][ _ [[BD]|
|OA[l - [|OBl|
e assim
loA| + [|AC]| _ [|OB][ +[|BD||
|0A]] |OBl|
_oc_op
OA OB
L loc| _ lob| _
e assim igualando a k, temos que 104l = TOB| — k

Como os segmentos OC e OA sdo paralelos temos que O? = k(ﬁ. De modo similar
temos que Cﬁ = k(ﬁ
E assim

AB = OA - OB
CD = OD - OC = k(OA — OB)

Consequentemente 0s vetores ﬁ e C—[S sdo paralelos.

Exemplo 1.29 Dado um paralelogramo ABCD. Seja | uma linha reta que intercepta AB, AC
—

e AD nos pontos By, Cy e D1 respectivamente. Prove que se zﬁl = Alzﬁ, ADy = Azzﬁ) e

ACi = )\31@ entdo:
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By

G
Dy

Solucdo: Assuma que zﬁ =a, zﬁ =be R = a—+b. Entao zﬁl = Ma, zﬁ)l = Abe
ACy = A3(a+b)
Como os trés pontos Ap, By e C; estdo na mesma reta entao:

B1C1 = kB1D; (1.20)
Mas B1C1 Rl — 1@ )\1 a + )\3b

—
e B]D] = AD1 — AB1 = —)\121 + /\zb
Substituindo as expressdes acima em [1.20, obtemos:

()\3 — )\1) a+ Asb = —kAja+ kAsb
Isolando a, b:
a()t3—)tl+k)\1)+b()L3—k)L2) =0

ElOgO)\3—)\1 —l—k)\l :0e)t3—k)\2 =0.
Da segunda equacao obtemos k = % Substituindo k na primeira equacéo e dividindo a

mesma por AjA3 segue

1 1 1

Az M Ay

Exercicios.

Ex. 2.11 — Sejam B um ponto no lado ON do paralelogramo AMNO e e C um ponto na
diagonal OM tais que

OB — ~ON

S|~

—
e C? —OM Prove que os pontos A, B e C estdo na mesma reta.
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Ex. 2.12 — Dado um paralelogramo MNPQ, seja A o ponto de interseccao das diagonais
e sejam B e C os pontos médios dos lados opostos MN e PQ. Prove que se os pontos A, B
e C estdo sobre a mesma reta entdo MNPQ é um trapézio (um trapézio € um quadrildtero
com dois lados paralelos).

Ex. 2.13 — Os pontos P e Q dividem os lados CA e CB de um triangulo AABC nas razoes
X Y

1-x"1—y

respectivamente. Prove que se Iﬁ = /\1@ entdiox =y = A.

Ex. 2.14 — As diagonais AC e BD de um quadrildtero ABCD se interceptam no ponto
P, que divide o segmento AC na raziio m : n e o segmento BD na razdo m’ : n’. Dado
Q o ponto de interseccdo das retas contendo os segmentos AC e BD. Encontre a razio

AQ:DQe BQ: CQ.
Q
C
D
i
A B

Ex. 2.15 — Chama-se diagonal de um paralelepipedo a um segmento ligando dois vértices

ndo pertencentes a uma mesma face. Demostre que as diagonais de um paralelepipedo
dividem-se mutuamente ao meio.
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Ex. 2.16 — Dado um triangulo AOAB, sejam C e D pontos sobre o lado AB dividindo
esse segmento em trés partes congruentes. Por B tracamos a reta paralela a OA, e sejam X
e Y a intersec¢do dessa reta com as retas ligando OC e OD respectivamente.

— —
a) Expresse os vetores OX e OY em funcdo de OA e O?

b) Determine as razoes nas quais X divide BY, C divide a OX e D divide a OY.

Ex. 2.17 — Num quadrildtero ABCD, o Q o ponto de interseccdo das diagonais AC e
BD se interceptam dividem as diagonais nas razoes % e % respectivamente. Em qual razao
divide o ponto P determinado pelas intersec¢édo os lados AB e CD a estes segmentos.

Ex. 2.18 — Dado o ponto médio da mediana AE do tridngulo AABC se a reta BD corta o

lado AC no ponto F, determine a razio que F divide AC
C

Ex. 2.19 — Dado um tridngulo AABC e [ um ponto interior ao tridngulo. Passando por I,
tracamos os segmentos PQ, RS, TU paralelos respectivamente a AB, BC e CA respectiva-
mente. (Com os pontos P,S em AC, T,Q em BC e U, R em AB. Demonstre que

IPQIl, IRSI  [[TUll _
[AB[ ~ [IBC| ~ [lcA]
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1.3 BASES

Dizemos que um conjunto de vetores {v;}, ; , gera o espaco (um dado plano) se qual-

quer vetor w do espacgo (do plano) puder ser escrito como combinacdo linear dos vetores

{vitici, 0
n
W = Z /\ivi
i=1
Definicdo 1.30 Uma base para o espaco (um dado plano) é um conjunto ordenado de

vetores {v;} linearmente independentes e que geram o espago (o plano).

Intimamente relacionado ao conceito de base estd o conceito de dimensdo de um plano/espaco.
A dimensao serad definida como o nimero de vetores numa base, ou seja, o nimero de ve-

tores independentes a partir do qual podemos obter todos os outros.

Proposic¢iio 1.31 Dados um vetor f € V? e dois vetores ndo nulos e ndo paralelos e; e e, de

V2 temos que existem m e n € R tais que:
f = me; + ney,

ou seja, dois vetores ndo paralelos de V? geram V2.

f meq

O e ney

Figura 1.22: Dois vetores ndo paralelos geram o plano

Demonstracdo: Considere um ponto arbitrario O do espaco. Primeiramente observe que
f é paralelo ao plano determinado pelo ponto O e pelos vetores u, v.

Considere o representante de f que comeca no ponto O e termina em P, i.e., seja f = Cﬁ
Considere a reta paralela a u que passa pelo ponto P e a reta paralela a v que passa por O.
Essas retas se encontram num ponto K (Por qué?). E facil ver, entfo, que f = O? + ﬁ

Como ﬁ é paralelo a u, tal vetor é um escalar vezes u, ou seja, ﬁ = A;u. De maneira
andloga & = Apv. Desta forma temos:

f= /\11.1 + /\2V.
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Proposicao 1.32 Quaisquer dois vetores ndo nulos e ndo paralelos e] e e, sdo linearmente
independentes.

Demonstracido: Suponha e; e e; linearmente dependentes.

Dai, por definicdo temos e; = Ae; ou e; = fe;. Donde, pelo Coroldrio [1.5] temos que e;
e e, sdo paralelos, o que contradiz nossas hipoteses.

Logo e; e e; sdo linearmente independentes. O

Teorema 1.33 [da base para planos]Qualquer vetor f € V? pode ser escrito de maneira
tinica como combinagdo linear de dois vetores ndo nulos e ndo paralelos e; e e, de V2, isto é:

f = mey + ney

com m e n € R tnicos. Ou seja, dois vetores ndo nulos e ndo paralelos de V? formam uma
base para V2.

Demonstracao: Consequéncia imediata das Proposicoes[1.31] [1.2Tle[1.32 O

Corolario 1.34 Toda base para o plano tem exatamente dois vetores. Ou seja, o plano tem
dimensdo 2.

Proposicdo 1.35 Dados f, um vetor qualquer de V3, e ey, es, e3 trés vetores ndo nulos, ndo
paralelos entre si e ndo paralelos ao mesmo plano, temos que existem I, m,n € R tais que:

f=1le + mey+ nes.

P
f nes
e
e leg
? .......
€ im
O? ;‘:; 92
Vi

Figura 1.23: Trés vetores ndo coplanares geram espaco

Demonstraciao: A demonstracdo é analoga a da Proposicéo [1.31]

Comecamos escolhendo representantes dos vetores f,u, v, w que come¢am no ponto O
(veja a figura[1.23). Seja entdo a reta paralela a w passando por P. Essa reta intercepta o
plano determinado por u, v no ponto K.
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O vetor OZ estando no mesmo plano que u, v, pode ser escrito como combinacdo linear
desses vetores:

O? =lu+mv
O vetor ﬁ é paralelo a w, i.e, I@ = nw. Finalmente como O? = O? + I@ temos que:
f=Iu+mv+nw.

0

Proposicao 1.36 Quaisquer trés vetores e1, e;, e3 ndo coplanares sdo linearmente indepen-
dentes.

Demonstracdo: Suponha que eq, e, e3 sdo LD. Temos entdo que um dos vetores é combi-
nacao linear dos demais.

Suponha, sem perda de generalidade, que e; = Ae; + fes;. Segue que o vetor e; é par-
alelo ao plano determinado pelo ponto O e pelos vetores e, e e; (Por qué?). Donde temos
que os vetores e, e, 3 seriam coplanares. O

Teorema 1.37 [Base para o Espago]No espaco tridimensional, sejam ey, e, e3 trés vetores
ndo nulos, ndo paralelos entre si e ndo paralelos ao mesmo plano. Entdo qualquer vetor f no
espago pode ser escrito como combinagdo linear tinica de eq, e, €3, isto é:

f=le; +mey + nej

com I,m,n € R. Ou seja, trés vetores ndo nulos, ndo paralelos entre si e ndo paralelos ao
mesmo plano formam uma base para V?

Demonstracio: Segue diretamente das Proposi¢oes[1.35] .21 e O

Corolario 1.38 Toda base para o espaco tem exatamente trés vetores. Ou seja, o espago tem
dimensdo 3.

Uma vez provados esses resultados demonstremos o teorema de caracterizacdo geométrica
da dependéncia e independéncia linear, que apresentamos na secdo anterior:

Teorema 1.39 (Caracterizacdo Geométrica da Dependéncia e Independéncia Linear)
Para vetores em V2 e V3 temos:

1. Um vetor v € linearmente dependente se e somente se v = 0.

2. Dois vetores u, v sdo linearmente dependentes se e somente se u e v sdo paralelos.

39



3. Trés vetores u, v, w sdo linearmente dependentes se e somente se u, v e w sdo coplanares.

4. Quatro ou mais vetores sdo sempre linearmente dependentes.

Demonstracdo: 1. Imediato da Definicdo[T.18l

40

2. Se u é paralelo a v. Pelo Corolério[I.5] ou u = Avou v = 6u (A, 6 € R). Logo, como

um dos vetores € necessariamente combinacao linear do outro, segue que u,v sdo
LD.

A reciproca ¢ a negativa ldgica da Proposicéo [1.32}

. Se trés vetores u, v, w sdo coplanares temos dois casos a considerar ou u, v sdo par-

alelos, ou u, v ndo sio paralelos.

Se u, v sdo paralelos, pela argumentacdo acima, um dos vetores é combinacao linear
do outro. Suponha, sem perda de generalidade, que u = Av. Temos entdo que:

u= Av + 0w.

Logo u é combinagdo linear dos demais vetores e, portanto, u, v, w sdo LD.

Se u, v, w sdo coplanares e u, v ndo sdo paralelos, pelo Teorema [1.33]temos que
W = Au + Ay,

para A1, A, € R. Assim, os vetores u, v, w sdo LD.

A reciproca segue da Proposicio

. Considere n vetores vq,Vy,...,Vy, com n > 4. Duas coisas podem ocorrer: ou os

V1, V2, V3 sd0 coplanares ou ndo o sdo.

Se vy, va, v3 sd0 coplanares, um dos vetores é combinacdo linear dos demais. Suponha
vi = Avp + Ovs. Segue que:

n
vi = Avy + Ovs + ZOVZ'.
i=4
Logo vi,Vy,..., vy sdo LD.

Caso vy, vy, v3 ndo sejam coplanares, pelo Teorema [1.37]
V4 = /\1V1 -+ /\2V2 -+ /\3V3,

para Aq, Ay, A3 € R. Dai temos:

n
vy = AMvy+ Aava + Agva + ) Ov;.
i=5

Logo, v1,V3,..., vy sd0 LD.



Exercicios.

Ex. 3.1 — Mostre que os vetores u, v, w sdo coplanares se, e somente se, um deles é com-

binacdo linear dos outros dois.

Ex. 3.2 — Prove que se o conjunto de vetores {u,v} é uma base para o plano, entdo o
conjunto {u + v,u — v} também é uma base para o plano.

Ex. 3.3 — Prove que se o conjunto de vetores {u, v, w} formam uma base para o espaco,
entdo o conjunto {u + v,u — v, w — 2u} também formam uma base para o espaco.

Ex. 3.4 — Dado um tetraedro ABCD explique por que os vetores zﬁ, R,zﬁ formam

uma base para o espago.
Ex. 3.5 — Descreva uma base para os planos xy, yz e xz.

Ex. 3.6 — Descreva uma base diferente da anterior para os planos xy, yz e xz.

1.4 SOMA DE PONTO COM VETOR

Dado um ponto P e um vetor Kl podemos definir a soma de ponto
com vetor do seguinte modo.

Seja um representante de Kl que comeca em P e seja Q o ponto Q
final desse representante. Definimos entdo: v

P+v:=0

Ou seja, a soma do ponto com o vetor v nos retorna a translacio
do ponto P ao ser transportado pela dire¢do, sentido e compri-
mento de v.

Podemos reescrever a definicdo de soma de ponto com vetor de outra forma: diremos
que P + v = Q se e somente se lﬁ =v.
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Se escolhermos um ponto fixo no espaco O que chamaremos de origem, cada ponto P
do espaco (ou plano) pode ser escrito como

P=0+0D
Nesse caso o vetor (ﬁ ¢ dito vetor posicao de P.
Proposicdao 1.40 A soma de ponto com vetor tem as seguintes propriedades:
1. P+O=rP

2. P+u=P+vseesomenteseu—=v

w

(P+u)+v=P+ (u+v)
4. (P+u)—u=">P

. P+PO=0Q

9)]

Demonstracdo: Faremos a demonstracdo dos trés primeiras propriedades e deixaremos as
outras como exercicio ao leitor.

1. E imediata pois ﬁ =0

2. SeP+u=P+v,sejaQ =P+ u,entdou = lﬁ = v e assim u = v. A reciproca é
imediata.

3.S¢jaQ; =P+u,Q;=Q1+ve Qs =P+ (u+v). Para demonstrar que (P + u) +
v = P + (u + v) basta mostrarmos que Q, = Qs.

—
Por definicdo Q; = P + u implica que u = PQ;. De modo andlogo, Q, = Q + v,
— —
implica que v = Q1Q> e Q3 = P + (u + v) implica que (u +v) = PQj3.

Logo
PQs = (u+v) = PO + 010 (1.21)
. 70, = P, (1.22)
= Qi =Q (1.23)
O

Exemplo 1.41 Dado AABC um tridngulo e P um ponto sobre BC. Se Q = P + ﬁ + ﬁ +
ﬁ demonstre que ABQC é um paralelogramo e assim Q ndo depende da escolha de P.
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A B

Solucdo: Como Q = P + AD + PB + PC entio

PO = AP+ PB + PC
e logo

AG— A= AP+ 4B A+ AC - AP
e logo

Ty I

E assim (ﬁ = 1@ — R = 1@ De modo andlogo podemos provar que Eﬁ = R e
assim ABQC é um paralelogramo.

O

Exemplo 1.42 Dado um tridngulo AABC e O um ponto qualquer. Entdo o baricentro G do
tridangulo AABC ¢é dado por:

| OA+0B+0C
3

pe—

Solucéo:
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Seja

P=0+

OA + 0B + 0C
; .

ComoO?:O—>A+1@e(f20—>A+R,temosque:

+ﬁ+(ﬁ+ﬁ+(ﬁ+?&
3

que simplificando fica:

P=0+0A+

. AB+AC
3

Ecomo A =0+ OZ, a expressdo anterior é equivalente a:

| AB+AC

P=A
3

E%KE

No exercicio [I.27] ja provamos que Aé = ou na forma de soma de ponto com

vetor que:

AB+AC
3

G=A+

E assim temos que G = P, ou seja, demonstramos que:

H
G:O+OA+2§Mf

Exercicios.

Ex. 4.1 — Prove que:
a) (P+u)—u="P
b) P+ u=Q+ventiou =PQ+v
c) P+ lﬁ =Q

Ex. 4.2 — Prove que as diagonais de um paralelogramo se dividem mutualmente ao meio.

_>
Ex. 4.3 — Sendo A e B dois pontos, mostrar que 1@ +BA=0
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Ex. 4.4 — Dados A, B dois pontos distintos e A um numero real, Determine vetorialmente
o ponto M no segmento AB tal que ||[AM| = AMB.

Ex. 4.5 — Seja ABCD um quadrildtero. Se E é o ponto médio do lado AB e F é o ponto
médio do lado oposto DC, prove que ﬁ = % (zﬁ + lﬁ)

Ex. 4.6 — Seja G o baricentro (ou seja o ponto de encontro das medianas) do triangulo
ABC. Prove que GA+ GB+ GC = 0.

Ex. 4.7 — Prove que o segmento que une os pontos médios dos lados ndo paralelos de um
trapézio é paralelo as bases, e sua medida € a semi-soma das medidas das bases.

Ex. 4.8 — Prove que existe um unico ponto comum as bissetrizes internas de um tridngulo
e que esse ponto, conhecido como incentro do tridngulo é interior a ele.

Ex. 4.9 — Dado ABCD um tetraedro, seja M o ponto de encontro das medianas do trian-
— —
gulo ABC. Exprima o vetor DM em funcéo dos vetores D A, lﬁ e IY

Ex. 4.10 — Prove que se os pontos A, B, C formam um triangulo equildtero entdo os pon-
tos A+ v, B+ v,C + v formam um tridngulo equildtero para qualquer v.

Ex. 4.11 — Dado ABCD um quadrildtero, e O um ponto qualquer e seja P o ponto médio
do segmento que une os pontos médios das diagonais AC e BD. Prove que

P:O+}I(O7+Cﬁ+cf+o7>)

Ex. 4.12 — Demostre que o baricentro de um tridngulo, é também o baricentro do tridn-
gulo cujos vértices sdo pontos que dividem os lados do primeiro na mesma razao.

—
Ex. 4.13 — Mostre que dados os vetores mOA e n(ﬁ, sua soma € igual a (n + m)(ﬁ’,
——
sendo P o ponto de intersec¢do do segmento AB com a reta OR, onde R = O + mOA +

nOB.
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Ex. 4.14 — Dado O o circuncentro e H o ortocentro de um triangulo AABC, mostre que:

a) OA+OB+0C—=0H
b) HA+ HB+ HC = 2HO

1.5 EXERCICIOS COMPLEMENTARES

Exercicios.

Ex. 5.1 — O objetivo desse exercicio é definir formalmente quando dois segmentos orien-
tados possuem o mesmo sentido. Dados dois segmentos orientados de reta e paralelos AB
e CD. Dizemos que esses segmentos possuem o mesmo sentido se os segmentos AC e BD
ndo se intersectam. Segmentos que ndo possuem o mesmo sentido sdo ditos de sentidos
Opostos
a) Mostre que se os segmentos AB e CD possuem o mesmo sentido e CD e EF possuem
o mesmo sentido entdo AB e EF possuem o mesmo sentido.
b) Mostre que se os segmentos AB e CD possuem sentido opostos e CD e EF possuem
sentidos opostos entdo AB e EF possuem o mesmo sentido.

— — -
Ex. 5.2 — Prove que se lﬁ = P'Q’ entdo PP’ = QQ'.

Ex. 5.3 — Dado um tridngulo ABC e sejam D, E e F os pontos médios dos lados BC, CA
e AB respectivamente. Mostre que

AD+DE+CF=0
Ex. 5.4 — Mostre que zﬁ + @ + ZEK e %R sdo colineares;
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Ex. 5.5 — Dado um paralelogramo ABCD e sejam K, L os pontos médios dos lados BC e
CD. Escreva o vetor BC como combinacéo de a = R eb= ﬁ
C L D

Ex. 5.6 — Mostre que as alturas de um triangulo AABC de angulos «, 8, y se interceptam
num unico ponto, denominado ortocentro cujo vetor posicao é:

tgaa + tg b + tgyc
tga +tgp+tgy

Ex. 5.7 — Mostre que a bissetriz de um tridngulo AABC se interceptam num tnico ponto,
denominado circuncentro cujo vetor posicdo é:

sen2xa + sen2fBb + sen2yc
sen2x + sen2p + sen 2y

Ex. 5.8 — Num plano sdo dados dois triangulos AABC e ACDE. Sejam G, H, I os pon-
tos médios dos segmentos AC, BD e CE respectivamente. Mostre que os baricentros dos
triangulos AABC ADEF e AGHI sao colineares.

G

b

Ex. 5.9 — Mostre que para vetores ndo colineares a e b a igualdade:
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mia + n1b = moa + nyb

equivale ao sistema de igualdades

Ex. 5.10 — Dado um paralelogramo ABCD e sejam E e F pontos nos lados BC e CD de

modo que

BF DE

IBFI _, IDEN _

[FC| [EC]|
sendo p, A numeros reais positivos. Os segmentos FD e AE se intersectam no ponto O.
Determine %.
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VETORES EM COORDENADAS

No primeiro capitulo estudamos vetores de um ponto de vista totalmente geométrico. Ape-
sar de uteis as definicoes geométricas acabam perdendo um pouco de seu poder quando
nos deparamos com problemas mais complexos. Por isso € necessdrio que tenhamos em
maos uma representacdo algébrica, ndo apenas de vetores, mas de todo o espaco Euclid-
iano. E essa representacio que nos permitira fazer calculos mais finos e assim facilitar o
estudo de resultados mais complexos.

Os primeiros passos no sentido de encontrar tais representacoes ja foram dados no capi-
tulo anterior, ao estudarmos o conceito de base. Neste capitulo daremos continuidade a
estas ideias e veremos como utilizar as propriedades geométricas estudadas até agora para
encontrar representacoes algébricas ndo apenas para vetores, mas também para os pontos
do espaco Euclidiano. Tais representacOes serdo chamadas de sistemas de coordenadas, e
serdo o foco principal deste capitulo.

Mais precisamente, definimos sistema de coordenadas como uma identificacdo con-
tinua do plano (espaco) euclideano com uma regifio de R? (IR®) que nos permita localizar
pontos através de pares (triplas) de nimeros reais.

Vejamos, por exemplo, como podemos relacionar vetores e pontos no espaco de modo a
obter um sistema de coordenadas.

Se considerarmos B = (ey, e, e3) uma base de V?, pelo

teorema da base para o espago, temos que qualquer vetor P
v pode ser representado como:
v /\3e3
e
v = A1e1 + Ares + Azes, e Aey
? S
onde os coeficientes Aq, Ay, A3 sdo Unicos. €2 6? Azez
Tal igualdade nos permite construir a seguinte bijecdo *K

entre V3 e R3:

112W3—>R3

v i—> (A1, A2, A3)

Lembramos ao leitor que bijecdo é uma funcdo que identifica univocamente os elemen-
tos do dominio com os do contra-dominio. Mais precisamente uma func¢éo bijetora é uma
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aplicacdo simultaneamente injetora, isto é, que leva elementos distintos do dominio em
elementos distintos da imagem, e sobrejetora, ou seja, tal que todo elemento do contra
dominio € imagem de algum elemento do dominio.

Devido existéncia da bijecdo descrita acima, definimos a seguinte notacgéo:

V. (/\1,/\2,)\3)3.

Chamamos (A1, A, A3) de coordenadas do vetor v na base B.

Considere agora o espaco Euclidiano (IE3). O primeiro passo necessério para encontrar-
mos um sistema de coordenadas é “localizar” os pontos no espaco. Observe que para isso
ndo basta uma base de vetores, pois, como ja dissemos anteriormente, vetores ndo sao lo-
calizados no espaco. Assim torna-se necessdria a escolha de um ponto qualquer para nos
servir de referéncia. Fixemos entdo um ponto O € E3 a que chamaremos de origem do
sistema de coordenadas. A partir de tal ponto as posicdes de todos os pontos de [E serdio
determinadas.

Observe que, fixado O, um ponto P qualquer em [E3 pode ser escrito como P = O + Cﬁ‘
Tal igualdade nos permite identificar univocamente pontos de E> com vetores de V°:

Iy 1E3 — V3
P+ O?
Chamamos assim cﬁv de vetor posicao de P.

Tomando a composta ¢ := 11 o 1, obtemos uma bijecfio entre os pontos de [E3 e os elemen-
tos de IR3: a cada ponto P podemos associar a tripla (A1, A2, A3).

2.1 SISTEMAS DE COORDENADAS

Motivado pelo exposto acima, definimos um sistema vetorial de coordenadas no espaco
Y. como o conjunto formado por uma base de vetores B = (e, ey, e3) e um ponto O,
chamado de origem do sistema de coordenadas. Denotaremos o sistema de coordenadas

por
> =(0,B).

A bijeciio entre [E3 e IR® dada por ¢ devido & ¥ nos permite definir a seguinte notaco:
P: (A1, A2, A3)x,

onde (A1, Az, A3) sdo as coordenadas do vetor posicdo Cﬁ’ na base B. Chamamos, nesse
caso, (A1, A2, A3) de coordenadas do ponto P no sistema de coordenadas .
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Observacao 2.1 Fixado um sistema de coordenadas %, é usual representar as coordenadas
de um vetor v na base B associada a ¥. também por (A1, Az, A2)s.

Muitas vezes quando o sistema de coordenadas % e a base B estdo claros pelo contexto é
comum, também, denotar tanto o ponto P quanto seu vetor posicdo &}3 indistintamente por
suas coordenadas: (A1, A2, A3) (sem indicar os sub-indices X ou I3). Nesse caso cabe ao leitor

entender pelo contexto a quem se referem as coordenadas descritas, a um ponto ou a um vetor.

Finalmente, verifique que podemos de forma totalmente andloga a descrita acima iden-
tificar pontos do plano euclideano IE? com vetores de V2 e com elementos de IR?. Para isso
tudo que precisamos é de um sistema de coordenadas %~ = (O, ) onde B é uma base de
V2, ou seja, um conjunto formado por dois vetores linearmente independentes.

No que se segue apresentaremos os resultados apenas para V2, deixando implicita sua
validade em V2.

Se i, j e k forem trés vetores ortonormais, ou seja, ortogonais dois a dois e de norma
1, entdo o sistema de coordenadas %~ = (O, ) onde B = (i, j, k) é chamado de sistema
cartesiano de coordenadas. Daqui em diante as letras i, j e k sempre denotardo vetores
ortonormais.

Um sistema de coordenadas cujos vetores ndo sdo ortogonais é dito sistema de coor-
denadas obliquo.

e3
O ) —>
N
Figura 2.1: Sistema Figura 2.2: Sistema
de Coordenadas de Coordenadas
Ortonormais Obliquo

Exemplo 2.2 Dado um retdngulo ABCD conforme a figura abaixo, vamos encontrar as coor-
denadas dos pontos A, B, C, D e dos vetores Eﬁ e R nos seguintes sistemas de coordenadas:

1. 21 = (A,Bl) onde Bl = (el,ez).

2. 22 = (B,Bz) onde Bz = (e3, %el).
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Solucdo: (1) Vamos primeiro escrever as coordenadas de A, B,C, D no sistema X;. Para
. -— 4[5 . . 1.

isso devemos escrever os vetores AA, ﬁ,ﬁ e AD como combinacio linear de e; e e;.
Por definicao

1@ = e € ﬁ = €n.
Temos também que
R =e1t+ep

- - . .
e que AA, sendo o vetor nulo, é igual a Oe; + Oe,. Assim as coordenadas sdo

7

: (0,0
: (1,0
(1,1
: (0,1

O N0 = »

Para encontrar as coordenadas dos vetores ﬁ e R basta observar que
Eﬁ: —e1t+e e R:eﬁ—ez,
e portanto temos
BD: (~1,1)g,
AC: (1,1)g,

(2) Vamos agora escrever as coordenadas dos pontos A, B, C, D no sistema ¥, = (B, (e3, %el )) .

= . ~
Para tanto devemos escrever os vetores BA, @, E@ e ﬁ como combinacéo de f; e f;
sendo f; = ez e f, = Le.
Observe que

- 1
BA = —e] = -2 <§e1> = —2f2,

E@ = 0f; + 0f, (vetor nulo),
B% =e) = —e3+e = —1f; +2f,
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ﬁ:e3—2e1:f1—4f2.

E assim as coordenadas dos pontos sdo

O 0O wm >
|
S
g

Calculando as coordenadas dos vetores ﬁ e R, usando que e, = e3 — e obtemos que

BT>):—e1—|—e2:e3—2e1:f1—4f2

R:e3:f1/

e portanto vale
BD: (1,-4)y,
AC: (1,0)s,.

Exercicios.

Ex. 1.1 — Dado o hexdgono regular ABCDEF de centro O, conforme a figura abaixo:
D

A B

Determine as coordenadas dos pontos O, A, B,C, D, E e F nos seguintes sistemas de coor-
denadas:

a) (O; (%,(f))
b) (0;0C,0F)
c) (B; B%,ﬁ)
d) (B; B%,ﬁ)
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Ex. 1.2 — Encontre as coordenadas dos seguintes vetores nos sistemas de coordenadas do
exercicio anterior:

a)@
b) BD
C)R
d) BE

Ex. 1.3 — Dado o paralelogramo retangulo ABCDEFGH abaixo. Sejam e; = 1@, e =
R, €3 = AF, €4 = AE.
D C

61:1@
€3 GQZE
€2 83:@

A €1 B
Determine as coordenadas dos pontos A,B,C,D,E,F,G e H nos seguintes sistemas de
coordenadas:

a) (Aei;ees)
b) (A ez eq;e3)
c) (A;eq e e3)
d) (H;eq; ez e3)
e) (G, — e3,2e1,3e3)
£ (A e 52 ze3)

—
Ex. 1.4 — Determine as coordenadas dos vetores 1@, R, ﬁ, ﬁ, ﬁ , 1@, EH nos seguintes
sistemas de coordenadas:

a) (A;eq;exes)

b) (A ez eq;e3)
c) (H;ey;ep;es)
d) (H;ep e e3)
e) (G;—es; 5eq;3e3)
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2.1.1 Operacdes Vetoriais em Coordenadas

Agora que sabemos como representar vetores e pontos em coordenadas precisamos saber
como operar com estas representacoes. A proposicdo abaixo nos diz como as operacdes com
pontos e vetores vistas no capitulo anterior podem ser traduzidas para a representagdo que
acabamos de apresentar.

Proposicdo 2.3 Seu: (a1,az,a3)y, V: (b1,b2,b3)5 e P : (p1, p2, p3)y, entdo:
1. u+v:(a;+by,a+bya3+b3)y
2. Au: (Aay, Aay, Aaz)y,
3. PH+u:(ay+p1,a+p2,a3+p3)y

Demonstracao:

1. Dado um sistema de coordenadas ¥ = (B,0), onde B = (e, ez,e3), como u :
(a1,a2,a3)5 e v : (by, by, b3)y, por definicdo temos que:

u = aje; +axex + azes
v = bie;+brey + bses
E logo
u+v = aje;+arer +azes+ bie; + brer + bses

= =(a1+Db1)er+ (ax+br)ex+ (a3 + bz)es
E desta forma as coordenadas de u + v no sistema de coordenadas X sdo
u+v:(a;+by,a;+ by, as+ bs)
2. Como u : (a1,a2,a3)y, por definicdo temos que:

u = aje;+azey +azez

Desta forma temos que

Au = A (a1e1 + arer + €l333) (2.1
= Aaje; + Aazer + Aazes (2.2)

E consequentemente:
Au : (Aag, Aag, Aas)
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3. Fica como exercicio para o leitor.
O

Considere fixado um sistema de coordenadas ¥. = (B3,0). Observadas as opera¢oes com
pontos e vetores em coordenadas, uma pergunta que resta ser respondida é: dados os
pontos A : (a1,a,a3) e B : (by, by, b3), como podemos encontrar as coordenadas do vetor
AB?

Observe que, pela definicdo de subtracdo de vetores, vale que 1@ = Cﬁ — (ﬁ Entao,
como OA = aje1 + azep + azez e OB = byeq + brey + bzes, temos:

AB = (b1 —a1)ey + (by —az)ex + (b3 —az)e3
1@ = (bl — al,bz — az,b3 — a3)

Tal igualdade d4 origem a notacdo de Grassmann que diz:

ABL = B— A.

Observe que a igualdade acima é, no entanto, apenas uma nota¢do ja que em nenhum
momento foi definida soma ou subtracido de pontos.

Exemplo 2.4 Dados os pontos A : (1,3,2), B: (1,1,1) e C : (1,1,0) determine as coorde-
nadas

1. dos vetores zﬁ, E?
2. do vetor 1@ + %E@

3. do ponto C + %1@

Solucao:
1.
AB:(1-1,1-3,1-2) = (0,—2,—1)
BC:(1-1,1-1,0—1) = (0,0,—1)
2.
AB + %% —(0,-2,~1) + %(o,o,—1) —(0,-2,—-1— %) - (o,—z,—g)
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C+3AB=(1L1,0)+5(0,-2,-1) = (1,0, 1)

Exemplo 2.5 Achar o ponto médio M = (mq, my, m3) de um segmento com ponto inicial A =
(a1,a2,a3) e B = (by, by, bs), num sistema de coordenadas ¥. = (B,0), onde B = (e1, ez, €3).

—
Solucdo: Primeiro vemos que 1@ = 2AM jé que possuem o mesmo sentido e Hzﬁ H é duas
—
vezes HAMH
Assim

(bl - al)el + (bz — 02)32 + (b3 — 63)e3 = 2(1711 — al)el + 2(7712 = az)EZ —|—2(7713 — El3)e3

o que implica que
bi —a; =2(m; — a;),

para todo i € {1,2,3}. Logo

para todo i, e

) bi+a by+ay bs+a;
M.( o bt i)

O

De posse da representacgdo dos vetores em coordenadas podemos agora fornecer critérios
para a dependéncia e a independéncia linear de vetores:

Teorema 2.6 Os vetores u : (ay,az,a3), v : (b1, by, b3) e w: (c1,¢2,c3) sdo LI se e somente se

ay 4az as
bl bz b3 7é 0
1 €2 C3

Demonstracao: Os vetores u, v, w sdo LI se o sistema:
xu+yv+zw =0 (2.3)

Tiver somente a solugdo trivial x =y =z =0
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Em coordenadas podemos expressar a equagao [2.4] como:

x (a1,az,a3) +y (b1, bo,b3) +z(c1,c2,¢3) =0 (2.4)
E logo teremos o sistema:
mx+biy+cz=0
ayx + by +cz =0
a3x + b3y +c3z =0

Pela regra de Cramer (ver Apéndice[C pdg.[C.3]) o sistema anterior tem solugdo tnica se
e somente se

ay 4z as
by b, bz | #0
1 €2 C3

Exemplo 2.7 Considere fixada uma base de vetores B = (e1, ez, e3). Sejam f; = (1,1,1)p,
f, = (1,0,1)g e f3 = (0,—1,1).

1. Mostre que C = (fy,f2,f3) é uma base de V3.

2. Encontre as coordenadas do vetor u = (1,2,3)¢ na base B.

3. Encontre as coordenadas do vetor v = (1,2,3)3 na base C.
Solucao:

1. Pelo teorema da base, basta mostrarmos que fy, f, e f3 sdo LI

Como:
1 1 1
1 0 1|=-1#0,
0 -1 1

pelo Teorema [2.6] temos que, de fato, fq, f; e f3 sdo LI

u=(1,2,3)c = 1f; + 2f» + 3f; =
=1(1,1,1)5 +2(1,0,1)5 + 3(0, —1,1) 3 = (3, —2,6)3.
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3. Antes de escrevermos v na base C precisamos obter as coordenadas dos vetores eq,
e, e e3 na base C:

;

f1 = 131 + 192 + 193
f» = 1le; +0ey + les
fs =0e; —1ley + les

fi1 =1le;+1ley+1les
f1 — fz = 0e1 + 192 + 093
f3 + (fl — fz) = 0e1 + 092 + 193

f1 — (fl — fz) — [f3 + (f] — fz)] = 131 + Oez + 093
fi —f, =0eq;+1ley + Oes
f3 + (fl — fz) = 091 + Oez + 1e3

Donde temos:

e = 1f1 + 2f2 - 1f3 = (1,2, _1)6'
€ = 1f1 — 1f2 +0f3 = (1,—1, O)C
ey = 1f1 — 1f2 + 1f3 = (1,—1,1)@

Finalmente:

vV = (1,2,3)3 =leq +2e; + 3e3 =
—1(1,2,—1)¢ +2(1,-1,0)¢ +3(1,—1,1)¢ = (6,-3,2)c.

Observacao 2.8 Mais detalhes sobre mudanca de base podem ser encontrados no Capi-
tulo[12

Exemplo 2.9 Determine m de modo que os vetores u, v e w sejam LD, onde:

v=(1m+1m+2) w=(1,0m) k=(0,23)
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Solucdo: Para que os vetores sejam LD, pelo teorema (2.6l o seguinte determinante deve se
anular:

1 14+4m 2+4+m
1 0 m =0
0 2 3

Calculando o determinante temos que:

1 14+4m 2+4+m
1 0 m =1-3m
0 2 3

E assim queremos determinar os valores de m para os quas 1 —3m = 0 e assim m =
O

1
3

Exercicios.

Ex. 1.5 — Os pontos médios dos lados de um tridngulo séo (2,5), (4,2) e (1,1). Determine
as coordenadas dos trés vértices.

Ex. 1.6 — Dados dois pontos P : (x1,¥1,21) € Q : (x2,12,22), encontre a coordenada do
ponto R, que se encontra sobre o segmento ligando os pontos P e Q e tal d(R,Q) =
Ad(R, P).

Ex. 1.7 — Prove utilizando coordenada que o segmento de reta que une os pontos médios
das laterais de um trapézio é paralelo as bases e sua medida é a média aritmética das
medidas das bases.

Ex. 1.8 — Prove que se u : (a1,42,a3)y € P : (p1,p2, p3)y, €ntdo:

P+u: (a; +p1,a2 + p2,83+ p3)y

Ex. 1.9 — Determine quais dos conjuntos abaixo sdo L.I.
a) {(1,-1,2),(1,1,0),(1,-1,1)}
b) {(1,-1,1),(-1,21),(-1,2,2)}

60



o {(1,0,1),(0,0,1),(2,0,5)}
Ex. 1.10 — Exprima o vetor w : (1,1) como combinagdo lineardeu: (2,—1)ev: (1,-1).

Ex. 1.11 — Sejamu = (2,1) e B = (1,3). Mostre que todo vetor (c1, c2) pode ser expresso
como combinacdo linear de u, v

Ex. 1.12 — Sejamu = (1,1,1),v=(0,1,1) e w = (1,1,0) vetores no espaco.
a) encontre as componentes de um vetor z = (a,b, c) na base formada por u, v, w.

b) Mostre que se z = 0 entdo as componentes de z na base formada por u,v, w séo
todas iguais a zero.

c) encontre as componentes de um vetor z = (1,2,3) na base formada por u, v, e w.

Ex. 1.13 — Mostre que dois vetores ndo nulos u : (a1,a,a3) e v : (b1, b, b3) sdo LD se e
somente se existe A tal que:

(a1,a2,a3) = (Aby, Aby, Ab3)

Utilize esse critério para decidir se os vetores abaixo sdo LI ou LD:
a) u=(1,273) v=(4,5,6)
b) u=(1,0,3) v=(-20-6)
O u=(125 v=(41})

Ex. 1.14 — Utilizando o exercicio anterior, mostre que dois vetores ndo nulos u : (a1, az,a3)

e v: (by, by, b3) sdo LI se e somente se ao menos um dos determinantes

a ap
by b

ay 4as
b, bs

ay as
by b3

7

¢ ndo nulo.
Ex. 1.15 — Determine m,n de modo que os vetores u, v sejam LD, onde:

a) v=(A,mn+1)w=(m,n,2)
b) v=(1,m—1m)w = (m,n,4)
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EX. 1.16 — Sejam u : (m, —1,m?>+1) e v : (m*+1,m,0) e w : (m,1,1). Mostre que os
vetores u, v e w formam uma base para o espaco independentemente do valor de .

Ex. 1.17 — Dado (ey, ey, e3) uma base. Determine condi¢des necessarias e suficientes so-
bre a,b de modo que os vetores (u, v, w) sejam LI, com u, v, w dados por:

a) u=e; —ey,v=e;t+e +e;,w=ae +be +e3

b) u=e; —ex+e3 v=e+e+3e;,w=ae; +bey, + (b*>+2a)e;

Ex. 1.18 — Dado um tetraedro ABCD, Determine a coordenadas dos pontos médios dos
lados AB,CD, BD, BC no sistema de coordenadas determinado pelo ponto A e pela base

{zﬁ, R, zﬁ} (compare com o exemplo[3.4]

2.2 BASES ORTONORMAIS E COORDENADAS CARTESIANAS

Vamos agora explorar algumas das vantagens de se trabalhar
com as chamadas bases ortonormais ou, mais geralmente, com eixoy

sistemas de coordenadas cartesianas. P:(xy)

Lembrando, uma base é dita ortonormal se seus vetores sdo
unitarios (possuem norma 1) e perpendiculares dois a dois. Um i
sistema de coordenadas formado por uma base ortonormal é
chamado de sistemas de coordenadas cartesianas. A partir deste

ponto vamos fixar notagdo e utilizar (i,j) para denotar uma base

ortonormal para o plano, e (i,j, k) para o espaco.

Seja B = (i,j) uma base ortonormal para V2, O um ponto
no plano e ¥ = (B,0) o sistema de coordenadas cartesianas determinado por eles. Dado
agora um ponto P no plano considere o vetor r = (ﬁ' e sua representa¢do no sistema X
dada por r: (x,y), ou seja:

r = xi+yj.
Como a base considerada é ortonormal, segue diretamente do Teorema de Pitagoras que
2 .12 .12
Iel? = Jlil +
2 11s112 2 (1s12
= 2 [i2+ 2 [l
= ¥+~
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Assim, se denotarmos por r o tamanho do vetor r temos que

r= /x> +y%

A mesma ideia pode ser levada para o espaco, onde obte-
mos que se r = xi + yj + zk, entdo

r=|t]| = /x> +y> + 22

Voltemos por momento para o caso planar e denote por

6 o angulo entre o eixo OX e o vetor r. Neste caso, nao é

dificil ver que Ar

x = rcos(0),

y =rsen(h).

Utilizando o Teorema de Pitdgoras, temos também que a distancia entre os pontos P :
(a1,a2) e Q: (by, by) é dada por:

d(P,Q) = /(b1 — 1) + (b2 — az)*

Q: (x2,12)

(y2—y1)i

P:(x1,11) (2 — x7)i

Figura 2.3: Distancia entre dois pontos no plano.

E no caso tridimensional distancia entre os pontos P : (a1,az,a3) e Q : (b, by, b3) é dada
por:

d(P, Q) = \/(b] — 611)2 + (bz — az)z + (b3 — a3)2

Observacdo 2.10 E importante observar que para realizarmos os cdlculos acima foi absoluta-
mente necessdrio que o sistema de coordenadas considerado fosse cartesiano. Podemos calcular
as mesmas quantidades utilizando outros sistemas, mas as expressoes ficam diferentes e muito

mais complicadas.
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Exemplo 2.11 Suponha fixado um sistema de coordenadas cartesiano. Calcule a distdncia
dos pontos A : (1,0,2) e B: (3,2,1).

Solucdo: Temos que d(A,B) = Hz@” Como AB—=B— A — (2,2,—1), segue que:

d(A,B)= /22 + 22+ (-1)2=3.

Exercicios. Nos proximos exercicios, as coordenadas sdo expressas num sistema carte-
siano.

Ex. 2.1 — Dados os vetores a, b, ¢ conforme a figura abaixo. Determine as componentes

dos vetoresa,b,cedea-+b +c¢
A

Y

6 120° 45°

N . 30°

Vetores a, b, ¢ respectivamente

Ex. 2.2 — Dados os vetores a, b, ¢ conforme a figura abaixo. Determine as componentes
dos vetoresa,b,cedea-+b + ¢

135°

Ex. 2.3 — Dados A: (—3,2), B: (3,5) e C: (0,3) desenhe o tridngulo ABC e ache:

a) A distancia entre os pontos A e B;
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b) A distancia entre os pontos B e C;
c¢) O vetor BT‘K e o vetor R;

d) O vetor BT‘K + R

e) O ponto médio do segmento AC

f) O ponto na reta jﬁ que dista trés vezes mais de A do que de B. (Duas respostas)

Ex. 2.4 — Dados A : (4,8,11), B: (—3,1,4) e C : (2,3,—3) desenhe o tridangulo ABC e
ache:

a) O comprimento dos trés lados do triangulo;

b) Os pontos médios dos trés lados do tridngulo;

c¢) Os vetores 1@, E@ e (ﬁ;

d) A soma 1@ + Eﬁ + (74 Porque essa soma deve ser zero?;
e) Os angulos entre 1@ e Eﬁ Dica: use a lei dos cossenos;

f) A drea do triangulo;

g) O ponto D tal que ABCD é um paralelogramo (Trés respostas)
Ex. 2.5 — Qual o ponto do eixo x é equidistante dos pontos A = (1,—3) e B = (3; —1)?

Ex. 2.6 — O triangulo ABC, com A = (—4;0) B = (4;0) C = (0;y) é equilatero. Quais
sdo os possiveis valores de y?

Ex. 2.7 — Trés vértices de um retangulo séo (2, —1), (7, —1) e (7;3) : Determinar o quarto
vértice e a drea.

2.3 PRODUTO ESCALAR: ANGULO ENTRE DOIS VETORES

Em toda geometria é de fundamental importancia a medicdo e manipulacao de angulos.
Veremos que, além de diversas outras aplicacoes, angulos entre vetores (ou entre vetores
e retas) podem ser usados na definicio de uma nova forma de representar pontos do
espaco Euclidiano (coordenadas polares). Surge entdo a pergunta: como podemos utilizar
os sistemas de coordenadas para determinar o angulo entre dois vetores u e v?
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Conforme ja vimos no inicio do Capitulo [l entendemos por
angulo entre dois vetores u e v o angulo 6, com 0 < 6 < 7,
formado por representantes de u e v com mesma origem.

O primeiro passo € escolher um sistema de coordenadas carte-

siano X = (B,0) com B = (i,j, k) e escrever os vetores neste
sistema, ou seja:

Figura 2.4: Angulo en-

u = mi+ azj + azk

v = byi + byj + b3k

tfreuev

Observe agora que pela lei dos cossenos

v —ul]> = [[u]® + [|v]]* — 2||lul[|v] cos(6),
e portanto
(a1 —b1)2+ (a2 — )2 + (a3 — b3)* =
a% + a% + a% + b% + bg + b% — 2 ||u]| ||v]| cos(0).

Assim
COS(Q) _ a1b1 + axby + azbs
[[all v

Ao termo a1b1 + axby + azbs daremos o nome de produto escalar de u por v e denotare-
mos por u - v.

Resumindo:

Se £ = (B,0) com B = (i,j, k) é um sistema de coordenadas cartesiano, u =
(a1,a2,a3)y € v = (by, by, b3)x, entdo definimos o produto escalar (ou produto in-
terno) de u e v como:

u-v:=aby + aby + asbs.

Além disso vale:
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Proposicao 2.12 Dados dois vetores u e v temos que:
u-v = ||ul|||v| cos?b,

e assim o dngulo 6 entre esses vetores satisfaz:

u-v
0 = arccos <7> .
[l [lv

Uma consequéncia imediata da definicdo de produto escalar é:
Proposicao 2.13 Dois vetores u e v sdo perpendiculares se e somente se u - v = 0.

Observacdo 2.14 Dado um vetor v = (x,y) num sistema cartesiano no plano, ¢ interes-
sante notar que o vetor n = (—y, x) é ortogonal a v e tem mesma norma de v. Note:

v.n =—xy+xy=0
[nfl = vx2+y? = vl

De fato, veremos no Capitulo [I0] Secdo[10.3]que n; = (—y, x) é v rotacionado de 90° no
sentido anti-hordrio, e np = (y, —x) é v rotacionado de 90° no sentido horério.

Exemplo 2.15 Achar o dnguloentreu =i+2j+kev=—i+j+2k

Solucao:
cosf = &
[[alf {vll
- 3 _1
YOV

= 60°

= 0 = arccos 1) _
— 5) =

W[

Exemplo 2.16 Mostre que os vetores u = 3i + 4j + k e v = 2i — 3j + 6k sdo ortogonais.
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Solucao:
u-v=(341)-(2-36)=3-2+4-(-3)+1-6=6—-12+6=0.

Logo u e v sdo ortogonais.

O
Proposicdo 2.17 O produto escalar possui as seguintes propriedades:
I.u-v=v-u
2. u(v+w)=u-v+u-w
3 u-u=|u>>0
4. u-u=0seesomenteseu =0
5 u (Av) = Au-v
Demonstracdo: Se u: (a1,ay,a3) e v: (b, by, b3) e w: (c1,¢2,¢3)
1.
u-v=amby +aby +azbs = biay + bra, +bzaz =v-u
2.
u- (v+w) = (ay,ap,a3) (by+c1,br+ 2, b3+ c3)

= a1(by +c1) +ax(by+c2) +asz(bs + c3)

= (mby + axby + azbz) + (a1c1 + azcz + ascs)

= u'v+u-w
3.

wu=a+a3+a=|ul>>0
4. Seu-u = 0 entdo ||u|| = 0 e consequentemente u = 0. Reciprocamente, se u = 0
temos u = (0,0,0), e entdo u - u = 0> + 0% + 0> = 0.
5. A demonstracao desse item é deixada como exercicio ao leitor.
O

Exemplo 2.18 Num quadrado ABCD tem se A = (3, —4) e B = (5,6) . Quais sdo as coorde-
nadas dos vetores C e D?
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Solucdo 1: Denotando as coordenadas de C e D G

por C = (c1,¢2) e D = (dq,d>), temos que 1@ =

(2,10), BC = (¢, — 5,c2 — 6), CD = (d1 — c1,d2 — ¢3)

e DA = (d; — 3,d, + 4). P .
O vetor ]ﬁ é perpendicular ao vetor 1@ logo o

produto escalar entre eles é nulo, ou seja,

BC. AB = 0. e

Isto implica que 2(c; —5) 4+ 10(c2 — 6) = 0, que sim-

plificando resulta em P

2¢; 4+ 10cy = 70 (2.5) Figura 2.5: Quadrados de lado AB
Temos ainda que ||1@|| = ||E¥|| = /104, logo

(c1 —5)% + (c2 — 6)* = 104 (2.6)

Substituindo em teremos que (c; —6)? =4 e logo c; = 8oucy = 4

Quando ¢; = 8 por c; = —5 e quando ¢, = 4 entdo ¢; = 15, ou seja, C = (—5,8)
ouC = (15,4).

O célculo de D é andlogo. O

Solucdo 2: Uma segunda solucio para o exemplo acima faz uso da Observagdo [2.14]
Temos que 1@ = (2,10) e dai, rotacionando 1@ de 90° no sentido anti-hordrio, temos
BC = AD = (—10,2). Logo:

—B+BC=(—

D =A+AD=(-7,-2).

Finalmente, se rotacionamos zﬁ de 90° no sentido horario, temos ﬁ ﬁ (10, —2).
Assim:

C =B+ BC = (15,4)
D = A+AD = (13,—6).

Exemplo 2.19 Mostre que as trés alturas de um tridngulo sdo concorrentes em tinico ponto.
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Solucdo: Dado um tridingulo AABC, entfo as alturas BB’ e CC’ se interceptam num ponto
—
O. Sejam entdo os vetores: a = OA,b = O? ec= O?
Como as retas OB e CA sado perpendiculares:

Cﬁ-azoéb-(a—c)zoéb-a:b-c

De modo andlogo, como as retas OC e AB sdo perpendiculares:

O?-ﬁzOéc-(b—a)zOéc-b:c-a
Elogob-a =c-a, ou seja,
a-(c—b):0:>O_>A-B%:O

Desta forma a reta OA é perpendicular ao lado BC, sendo assim a altura relativa ao
vértice A. Essa reta intercepta as outras alturas no ponto O, e assim as trés retas se inter-
ceptam num Unico ponto, que é denominado ortocentro do triangulo AABC.

O

2.3.1 Proje¢do Ortogonal

Passemos agora a um novo problema. Dados dois vetores v e u,
com u ndo nulo, queremos decompor o vetor v em dois vetores
p,q tais que p é paralelo a u e q € perpendicular a u, ou seja,
queremos encontrar p, q tais que

v=p+q, p=Au paraalgumA € Re q-u=0.

¢ 1 u

p = Proj, v

Reescrevendo as condi¢des acima temos que

(v—p) u=0
Figura 2.6: Projecdo de
v sobre u
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e logo

(v—Au)-u=0

viu—Aulf=0

Desta forma

u-v
P= 5 |4
[[all

Do mesmo modo podemos ver que o vetor p assim determinado é unico. Tal vetor é
chamado de projecéo ortogonal de v sobre u e é denotado por Proj, v.
Demostramos assim o seguinte resultado.

Proposicao 2.20 Dado u um vetor ndo nulo, e v um vetor qualquer, entdo a proje¢do ortog-

onal Proj, v de v em u existe e € tinica:

Proj, v = (u_x;) u 2.7
[[ull
Observacdo 2.21 Veja que um modo fdcil de lembrar da projegdo é observar a Figura e
ver que esta é um vetor p tal que seu comprimento obedece:

Il = (vl cose) = (1RE=E) — (509,

[l [l

e tem mesma direcdo e sentido que u, donde temos:

proi,v = (o7 ) () = (M) .

Note também que o vetor p = Proj, v ndo depende do comprimento de u. Tal fato encontra-

se expresso no lado direito da Equagdo [2.7]se observamos que o vetor u aparece duas vezes no
seu numerador e “ao quadrado” no denominador.

Exemplo 2.22 Determine a drea do tridngulo /A ABC cujos vértices num sistema de coorde-
nadas cartesiano sdo A = (1,2), B=(3,1) e C = (2,5)
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Solucdo: Temos que AB = (2,-1) e AC = (1,3). Além disso, n = (1,2) é um vetor
ortogonal a AB.
A érea do tridangulo AABC é dada por:

5 = 71 4B|n,
2
onde i = ||Proj, RH = %, ¢ a altura do tridngulo A ABC relativa ao lado AB.

Como |n| = HzﬁH, temos que S = %|R -n|. Logo:

1 7
s=(D)nve=1

Exercicios.

Ex. 3.1 — Pela féormula do cos ache os trés angulos do triangulo cujos vértices sdo
a) (2,-1),(7,—1) e (7,3) (use uma calculadora)
b) (4,7,11),(-3,1,4)e (2,3,-3)

Ex.3.2— Seu = (2,1,—-1) e v = (1,—1,2), encontre um vetor ndo nulo w tal que
u-w=v-w=0.

Ex. 3.3 — Seu = (2,-1,2) ev = (1,2, —2), encontre escalares 4, b tais que w = au + bw
ew-v=0.

Ex. 3.4 — Prove que os vetores u = 7i — 3j + 6k, v =3i + 3j — 2k e w =6i — 16j — 15k
sdo dois a dois perpendiculares.

Ex. 3.5 — Ache os trés angulos de um tridngulo cujos vértices sdo (3,1),(5,—2) e (6,3).
Ache também a drea do tridngulo.

Ex. 3.6 — Dados vetores a,b e c taisque a+ b +c =0 com |ja|]| =3,||b|| =5e ||| = 7.
Calcule o angulo entre a e b.

Ex. 3.7 — Proveque v-w = (||v—|—w||2 —|v— w||2)
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Ex. 3.8 — Mostre que se as diagonais de um paralelogramo sdo perpendiculares entdo ele
¢ um losango.

Ex. 3.9 — Decomponha o vetor u = —i — 3j + 2k como a soma de dois vetores v; e vy,
com v; paralelo ao vetor j + 3k e v, ortogonal a este ultimo.

Ex. 3.10 — Suponha que 1@ seja o diametro de um circulo e seja C outro ponto qualquer
. = ~ .
desse circulo. Mostre que os vetores CA e @ sdo ortogonais.

Ex. 3.11 — Prove que:
a) Proj, Av = AProj, v
b) Proj,(v+ w) = Proj, v + Proj, w

¢) Proj, (Proju V) = Proj, v

d) v:Proj, w = Proj,v-w

Ex. 3.12 — Calcule o cosseno do angulo formado por duas diagonais de um cubo.

Ex. 3.13 — Prove que |u - v| < ||u|| |v| e que |u - v| = ||u]| ||v|| se e somente se um vetor
¢ multiplo do outro (Desigualdade de Schwarz).

Ex. 3.14 — Prove que ||u + v|| < |lu|| + ||v|| (Desigualdade Triangular).
Ex. 3.15 — Mostre que ||u + v|| = ||u — v|| se e somente se u-v = 0.
Ex. 3.16 — Prove que se u - v = 0 para todo vetor v entdo u = 0.

Ex. 3.17 — Num tridngulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa é a média geométrica
das projecoes ortogonais dos catetos sobre essa hipotenusa. Prove esse fato escolhendo um
sistema de coordenadas no qual a hipotenusa esta sobre o eixo OX e o vértice do angulo
reto sobre o eixo OY.

Ex. 3.18 — Mostre que o dngulo entre as projecdes Proj , u e Proj, v ¢ igual ao 4ngulo
entre os vetores u e v.
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2.4 PRODUTO VETORIAL: VETOR PERPENDICULAR A DOIS
VETORES DADOS

Voltemos nossa atencdo agora para um novo problema: dado dois vetores ndo paralelos
u e v como podemos encontrar um novo vetor w perpendicular aos dois vetores dados?
Note que, ao contrario do que ocorre com a projecao, este problema ndo possui uma tnica
solucdo. De fato, se encontrarmos um vetor w satisfazendo as condi¢des acima, qualquer
vetor Aw também satisfara.

Passemos a solucdo. Como sempre, tomemos primeiro uma base ortonormal (i, j, k) e
fagamos u = a1i + a2j + azk e v = byi + boj + bsk. Vamos denotar por w = xi + yj + zk
o vetor que queremos determinar. Como queremos que o vetor w seja perpendicular aos
vetores u e v, precisamos entdo que w-u =0 e que w-v = 0.

Temos assim o seguinte sistema linear:

a1x +axy +azz =0
b1x+b2y+b32 =0

ou ainda

mx+axy = —azz
bix + by = —bsz

Como u e v, pelo exercicio [I.14} podemos supor sem perda de generalidade que:

a; az
# 0,
by by
e, usando a regra de Cramer, concluimos que
—Aaszz dp as dp ar as
—b3Z bz b3 bz bz b3
X=——7"""—/——— = —Z = Z
ap az ap az ap az
by by by b2 by by
e
a1y —aszz a; das as a1
bl —b3Z bl b3 b3 b]
ap az ay az ap az
by by by by by by
Escolhendo
ap az
z =
by by
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temos que

a as |. as ai |. ay az
w = i+ + k
b, bs bs by ] by by

Motivados pelos célculos acima, definimos o vetor w como o produto vetorial de u
e v, e o denotamos por u X v.

Desse modo a expressdo do produto vetorial de u = (ay,az,a3) e v = (b1, by, b3)
(num sistema de coordenadas cartesiano) é dada pelo seguinte determinante formal:

i j k
uxXv=\|a apy as
b1 by b3

Antes de continuar listemos as propriedades do produto vetorial.

Teorema 2.23 Dados os vetores u = (a1,a2,a3), v = (by,bz,b3) e w = (c1,c2,¢3) o produto
vetorial possui as seguintes propriedades:

1. Antisimetriau X w = —wW X U

2. Distributiva: (U+V) X W=UuUX W+ V X W

ay dap 4as
3. Produto mistou- (vxw) = (uxv)-w=|b; by b3
€1 2 ¢3
2 2 (112 2
4 Jluxv|” = Jul*[[v]] = |u-v]
5. [Jluxv| = ||u|||v] sen(8), onde 8 é o dngulo entre os vetores u e v.

Demonstracdo: A demonstracdo dos trés primeiros itens é direta e é deixada como exer-
cicios:
Para demonstrarmos a quarta propriedade basta observar que
2 112 2 _
[al[* [[v]|* = Ju-v]" =

2 (ﬁ +ad+ ag) (63 + 63+ bg) — (a1by + azby + azbs)?
— (363 + a303 + a3} + a3} -+ o303 + 30 + a3} + a303 + o303
—a%b% —2a1a>b1by — 2a1a3b1b3 — a%b% — 2ara3bybz — a%bg

= a2b3 + atb3 — 2a1a,b1by — 2aqa3b1b3 + a5b? + a3b3 — 2aya3bobs + a3bi+
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ﬂ%b% (azbg, — El3b2)2 -+ (611173 — ﬂ3b1)2 + a1by — arbq
= [ju x v|*.

A quinta propriedade decorre facilmente da anterior, bastando para isso lembrar que
u-v|> = uf? |[v]* - cos? (6)

e portanto

* v cos’ (6)

Vamos agora explorar algumas consequéncias geométricas do produto vetorial.

2.4.1 Area de um Paralelogramo e de um Tridngulo

Primeiro considere o paralelogramo determinado por dois vetores ndo paralelos u e v,

como na figura abaixo

|lv]| sen 6

A altura do paralelogramo é dada por ||v||sen(f) e portanto, da propriedade 5 do pro-
duto vetorial, concluimos facilmente que sua drea é dada por ||u|| ||v| sen () = ||lu x v|[.
Em resumo, mostramos que a drea do paralelogramo de lados u e v é igual ao comprimento

do produto vetorial destes vetores.
A=|uxv|

A partir da expressdo anterior podemos encontrar uma ex-
pressdo para a drea de um tridngulo AABC. Para isso considere
o paralelogramo determinado pelos vetores AB e BC, como na
figura abaixo. A diagonal BC desse paralelogramo divide este
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em dois tridngulos de areas iguais. Logo a drea do triangulo sera
metade da drea do paralelogramo:

A= 3] <]

2.4.2 Volume de um Paralelepipedo

A seguir vamos calcular o volume de um paralelepipedo, em funcéo dos vetores u = zﬁ,
v=ADew = AL.

G

H il
B 1 r

D

LC

A B

Sabemos que o volume do paralelepipedo é dado pelo produto V = A,h da drea A, da
base pela altura h. Como ja vimos a drea da base pode ser calculada por A, = ||ju x v||.Ja
a altura é dada pela norma da proje¢do do vetor w sobre o vetor u X v. Como

>< .
Proj, .., w = M(u X V),
[ux v
segue que
. [(uxv)- w|
HPrO]uwiH - 2 || H
[ux v
|(uxv)- w|
[lux v
Segue portanto que
>< .
V= agh= fuxvf YW o)l
[[u v

Exemplo 2.24 Sejam A = (ay,a3), B = (b1, b2),C = (c1,¢2) pontos no plano. Entdo a drea
do AABC ¢ dada por

1 a ap 1
SAABC = E det by b, 1
cq ¢ 1
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Demonstracdo: Considere os vetores a, b e ¢ de coordenadas a = (ay,a3,1), b = (b1, by, 1)
ec=(c,c1).

E facil ver que eles sdo arestas de um tetraedro de altura 1 que tem como base um trian-
gulo congruente ao tridngulo AABC. Se Sa apc € a drea do triangulo AABC, o volume Vp

desse tetraedro é:

1
Vr = gSAABC- (2.8)

Por outro lado, temos que, se Vp é o volume do paralelepipedo de arestas a, b e c,

também vale:

1

Igualando as equacoes (2.8) e (2.9) segue:

1 1 1 a1 ap 1
SAABCZEVPZEIaXb'd:E det by by 1
cg ¢ 1

O

O resultado anterior nos da um critério simples para que trés pontos no plano sejam

colineares.

Proposicao 2.25 Sejam A = (ay,42),B = (b1, b2),C = (c1,¢2) pontos no plano. Entdo eles
sdo colineares se a drea do tridngulo formado por eles for zero, ou seja se:

am ay 1
by bp 1|=0
c1 C2 1

Exercicios.

Ex. 4.1 — Calcule o produto vetorial entre
a) 7i—3j+6kebi—15j — 13k
b) 6i —16j — 15k e 3i + 3j — 2k
c) 3i+3jebi+4j

Ex. 4.2 — Seu = (3,41), v=(2,3,2) e w = (4,2,3) encontre
a) 2u+3v—7w
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b) u-w
c) V-W,
d) u-v,
e) uxv,
f) vxu

g) w-(vxu)

Ex. 4.3 — Dados os vetores u = (1,2,—1) e v = (2,1,0). Expresse o vetor a = (2,2,3)
como combinac¢do de u,v,u X v;

Ex. 4.4 — Dado b = 1,2,1, determine a tal que a é ortogonal ao eixo z e

axb=(1-1,1)

Ex. 4.5 — Determine v = (x,y,z) tal que
(x,y,2z) x (1,2,-1) = (1,1,3)
(x,y,z)-(3,1,1) =3

Ex. 4.6 — Sejam os pontos P = (1,1,2), Q = (1,2,0) e R = (3,1,2) pontos médios dos
lados de um triangulo AABC. Calcule a drea do tridngulo AABC.

Ex. 4.7 — Provequeuxv=—-vxu

Ex. 4.8 — Provequeu-v=v-u

Ex. 4.9 — Provequeu- (Vv+w)=u-v+u-w

Ex. 4.10 — Prove que ux (V+w)=uXv+4+uXxXw

Ex. 4.11 — Prove que u x v pode ser escrito como o determinante formal

i j ok
uxv=,|a a a3
by by b3
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Ex. 4.12 — Prove que u- (u x v) = v- (u x v) = 0 de dois modos: primeiro calculando
diretamente e segundo utilizando as propriedades de u x v.

Ex. 4.13 — Mostre que dois vetores u e v sdo paralelos se, e somente se, u x v =10

Ex. 4.14 — Prove que em geral u- (v x w) pode ser escrito como o determinante da ma-
triz que tem como componentes

ay dp das
by by bs
1 € C3

Ex. 4.15 — Dado um triangulo AABC como na figura a seguir.Usando o produto vetorial
demonstre a lei dos senos:

[wil vl

Ex. 4.16 — Dado um tridngulo AABC e O um ponto qualquer, mostre que a drea A do
triangulo AABC é:

1
A:§]|a><b—|—b><c+c><a]|

sendoa:(ﬁ,b:@ec:&
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2.0 ESCOLHA DO SISTEMA DE COORDENADAS

Um sistema de coordenadas cartesianas do plano pode ser escolhido tomando qualquer
ponto O como origem e qualquer duas retas perpendiculares como os eixos. Em geral re-
sultados geométricos ndo dependem de como escolhemos nosso sistema de coordenadas,
mas fazendo a escolha correta podemos simplificar significativamente o resolucdo de um
problema. E possfvel, por exemplo, fazer com que as coordenadas dos vértices de certas
figuras geométricas fiquem mais simples, aumentando a quantidade zeros em suas coorde-
nadas, simplificando assim a manipulacéo algébrica.

Considere, por exemplo, um triangulo AABC. Vamos descrever esse tridngulo através de
coordenadas A : (x1,y1),B : (x2,42) e C : (x3,y3) em um sistema de coordenadas X.

uxv

Jolume =U X V- W

Aregda base =u x v

Consideraremos o seguinte sistema de coordenadas: escolha como eixo x a reta AB, e
como eixo y a reta perpendicular a AB passando por C. Determine o sistema de coorde-
nadas colocando a origem no ponto O dado pela interseccdo dos dois eixos, e escolhendo
uma base ortonormal (i, j) formada por vetores unitarios paralelos a estes eixos. Neste sis-
tema o vértice A tem entdo coordenadas do tipo (a,0) e o ponto B coordenadas do tipo
(b,0), ja que ambos estdo sobre o eixo x. J4 o ponto C, que estd posicionado sobre o eixo
y, tem coordenadas do tipo (0, c).

Veja que com a escolha adequada do sistema de coordenadas conseguimos reduzir o
numero de varidveis de 6 para apenas 3.

A seguir apresentamos exemplos onde a escolha de um sistema de coordenadas ade-
quado facilita a demonstragdo de propriedades geométricas. Vocé consegue demonstrar
estas propriedades usando um sistema de coordenadas arbitrario?
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(953, ys)
A (1’2, 3/2)

(z1,71)

Exemplo 2.26 Se um tridngulo é isdsceles, as medianas dos dois lados de mesmo compri-

mento possuem 0 mesmo tamanho.

Solucdo: Consideremos o mesmo sistema de coordenadas descrito acima. Neste sistema
temos A : (4,0), B: (b,0) e C: (0,c¢).
Supondo que segmentos CA e CB possuem o mesmo comprimento, concluimos que

Va2 + = |CA| = [CB| = Vi +

e logo a> = b?. Segue que a = boua = —b. Se a = b ndio temos um tridngulo ja que dois
vértices coincidem, de onde segue que a = —b.

Seja M; o ponto médio de AC. Pelo exemplo temos que as coordenadas de M; =
(3,5) = (%b, %) . Analogamente, o ponto médio M, de BC tem coordenadas (%, %) )
Como a mediana de CA é dada pelo segmento BM; e a de CB ¢ dada pelo segmento

] = 3.5 - 0 = *r 5

AM,, segue que

e
— b c 9% ¢
4| = | 5.5 - o0 | =P+ T

e as medianas relativas aos vértices A e B possuem o mesmo tamanho. O

Exemplo 2.27 Num tridngulo retangulo o ponto médio da hipotenusa é equidistante dos trés
vértices.
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Solucdo: Para um triangulo retdngulo AABC com hipotenusa AB um sistema de coorde-
nadas adequado é o que toma como origem o vértice C = O e como eixos as retas que
ligam Ca AeCa B.

Neste Sistema de coordenadas temos que A

(a,0), B : (0,b) e C : (0,0). O comprimento da ]
hipotenusa é YN0, )
|AB| = Va? + b?
J& o ponto médio M da hipotenusa tem coorde-
nadas M : (%, %) e logo o comprimento da mediana
é
a2 b2 1 1 >
N T 0 SIS S
Logo temos que a distancia do vértice C a M é metade da distdncia entre os vértices A e
B, e logo M esta equidistante dos trés vértices. O
A0, c d,c
| y 40:0) (d, c)
Yy «.B:(0,0)
0 O T b,0)
A:(a,O) (CL, ) (7 )
O T - trapézio
Exercicios.

Ex. 5.1 — Mostrar que (—5,0),(0,2) e (0, —2) sdo os vértices de um tridngulo isdsceles e

achar sua area.

Ex. 5.2 — Sejam A = (4,0) e B = (0,a), com a # 0. Ache x de modo que o ponto
C = (x, x) seja o terceiro vértice do tridngulo equildtero ABC.

Ex. 5.3 — Dado um paralelogramo ABCD, escolha um sistema de coordenadas adequado
e mostre que AB- + BC_ +CD" + DA" = AC_ + BD" (ou seja, a soma dos quadrados dos
lados de um paralelogramo € igual a soma dos quadrados das suas diagonais).
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Ex. 5.4 — Num tridngulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa ¢ a média geométrica
das projecoes ortogonais dos catetos sobre essa hipotenusa. Prove esse fato escolhendo um
sistema de coordenadas no qual a hipotenusa esta sobre o eixo OX e o vértice do angulo
reto sobre o eixo OY.

Ex. 5.5 — Se no tridngulo ABC as medianas que partem dos vértices A e B sdo iguais,
prove que os lados AC e BC sdo iguais, logo o tridngulo é isdésceles.

Ex. 5.6 — Enunciar e demonstrar a reciproca do teorema de Pitdgoras.

Ex. 5.7 — Se as diagonais de um paralelogramo sdo iguais entéo ele é um retangulo.

Ex. 5.8 — Determine a soma dos quadrados (dos comprimentos) das medianas do trian-
gulo AABC, sabendo que os lados do { ABC medem a, b e c.

2.6 O PROBLEMA DO LUGAR GEOMETRICO

Até este ponto estudamos como representar algebricamente o espacgo euclidiano, e como
podemos usar tais representagdes na resolucdo de alguns problemas geométricos. Nesta
secdo vamos dar uma passo além, e iniciar os estudos sobre um dos problemas fundamen-
tais da geometria analitica: o problema do lugar geométrico. Em poucas palavras, dada
uma figura ou condicdo geométrica queremos determinar uma equacdo ou condicoes al-
gébrica que a represente. Ou ainda, de modo contrdrio, dada uma equagdo ou condi¢do
algébrica determinar sua representacao geomeétrica.

2.6.1 O lugar geométrico de uma equacio

Dada uma equagdo (por simplicidade, em duas x,y ou trés variaveis x, y, z)

f(x,y)=0 ou g(x,y,z)=0 (2.10)

cada par ou tripla de numeros reais que satisfizer a equacdo acima é dito solucdo da
equacdo e o conjunto de pontos cujas coordenadas satisfazem a equagdo (2.10) acima
¢ chamado de lugar geométrico da equacao.
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E importante ressaltar que o lugar geométrico, como definido acima, depende do sistema
de coordenados escolhidos. Em outras palavras, uma certa figura ou condi¢do geométrica
pode ser descrita algebricamente de varias formas distintas, dependendo, dentre outros fa-
tores, do sistema de coordenadas escolhido. Por esta razédo, buscaremos dentre as possiveis
representacoes aquela que proporcione a maior simplicidade algébrica.

Durante esse processo (e em varios outros) podemos substituir uma certa equagao por
outra que possua as mesmas solugdes, ou seja, que defina o mesmo lugar geométrico. Neste
sentido, duas equacodes algébricas sdo ditas equivalentes se definem o mesmo lugar ge-
ométrico.

Exemplo 2.28 Analisemos a equagdo
(x—2)+ (y —3)* = 25.

Observe que tomando C = (2,3) a distdncia r de um ponto qualquer (x,y) no plano euclidiano
até C ¢é dada por

r=y(x=22+(y-37
ou de modo equivalente
= (x—2)%+(y—3)>%

Deste modo vemos que um ponto (x,y) no plano satisfaz a equagdo acima se, e somente se,
sua distdncia para o ponto C : (2,3) for igual a 5.
Em outras palavras, escolhido o sistema de coordenadas descrito acima, o lugar geométrico
da equagdo
(x =)+ (y— b)> =

¢ um circulo de raio r e centro no ponto de coordenadas (a, b).

Exemplo 2.29 Generalizando o exemplo anterior, um circulo de centro C e raio r é definido
como o conjunto dos pontos cuja distancia ao centro € igual a r. Esta € a condi¢do geométrica
que descreve o circulo. Busquemos agora uma representagdo algébrica. Se escolhermos um
sistema de coordenadas cartesiano no qual C : (a,b), entdo todo ponto P : (x,y) no circulo
deve satisfazer

|CP| =,
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ou seja,

Vx—a?+(y—b? =

ou ainda a equagdo algébrica equivalente
(x—a)’ +(y—b)* =

E importante observar que um ponto pertence ao circulo (ou seja esse ponto dista r do
centro) se e somente se satisfizer a equacgéo (x — a)2 +(y— b)2 =

Em geral, sempre que tivermos este tipo de relacdo entre uma curva e uma equacgao
diremos que esta é a equagdo da curva.

Definicdo 2.30 Diremos que uma equacdo f (x,y) = 0 é a equagdo de um dado lugar
geométrico se todo ponto que satisfaz a equacdo pertence ao lugar geométrico e todo
ponto que pertence ao lugar geométrico satisfaz a equacao.

Exemplo 2.31 Dado um sistema de coordenadas cartesiano, lugar geométrico conhecido de-
scrito pelo eixo x é formado por todos os pontos cuja segunda coordenada (y) € zero, ou seja,
a equagdo do eixo x é y = 0.

Exemplo 2.32 Como vimos (x — a)* + (y — b)* = r? é a equagdo do circulo de raio r e centro
emP:(ab).

Exemplo 2.33 Determinar a equagdo do lugar geométrico formado por todos os pontos cuja
a distancia a um ponto fixoF ¢ igual a distdncia a uma reta fixa d.

Solucao: Dados uma reta fixa d, chamada diretriz, e

A gm pongo fixo F chamado foco, a parabola € o conjunto

0,c
Y (0,¢) dos,pontos P equidistantes do foco e da diretriz, ou seja,

[72] = |

(@.0) O T (5,0) *onde D é o ponto de d mais préximo de P.

paralelogramo
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A reta passando por F perpendicular a d é chamada

eixo da parabola. O ponto de interseccdo entre o eixo

da parabola e a pardbola é chamado vértice da pardbola. Observe que o vértice estd local-

izado na metade da distancia do foco a diretriz.

Escolheremos como sistema de coordenadas os eixos formados pelo eixo da pardbola

e a reta passando pelo vértice da parabola, perpen-

dicular ao eixo. Essa ultima reta é paralela a diretriz
da pardbola.

Seja 2m a distancia entre o foco e a diretriz d. No

sistema de coordenadas que adotamos F tem coor- O \ F
denadas (m,0) e a equacdo da diretriz é x = —m.
Como P satisfaz Hﬁ” = Hﬁ” temos que

V (x—m)? + 12 = x+m.

Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade concluimos que

(x—m)2+y2: (x+m)2

m? —2mx + x> + y* = (m2+2mx+x2)

y? = dmx

é a equacao satisfeita pelos pontos da parabola neste sistema de coordenadas. O

Interseccdo Dadas duas equacoes
foy) =0
g(xy) =0,

0s pontos que pertencem ao lugar geométrico de ambas as equagdes é chamados de pontos
de interseccdo. Analiticamente as coordenadas de tal ponto satisfazem ambas as equacoes.

A interseccdo de duas equacgoOes pode ser vazia, neste caso diremos que os seus lugares
geométrico ndo se interceptam.

Exemplo 2.34 Determinar analitica e graficamente os pontos de intersec¢do de

x—12=0
y2—3x:0
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Solucdo: Primeiro observemos que x — 12 = 0 é a equagdo de uma reta paralela ao eixo
y, enquanto y> — 3x = 0 é a equacio de uma pardbola com vértice na origem e diretriz
paralela ao eixo y. Assim o conjunto dos pontos de interseccdo dos dois lugares geométricos
¢ formado de no maximo dois pontos.

Analiticamente, concluimos da primeira equacdo que todo ponto de interseccdo (x,y)
deve ter x = 12. Substituindo na equacao da parabola encontramos que

y? = 36,
e portanto

y = x6.
De modo que os pontos de intersec¢do sao (12,6) e (12, —6). O
Exercicios.

Ex. 6.1 — Escrever a equacdo do lugar geométrico dos pontos no plano que satisfazem a
condicdo:
a) O conjunto dos pontos P tal que P estd sempre duas unidades a esquerda do eixo Y
b) O conjunto dos pontos P tal que P dista sempre duas unidades do eixo X
c) O conjunto dos pontos P tal que a abscissa de P é igual ao inverso da sua ordenada

d) O conjunto dos pontos P tal que P estd a distancia igual do eixo x e do eixo y.

Ex. 6.2 — Determine a equacao do lugar geométrico de um ponto que se move de modo
de modo que a soma das distancias a dois pontos F : (c,0) e F':(—c, O) é constante igual a
2a.

Ex. 6.3 — Determinar a equacado do lugar geométrico de um ponto no espaco que se move
de modo que a soma das distancias a dois pontos F : (c,0,0) e F':(—c,0,0) é constante igual
a 2a.

Ex. 6.4 — Dados dois pontos dois pontos F : (c,0,0) e F':(—c,0,0), determinar a equacéo
do lugar geométrico de um ponto P que se move no espaco de modo que

[|PE|| - ||PF'][| = 2a
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Ex. 6.5 — Determinar a equacgdo do lugar geométrico de um ponto que se move de modo
que a distancia ao ponto (1,0,0) é sempre igual a distancia ao plano YZ.
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3 RETAS E PLANOS

Dando continuidade ao nosso estudo sobre lugares geométricos e suas equacdes, vamos nos
concentrar agora no estudo de dois dos mais bdsicos e importantes elementos geométricos
da geometria: retas e planos.

Para isto, durante todo este capitulo utilizaremos um sistema de coordenadas cartesiano
(i,j,k, O).

3.1 EQUACOES DA RETA

Um dos postulados da geometria Euclidiana
nos diz que, dados dois pontos no espacgo ex-
iste uma tnica reta contendo estes pontos.
Isso nos leva ao seguinte problema: dados
dois pontos A e B, determinar a equacgdo
da reta r que passa por estes dois pontos.

Para isto, observe que dado um ponto X

r=m H
em r, o vetor AX é paralelo ao vetor 1@, e
—3
portanto existe um escalar t € R tal que AX = tzﬁ. Assim, temos que
—
X = A+AX = A+ tAB,

e considerando A : (a,b,c) ev = zﬁ = v11 + v2j + v3k, vemos que um ponto X : (x,v,z)
pertence a reta r se e somente se AX = vt, ou ainda

r: X =A++vt. (3.1

Expandindo obtemos

X a v
y |=|b |+ v |t (3.2)
z c U3
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ou de forma mais simplificada:

= a+vlt
r:Qy = b+t (3.3)
z = c+ust

A equacao[3.1]é conhecida como equacéo vetorial da reta r, e nestas condicoes o ponto
A é chamado ponto inicial e o vetor v é dito vetor diretor da reta reta r. As equacoes em
[3.3]sdo chamadas as equagOes paramétricas da reta r.

Heuristicamente, pensando no parametro ¢ como tempo, podemos entender esta equacdo
como a trajetoria de um ponto que se move no espaco tendo o ponto A como o ponto inicial
e o vetor v como a velocidade, e assim para cada valor de ¢t obtemos um ponto no espaco.

Outra forma de representar a reta r pode ser obtida ao isolarmos o pardmetro f nas
equacOes paramétricas. Assim, se em tivermos v; # 0,v; # 0 e v3 # 0, podemos
eliminar o parametro t e obter

x—a y—-b z-c

7

U1 02 (%]

chamadas de equacdes da reta r na forma simétrica.

E importante observar que a equacio de uma reta, em qualquer uma de suas formas, nio
¢ tnica. De fato, as equacoes dependem fundamentalmente da escolha do ponto inicial e
do vetor diretor, gerando assim uma infinidade de equacOes para representar um mesma
reta. Para entender esta afirmativa, consideremos uma retar : X = A + vt. Escolhendo um
ponto B em r, podemos trocar o ponto inicial por B e assim representar r por r : X = B + vt.
Do mesmo modo, trocando o vetor diretor v por outro vetor v’ paralelo, obtemos que
X = A+ v/t é também uma equacio vetorial para r (veja exercicio ??).

Exemplo 3.1 Encontre as equagées da reta que passa pelos pontos A : (0,1,1) e B: (1,3,0).

Solucéo: Escolhendo v = 1@ : (1,2, —1) como vetor diretor e A como ponto inicial obte-
mos a equacao vetorial

r: X=A+vt

z 1 -1

As equacgOes paramétricas ficam entdo x =t,y =1+2t,z=1— 1.
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As equacoes simétricas para essa reta sdo obtidas isolando o pardmetro ¢ nas equagoes

anteriores, ou seja,

-1 z-1
x=d -2

2 -1

Exemplo 3.2 Dada a reta r de equagdo paramétricas r : X = (1,3,2) + (1,1,2)t.

1.

2.

Encontre trés pontos pertencentes a essa reta.

Encontre um conjunto de equagoes vetoriais para essa reta na qual o ponto inicial seja
distinto.

Encontre um conjunto de equagdes vetoriais para essa reta na qual o vetor diretor seja
distinto

Solucao:

1.

Claramente o ponto (1,3,2) pertence a essa reta. Para obter outros pontos desta
reta bastam que escolhamos valores distintos para o parametro ¢. Assim, se t = 1
temos que (1,3,2) + (1,1,2) = (2,4,4) pertence a reta. Tomando { = —2 temos que
(1,3,2) —2(1,1,2) = (—1,1, —2) pertence a reta.

. Substituindo o ponto inicial por outro ponto pertencente a reta obtemos equacoes

com as propriedades exigidas. Escolhendo, por exemplo, o ponto (—1,1, —2) obtemos
a equacgao vetorial

riX=(-1,1,-2)+(1,1,2)t

. Substituindo o vetor diretor por um de seus multiplos ndo nulos obtemos equacdes

com as propriedades exigidas. Se, por exemplo, multiplicarmos o vetor diretor por %
encontramos a equagao vetorial

X = (—1,1,-2) + (%,%,m.
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Exemplo 3.3 Verifique se os pontos A : (4,1,5) e B: (0,0,0) pertencem a reta r : (1,1,2) +

(1,0,1)t.
Solucdo: Para que o ponto A pertenca a reta r é necessario que exista ¢t € R tal que:

(4,1,5) = (1,1,2) + (1,0, 1)¢

Ou seja, deve existir ¢ tal que o sistema de equacdes

4 =1+t
1=1+40t
5=2+4t

tenha solucao.
O sistema acima possui solucdo, t = 3, e logo o ponto A pertence a reta r.

De modo andlogo, para que o ponto B pertenca a reta r € necessario que exista t € R tal

que
(0,0,0) = (1,1,2) + (1,0,1)¢,

ou seja, deve existir ¢ tal que o sistema de equacdes

0=1+t
0=1+40¢t
0=2+t
tenha solucao.
O

Como sistema acima néo possui solu¢do, o ponto B ndo pertence a reta r.

Exemplo 3.4 Identifique o lugar geométrico dado pelas equagodes

2—-3x 2y—2 5z-—1
7 3 2

Solucao: Dividindo os numeradores e os denominadores de cada fracdo pelo coeficiente

das variaveis, obtemos
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Esta sdo as equacgoOes na forma simétrica de uma reta. E portanto o lugar geométrico é
uma reta passando pelo ponto (},1,%) com vetor diretor (3,3, 2). O

Exemplo 3.5 Verifique se asretasr: X = (1,1,1) + (1,0,1)tes: X = (0,4,3) + (—1,1,0)¢
se interceptam.

Solucdo: Para que um ponto P pertenca simultaneamente as retas r e s, devem existir
numeros reais t; e t, tais que

P=(1,1,1)4(1,0,1)y e P=(0,43)+(—1,1,0)t.
De onde encontramos que
(1,1,1) 4 (1,0,1)t; = (0,4,3) + (—1,1,0)t,

Resolvendo o sistema acima encontramos t; = 2,f, = —3. Como o sistema possui solugéo,
concluimos que as retas r e s se interceptam.

Para determinar o ponto de interseccdo substituimos  — #; na equacdo P = (1,1,1) +
(1,0,1)t; e obtemos

P:((31,3)).

E importante observar que para determinarmos se as retas interceptam, usamos paramet-
ros distintos para cada reta. Isso é fundamental, pois o ponto P apesar de pertencer a
ambas as retas, é descrito em cada conjunto de equacdes por um valor distinto de ¢. O

Exercicios.

Ex. 1.1 — Dados v e v’ vetores ndo nulos paralelos, ou seja, v = Av’. Mostre que 7 : X =
A+vtes: X = A+ V't sdo equagbes vetoriais para a mesma reta, isto é mostre que se
P er (P= A+ vty para algum fp € R) entdo P € s (existe t, € R tal que P = A + v't)).

Ex. 1.2 — Determine as equac¢des na forma paramétrica e na forma simétricas das seguintes
retas:

a) Areta que passa pelos pontos A : (1,4,—2) e B: (0,1,1)
b) A reta que passa pelos pontos A : (1,0,—2) e B: (3,1,1)

c) Asretas que determinam os €ixos x, Y, z
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d) A reta paralela ao eixo z que passa pelo ponto (1,2,1)

e) Areta paralela ao eixo x que passa pelo ponto (1,2,1)

f) Areta paralelaareta 12 = ¥ = 22t que passa pelo ponto (2,1,0)

g) Areta paralela a reta

x=1-3t
y = bt
z=—-1—-t

que passa pelo ponto (2,1,0)

3.1.1 Equag¢bes da reta no plano

No caso bidimensional, as equagdes que descrevem as linhas re-

0 B tas podem ser descritas de modo mais simplificado. Comecamos
v observando que, de modo andlogo ao caso tridimensional, escol-
hidos um ponto inicial A e um vetor diretor v, esta reta pode ser

descrita vetorialmente como:

\J

r: X=A+vt 3.4)

Nesse caso a expressdo em coordenadas fica:

()= () (2):

Se v1,v; # 0 podemos escrever a forma simétrica das equagdes da reta no plano

x—a y-—>b
v vy
ou ainda,
%
y—b=x=a)

O numero real m = Z_f é denominado coeficiente angular da reta r, e admite uma inter-
pretacdo geométrica muito simples: o coeficiente angular é a tangente do angulo angulo
entre a reta e o eixo x. Com essa definicdo é facil ver que, para as retas ndo paralelas
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1

ao eixo y, podemos escolher o vetor diretor como i + mj, e assim obter equac¢édo afim ou
reduzida da reta bidimensional

y=mx+n,

onde n = b — ma.

As retas paralelas aos eixos coordenados (v; = 0 ou v, = 0) sdo especiais. Para as
retas paralelas ao eixo y, ou seja, retas com vetor diretor j, o coeficiente angular néo estd
definido ja que m = Z_f Para obter uma equacédo para este tipo de reta, basta observar que
todos os pontos possuem a primeira coordenada (coordenada x) iguais. Ou seja, se a reta
passa pelo ponto A : (a,b) entdo todo ponto (x,y) em r é do tipo (a,y), e portanto sua
equacio sera dada por x = a.

Do mesmo modo, se a reta é paralela ao eixo x e passa por um ponto A : (4,b), entdo
sua equacdo é dada por y = b.

A
A

1 A y=constante
xX=constante

.

Figura 3.1: Retas paralelas aos eixos coordenados

Observacio 3.6 E fdcil ver que a equacdo de toda reta no plano pode ser escrita na forma:
ax+by+c=0,

com a, b, c constantes reais. Tal forma € conhecida como forma candnica ou equagdo carte-
siana da reta no plano.

A equagdo na forma canodnica € tnica a menos de uma constante multiplicativa, isto é
ax +by+c = 0eax+by+c = 0 representam uma mesma reta se e somente se existe
A €Rtal quea = Aa', b = Ab' e c = Ac’ (Por qué?).
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Exemplo 3.7 Encontre a equagdo da reta que passa pelo ponto (1,1) e que faz dngulo de 60°
com 0 eixo Xx.

Exemplo 3.8 Seja r a reta que passa pelos pontos (x1,y1) e (x2,y2). Mostre que o coeficiente
angular da reta r é:

A=2N
X2 — X1

Solucdo: O vetor diretor dessa reta é:

(x2 —x1)i+ (2 —y1)j

Yy2—4\ U

E consequentemente m = .
X2 — X1

Exemplo 3.9 Mostre que a equagdo da reta passando pelos pontos A = (x1,y1), B = (x2,¥2),
pode ser escrita como:

x y 1
X1 N 1|=0
X2 Y2 1

Solucdo: Seja P : (x,y) um ponto qualquer. O ponto P pertence a reta determinada pelos
pontos A e B se e somente se A, B, P forem colineares, e o resultado segue do critério da
proposicao O

Exercicios.

Ex. 1.3 — Desenhe a reta que passa por (—1,3) e (3,0). Ache sua equacdo e onde ela
intercepta os eixos.

Ex. 1.4 — Ache as equagdes paramétricas e na forma canodnica das retas que passam pelos
pontos A e B.

a) A=(3,5)eB=(-23)
b) A= (0,1)eB=(1,0)

98



Ex. 1.5 — Ache as equacbes paramétricas e na forma simétrica (se existirem) das retas
que passam pelos pontos A e B.

a) A=(3,51)eB=(-23.2)
b) A=(0,1,0)eB=(1,0,0)
) A=(0,1,1)eB=(0,0,0)
d) A=(3,2,1)eB=(614)

Ex. 1.6 — Escreva as equacdes do movimento do ponto P : (x,y,z) que comeca em
(3,—1,—5) e que se move retilineamente e uniformemente na direcéo do vetor (—2,6,3)
com velocidade v = 14.

Ex. 1.7 — Escreva as equagdes do movimento do ponto P : (x,y,z) que se move retilin-
eamente e uniformemente e percorreu a distancia distancia entre os pontos (—7,12,5 e
(9, —4, —3) no intervalo de tempo t; = 1 e t, = 4.

Ex. 1.8 — Duas particulas P; e P, se movem retilineamente e uniformemente. A primeira
particula inicia seu movimento em A : (—5,4, —5) e se move com velocidade v = 14 na
direcdo do vetor (3,—6,3), a segunda particula comeca no ponto B : (—5,16,—6) e se
move com velocidade v = 13 na diregdo oposta ao vetor (—4,12, —3).

a) Escreva as equacdes de movimento para cada particula.
b) Mostre que suas trajetdrias se interceptam e ache o ponto P de intersecgao.
c) Determine o tempo que a primeira particula gasta para ir de A até P.

d) Determine o tempo que a segunda particula gasta para ir de B até P.

Ex. 1.9 — Dados A = (1,2,3) e B = (4,5, 6) determine a equacdo paramétrica da reta que
passa por A e B. Determine também os pontos onde essa reta corta os planos coordenados
XY, XZeYZ.

Ex. 1.10 — Os lados de um tridngulo estdo sobre as retas y = 2x+ 1,y = 3x —2 e
y = 1 — x. Ache os vértices desse triangulo.

Ex. 1.11 — Dado A : (1,2). Ache o ponto B tal que o tridngulo OAB seja equilatero.

Ex. 1.12 — Ache a equacdo das trés medianas de um tridngulo com vértices (a,0), (b,0), (0, c).
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Ex. 1.13 — Os pontos A = (2,5) e B = (14,1) sdo simétricos em relacdo a uma reta.
Determine a equacdo padrdo e paramétrica dessa reta.

Ex. 1.14 — Chama -se baricentro de um tridngulo o ponto de encontro das trés medianas.
Determine as coordenadas do baricentro do tridngulo ABC nos seguintes casos.

a) A= (1,5),B=(32)C=(24)
b) A= (x1,11),B= (x2,42) e C = (x3,y3)

Ex. 1.15 — Ache as coordenadas do ponto de trisseccio de uma mediana (o ponto que
estd a % do caminho do vértice ao ponto médio do lado oposto) e prove que ndo somente ele
satisfaz a equacgdo das outras duas medianas, mas que também ele é o ponto de trissec¢do
das outras duas medianas. Conclua que as trés medianas sdo concorrentes, i.e, elas passam
pelo mesmo ponto.

[Dica: Para triangulo genérico as coordenadas podem ser escolhidas de modo que os vértices
sejam (0,0),(0,a) e(b,c) ]

Ex. 1.16 — O ponto em que duas retas ndo paralelas se encontram deve satisfazer ambas
equagoes. Ache o ponto de interseccdo de 3x — 4y =1 e 4x + 6y = 14.

Ex. 1.17 — Ache a inclinacgéo, o ponto de intersec¢do com o eixo y e desenhe. Quando a
inclinacdo ou o ponto de interseccdo néo existir, diga.

a) 3x—4y==6
b) 2x+3y =6
o 7y+9=0
d £+4=1

e) y=mx+Db
f) bx+ay=0
g) 4x*=9

h) xy(2x—-3y+4) =0
i) xcos(a)+ysen(a) =h (indique h e « em sua figura).
J x=3+2t,y=-1-3¢t
Nos proximos exercicios ache a equacdo da reta e desenhe uma figura de cada.
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Ex. 1.18 — A linha que passa por (—5,7) perpendicular a 4x — 5y = 10.
Ex. 1.19 — Duas retas por (—2,3), uma paralela e outra perpendiculara 3x +2y+5 =10
Ex. 1.20 — A reta que passa por (a,0) perpendicular a 2 + % =1

Ex. 1.21 — No tridngulos de vértice (a,0), (b,0), (0,c):
a) ache as equagdes das trés alturas;
b) ache as equagdes das trés medianas;
c) prove que as trés alturas se encontram num ponto H chamado ortocentro do trian-
gulo.
d) prove que as trés medianas se encontram num ponto O’, chamado circuncentro do

triangulo.

Ex. 1.22 — Ache duas linhas retas de inclinacio % que fazem com os eixos coordenados

um triangulo de area %

Ex. 1.23 — Mostre que para quaisquer valores de s e t as retas (25 + 3f) x + (3s — 2t) y =
5s + 4t passam pelo mesmo ponto. Determine esse ponto e mostre também que toda reta
que passa por esse ponto é representada por uma equag¢do da forma acima para uma es-
colha conveniente de s e t.

Ex. 1.24 — Determine a e b de modo que as equacOes x = at + 1 e y = bt 4+ 5 sejam uma
representacdo paramétrica da reta y = 2x + 3.

Ex. 1.25 — Identifique a linha cujas equagdes sdo 2x — 1 = 4y + 8 = 3z — 5. Ache o vetor
diretor e trés pontos que pertencam a essa reta.

Ex. 1.26 — Faca o mesmo para a reta 2x = 3 e 4y = 5.

Ex. 1.27 — Ache a equacdo padrdo da reta 3x — 2y + 5z = 6, 2x +y — 3z = 0. Escreva a
equacao da reta na forma paramétrica.
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Ex. 1.28 — Ache a equacdo da reta perpendicular ao plano que passa pelos pontos (3,4, 2),

(—=1,5,3),(2,1,4) e que passe pela origem.

Ex. 1.29 — Sejam P = (1,0,1) e Q = (0,1,1). Em cada um dos casos a seguir ache um
ponto C da reta PQ tal que a drea do triangulo ABC seja %

a) A=(1,21),B=(1,23).
b) A=(1,32),B=(222).
) A=(3,02),B=(212).
d) A=(3-21),B=(0,01).

Ex. 1.30 — A reta que intercepta o eixo x no ponto (4,0) e o eixo y no ponto (0, b) sendo
ambos os pontos distintos da origem. Mostre que a equacdo dessa reta pode ser escrita

como:
X Y
247421
a b
Ex. 1.31 — a) Considere uma reta r contida no plano de equagdo ax + by +c = 0.
Mostre que o vetor n = (a,b) é normal a todo vetor diretor de r.
b) Mostre que toda reta r contida no plano normal ao vetor n = (a4,b) tem uma

equacdo na forma ax + by + ¢ = 0 para algum ¢ € R.

Ex. 1.32 — Ache a equacdo da reta que passa a uma distancia h da origem e cujo segmento
A

de tamanho /& forma um angulo « como o eixo x (veja ??)
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3.2 EQUACOES DO PLANO

3.2.1 Equacdes Paramétricas e Vetoriais do Plano

Passemos agora a um novo problema: determinar

uma equacgdo (ou conjunto de equagdes) que rep-
p resentem um dado plano no espaco euclidiano.

Primeiro, lembremos que dados trés pontos Py, P; e

P, ~ . . .
Py v P, nao colineares existe um tnico plano 7t passando

por esses pontos.

Seguindo entdo as mesmas ideias utilizadas no
caso da reta, para determinar as equagdes de 7t utilizaremos um ponto inicial (por exem-
plo Pp) em conjunto com vetores u = ITP;, determinados pelos pontos escolhidos. Tome
agora um ponto P qualquer deste plano, e observe que o vetor lﬁ ¢ paralelo ao plano
7T, e portanto coplanar aos vetores u e v. Como os pontos Py, P; e P, sdo ndo colineares,
concluimos que os vetores u e v sdo linearmente independentes, e assim, pelo Teorema
da Base, podemos escrever o vetor lﬁ como combinacéo linear de u e v, isto é, existem

escalares s, t € IR tais que
lﬁ’ = us + vt,
e portanto
P = Py+ us + vt. (3.6)

Assim como no caso das retas, a equacdo (3.6) é chamada de equacéo vetorial do plano.

Escrevendo P : (x,y,z), Py : (x0,Y0,20), w: (11, uz,u3) e v : (vq,v2,v3) obtemos

X = xg9 + u1s + o1t
Y = Yo + uzs + vat
Z = zg + u3s + vat,
encontrando assim equacoes paramétricas do plano. Vale comentar que, assim como no

caso das retas, as equagoes apresentadas acima ndo sdo unicas pois dependem do ponto e
dos vetores considerados.

Exemplo 3.10 Encontre as equagoes vetorial e paramétricas do plano 7t determinado pelos
pontos Py : (1,0,1), Py : (—=1,2,3) e P> : (3,1,0).
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Solucdo: Definindo u = ITPl> :(=2,2,2) eu = PO—P; : (2,1,—1), a equagéo vetorial de 7
fica
m:P=1(1,0,1)4+(-2,2,2)s+ (2,1, —1)t.

A forma paramétrica é encontrada ao olharmos coordenada por coordenada, ou seja,

x=1-—2s+ 2t
y=2s+t
z=1+2s—t

3.2.2 Equacdo Geral de um Plano

Na secdo anterior vimos como encontrar a equacao
de um plano a partir das coordenadas de trés pon- ]

tos ndo colineares neste plano. Mas a geometria Eu-
clidiana nos d4 uma outra forma de encontrarmos a
equacdo de um plano. Para isso vamos primeiro lem- Jox
brar que, dada uma reta e um ponto P; podemos en-

contrar um unico plano 7t que contenha o ponto P;
e que seja ortogonal a reta dada. Observe que, neste
resultado, a reta serve apenas para determinar uma dire¢do. Isso nos permite portanto
substituir esta reta por um vetor paralelo a ela. Neste sentido, dado um plano 7, dizemos
que um vetor n ndo nulo é normal a 7t se n é ortogonal a todos os vetores paralelos a
7. E fundamental notar que todo plano possui uma infinidade de vetores normais (veja o
exercicio [2.3)).

Sejam dois pontos P; = (x1,y1,z1) € P = (x,y,z) no plano 7. Como o vetor lﬁ é
perpendicular a n : (a,b,c), calculando o produto interno, obtemos que

a(x —x1)+b(y—y1)+c(z—2z1) =0
e assim
ax +by +cz = axy + byy + ¢z

e assim, definindo d = ax; + by; + cz1, encontramos que ax + by + cz = d para qualquer
ponto P : (x,y,z) pertencente ao plano. Em resumo, determinamos que se um ponto P =
(x,y,z) pertence ao plano 7, entdo suas coordenadas satisfazem ax + by + cz = d.
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Reciprocamente, se as coordenadas do ponto P = (x,y, z) satisfazem a relagdo ax + by +
cz = d tomando P; = (x1,y1,21) teremos, pela definicdo de d, que d = ax; + by; +cz; e
subtraindo obtemos que

a(x—x1)+b(y—y1)+c(z—z1)=0.

Ou seja o vetor lﬁ ¢é ortogonal ao vetor n e consequentemente paralelo a 7.

Observe que, para que o plano fique bem determinado, o vetor n : (a,b, c) deve ser ndo
nulo, ou seja, é necessario que a? + b + ¢ # 0.

A equacdo ax + by + cz = d é chamada de equacdo geral do plano, e dada esta equagéo
é facil recuperarmos um vetor normal ao plano. Mais precisamente teremos n : (a,b, c).

Exemplo 3.11 Encontre a equagdo geral do plano passando pelos pontos A : (2,1,0),B :
(3,3,2) e C:(1,2,4).

Solucdo: Como 1@ e R sdo paralelos ao plano que queremos, um possivel vetor normal
a esse plano é dado por n = 1@ X R
Calculando obtemos

»
ABxAC=| 1 2
1

-1

T

e logo
n = AB x AC = (6,—6,3).

Segue daf que a equacdo geral do plano ¢ da forma 6x — 6y + 3z = d. Para determinar d
basta notar que o ponto A : (2,1,0) pertence ao plano, e logo deve satisfazer esta equacio.
Assim obtemos

6:2—-6-14+3-0=d

e logo a equacdo geral do plano € 6x — 6y + 3z = 6. O

Exemplo 3.12 Encontre a equagdo geral do plano com equagdo vetorial

P=1(0,1,2) + (3,1,2)t + (1,2, 1)s.
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Solucdo: O vetor normal ao plano nesse caso é
n=(31,2)x(1,2,1) = (-3,-1,5)

e logo a equacéo do plano é da forma —3x — y + 5z = d. Como (0,1,2) pertence a esse
plano, temos que

—3.0-1+5-2=d

e a equagdo geral do plano fica —3x —y +5z =9 ]

Exemplo 3.13 Encontre equagbes paramétricas para o plano cuja equagdo geral é 2x + 3y +
z=1

Solucdo: Apresentaremos duas solugdes possiveis para este problema.

Solucdo 1: O primeiro modo é encontrar trés pontos ndo colineares do plano. Podemos,
por exemplo, fazer x = 0 e y = 0. Substituindo na equagéo geral encontramos z = 1, e
portanto o ponto A = (0,0, 1) pertence ao plano. De modo analogo, fazendox =0ey =1
e depois x = 2 e y = —1, encontramos que B = (0,1,—-2) e C = (2,—1,0) pertencem ao
plano.

Como 1@ =(0,1,-3) e R = (2,—1,—1) sdo LI, os pontos A, B, C néo sdo colineares e
assim um conjunto possivel de equagdes paramétricas para 7t é

x=0+42s
y=0+t—s
z=1—-3t—s

Solucao 2: Outro modo, mais eficiente, é o que chamamos de “isolar os parametros”.
Para isso fazemos x = t e y = s, e substituindo em 2x + 3y +z = 1, obtemos que
z =1 — 3s — 2t. Assim outro conjunto possivel de equacdes paramétricas para este plano é
dada por (x,y,z) = (t,5,1 —3s — 2t). O

Exercicios.

Ex. 2.1 — Determine as equagdes paramétricas do plano:

a) passando pelos pontos (4,3,1), (—3,0,4) e (0,0,3)
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b) pelo ponto (2,1,3) e contendo a reta

z—1 y—-2 z-4
2 3 5

c) passando pelos pontos (4,0,0), (0,b,0) e (0,0,¢).

Ex. 2.2 — Mostre que os pontos (—1,2,3),(-3,1,2),(—5,4,6) e (9,—1,—2) sdo colin-

eares.

Ex. 2.3 — Seja 7t passando pelos pontos A, B, C ndo colineares.

a)
b)

Mostre que para qualquer escalar A o vetor /\1@ X R ¢ um vetor normal a 7

Mostre que todos os vetores normais a 7t sdo da forma /\zﬁ X R

Ex. 2.4 — Mostre que a equagdo r- n + d = 0 representa um plano perpendicular ao vetor

n.

Ex. 2.5 — Ache a equacdo geral do plano:

a)
b)
c)
d)

e)

g)
h)

passando pelos pontos (4,3,1), (—3,0,4) e (0,0,3)

passando pelo ponto (1,0,1) e de vetor normal (3,4, 5);
passando pelos pontos A : (4,0,1), B: (3,2,0) e C: (—1,2,3);
pelo ponto (2,1,3) e contendo a reta

z—1 y—-2 z-4
2 3 57

passando pelos pontos (4,0,0), (0,b,0) e (0,0,c).
por (1,1,5) e contendo a reta:

Ix+3y+2z2=2
—2x—y+z=4

de equacdo paramétrica: X = (1,2,1) + (1,0,1)t + (3,4,2)s
de equacdo paramétrica: X = (—1,3,2) + (2, —2,1)t+ (5,—1,2)s

Ex. 2.6 — Dado um plano ax + by + cz = d. Mostre que
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a) a # 0, entdo uma equagdo paramétrica do plano é:

b c d
(x,y,z) = <_Et_ Es—# E,t,s)

b) b # 0, entdo uma equacao paramétrica do plano é:

a c d
(x,y,z) = <t,—Et— ES+ E'S>

c) c¢ # 0, entdo uma equacao paramétrica do plano é:

c

a b d
(x,y,z) = <t,s,—Et— ES+ >
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POSICOES RELATIVAS

Nosso objetivo nesta se¢do é entender a posicao relativa entre duas retas, dois planos e ou
uma reta e um plano, isto é, se estes se interseccionam, se sdo paralelos, etc.

4.1 POSICAO RELATIVAS ENTRE RETAS

4.1.1 Posi¢do Relativas entre Retas no Plano

Comecemos com o estudo da posicdo relativa de duas retas no plano. Lembremos primeiro
que duas retas em um mesmo plano podem ser:

coincidentes, i.e., sio a mesma reta;
paralelas;
concorrentes, ou seja, se interceptam em um Unico ponto.

Tomemos entdo duas retas dadas em forma vetorial comor: A+ vt es: B+ ut.

Como a direcdo de uma reta é dada pelo seu vetor direcional, é facil ver que r e s sdo
paralelas se seus vetores diretores v e u sao paralelos, ou seja, se um é multiplo do outro.

Duas retas coincidentes r e s sdo coincidentes se possuem o mesmo lugar geométrico,
isto é, o mesmos pontos. Assim, um primeiro requisito para coincidéncia é, claramente,
paralelismo. Uma vez estabelecido o paralelismo basta agora que localizemos um ponto
comum as duas retas. Podemos, por exemplo, verificar se o ponto inicial de r (ponto A)
pertence a reta s. Caso as retas ndo possuam pontos em comum, entdo elas serdo paralelas
ndo coincidentes.

Como as retas estdo em um mesmo plano, uma vez que nado sejam paralelas elas clara-
mente sé podem possuir um ponto em comum.

Resumindo, duas retas em um mesmo plano sdo:

Paralelas se e somente se seus vetores diretores sdo multiplos um do outro.
Neste caso elas podem ser:

— Coincidentes: se o lugar geométrico de r e de s sdo o mesmo. Neste casos as retas
sdo paralelas e passam pelo mesmo ponto. Para verificar se suas retas paralelas
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sdo coincidentes € suficiente verificar se elas possuem um ponto em comum. Por
exemplo se o ponto B pertence a reta r.

— Paralelas nao coincidentes, se ndo possuem pontos em comuim.

o Concorrentes, ou seja, se interceptam em um Unico ponto. Neste caso os vetores
diretores ndo sao paralelos.

Exemplo 4.1 Ache a posigdo relativa entre as retas:
1Lr:(L,2)+(3,—1tes: (41)+ (3, —3)t

2.r:(L,2)+ (3, —-1)tes:(2,2)+ (1,—3)t

W=

3. r:(1,2)+(3,—1)tes: (2,2) + (0,1)t

Solucao:

1. Coincidentes. Os vetores diretores sdo paralelos, i.e., multiplos um do outro e o ponto
(4,1) pertence a r.

2. Paralelas ndo coincidentes. Os vetores diretores sdo paralelos, i.e., multiplos um do
outro e o ponto (2,2) pertence a .

3. Concorrente, pois os vetores diretores ndo sdo paralelos.

O

As condicbes acima valem apenas para equacOes vetoriais, e consequentemente para
equacOes paramétricas. Mas no caso bi-dimensional as equagdes ficam mais simples e pode-
mos representar uma reta através de uma unica equacao linear. Seria interessante entdo
que tivéssemos uma maneira de comparar equacoes nesta forma.

Tome entdo duas retas r : ax + by +c =0es: a'x+ b’y + ¢’ = 0. Vamos supor por um
instante que b # 0 e b’ # 0 (r e s ndo sdo paralelas ao eixo y). Ndo é dificil se convencer

110



que r e s sdo paralelas se, e s6 se, seus coeficientes angulares forem os mesmos. Ou seja,
precisamos que § = % Mas isto é equivalente a dizer que ' = Aa e b’ = Ab para algum
A € R. Observe que se ambas forem paralelas ao eixo y, entdo b = V' = 0 e a mesma
condicdo vale.

Se r e s forem coincidentes entdo, pela condicdo dada acima, temos que
O=dx+by+cd =Aax+by)+c =Aax+by+c)—Ac+c =—-Ac+ 7,

e portanto ¢’ = Ac.
Resumindo, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.2 Dadas duas retas no plano descritas pelas equagbes r : ax +by+c = 0O e
s:a'x+by+c =0, entdo:

1. Se o vetor (a,b,c) é multiplo de (a’,b’,c’) as retas sdo coincidentes.

2. Seovetor (a,b) é multiplo de (a’,b'), ou equivalentemente os coeficientes angulares sdo
iguais entdo as retas sdo paralelas.

3. Se o vetor (a,b) ndo é multiplo de (a’,b"), ou equivalentemente os coeficientes angulares
sdo distintos entdo as retas sdo paralelas.

Figura 4.1: Retas Reversas

4.1.2 Posicdo Relativas entre Retas no Espaco

Passemos agora para uma andlise espacial. Quando consideramos duas retas no espaco
elas podem estar ou ndo num mesmo plano. Caso elas estejam num um mesmo plano
serdo ditas retas coplanares, e podemos para essas retas aplicar a andlise de posicdo
relativa que fizemos na secdo anterior. Ressaltamos que se duas retas sdo paralelas elas
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sdo necessariamente coplanares. Por outro lado, retas ndo coplanares recebem o nome de
reversas. Em resumo, duas retas no espago podem ser

o Reversas, se as duas retas ndo estiverem contidas num mesmo plano.

e Coplanares, se as duas retas estiverem contidas num mesmo plano. Neste caso, valem
as classificacoes vistas até agora, e as retas podem ser:

- Coincidentes;
— Paralelas;

— Concorrentes.

Precisamos entdo encontrar um critério para determinar se duas retas sdo ou nao coplanares.
Para tanto, considere duas retas r : A+ vtes : B+ us, com A # B. Se r e s forem
coplanares, entdo necessariamente o vetor zﬁ deve ser coplanar aos vetores u e v, ou seja,
0s vetores zﬁ,u e v sdo linearmente dependentes. Do mesmo modo, se ﬁ,u e v forem
coplanares entdo a reta s estd contida no mesmo plano determinado pela reta r e pelo
ponto B. Isso nos dd o seguinte resultado.

Teorema 4.3 Duas retas v : A+ vt e s : B+ us sdo coplanares se e somente se 0s vetores
1@, u, v forem linearmente dependentes, ou seja se:

‘(uxv)-zﬁ‘:o.

Exemplo 4.4 Determine a posi¢do relativa entre as seguintes retas:
a) r:(1,2,0)+42,2,2)es:(1,3,3) +t2,2,3)
b) r:(1,0,0) +#(2,2,2) es:(2,3,0)+£1,-1,2)
c) r:(1,0,0)+t(1,1,1) es: (2,3,0) +£(1,1,1)

d) r:(1,0,0)+£(1,1,1) es: (2,1,1) +£(1,1,1)
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Solucao:

a)

b)

Para determinar se r e s sdo coplanares precisamos estudar a dependéncia linear
dos vetores (2,2,2), (2,2,3) e (0,1,3) = (1,3,3) — (1,2,0). Como o determinante
formado pelas coordenadas destes vetores vale

— 240,

S N DN

2
2
1

W W N

concluimos que as retas nao sdo coplanares, sendo portanto reversas.

Como o determinante formado pelas coordenadas dos vetores (2,2,2), (1,—1,2) e
(1,3,0)

2 2
1 -1 2|=0
3 0

as retas sdo coplanares. Como os vetores diretores ndo sdo multiplos, as retas sdo

concorrentes.

c) Asretas acima possuem o mesmo vetor diretor, de onde concluimos que sao coplanares
e paralelas. Como o ponto (1,0,0) ndo pertence a s, as retas sdo paralelas e ndo coin-
cidentes.

d) Assim como no item anterior, as retas sdo coplanares e paralelas. Como o ponto
(1,0,0) pertence a reta s (basta fazer t = —1 na equacdo de s) obtemos que r e s sdo
de fato coincidentes.

O
Exercicios.

Ex. 1.1 — Sejam r a reta representada parametricamente por x = at+bey =ct+des

a reta cuja equagdo € ax + By = c.

a) Quando r intercepta s?

b) Se r interceptar s determine o ponto P de interseccdo entre as duas retas:

Ex. 1.2 — Verifique se as retas r e s sdo concorrentes e, se forem, obtenha o ponto de

interseccao.
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a) r:X=(1,1,0)+A(1,23);s: X =(2,3,3) +u(321).

x=1+2A x=—1+4A

b) r:q y=A ;818 y=—1+42A
K2‘21—1—32\ z=—2+6A
x=2—4A

c) r: y:4+5)\,s:§:%:z.
z=11

d) rod32 =2y .2 -¥_z3

Ex. 1.3 — A altura e a mediana relativas ao vértice B do triangulo ABC estdo contidas,
respectivamente, em r : X = (—6,0,3) + A(3,2,0) es : X = (0,0,3) + u(3,—2,0). Sendo
C = (4,—1,3), determine A e B.

Ex. 1.4 — Mostre que duas retas

r:{ x=mz+ay=nz==>=

s:{ x=mz+dy=nz="0

se interceptam se e somente se (a —a’')(n —n') = (b —b')(m — m')

Ex. 1.5 — Estude a posicao relativa das retas r e s.
a) r:(1,44)+(1,2,3)tes:(2,51)+(2,4,6)t
b) r:(1,4,4)+ (1,2,3)tes: (2,51)+ (1,4,1)t
o) r:l =4==21es:X=(0,00)+A(1,20).
d) r:X=(819 +A(2-1,3)es: X=(3,—4,4) +A(1,-2,2);
e) riigs = =S esix =y =0
H rix+3=22=les: X =(0,22)+A(1,1,-1).

Ex. 1.6 — Sejam r : X = (1,0,2) + A(2,1,3) es : X = (0,1,—1) + A(1,m,2m). Estude,
segundo os valores de m, a posicdo relativa de r e s.
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Ex. 1.7 — Dadas asretas 7 : X = (0,1,0) + A(1,0,0) es : X = (—1,2,-7) + A(2,1,-3),
obtenha uma equacéo vetorial da reta f, concorrente com r e s e paralelaa ii = (1, -5, —1).

Ex. 1.8 — Determine o ponto de intersec¢do entre a reta que passa pelos pontos (1,2,3)
e (3,2,1) e a reta que passa pelos pontos (2,1,1) e (1,2,1).

Ex. 1.9 — Determine 4, b de modo que as retas sejam paralelas:

. ax+3y—7z—1=0
| Sx+6y—bz=0

s ax+by=>5
| 2x -3y =38

4.2 POSICAO RELATIVAS ENTRE RETAS E PLANOS

Passemos agora para o estudo da posi¢do de uma reta e um plano. Dado um plano 7t e uma
reta r temos trés possibilidades:

e ainterseccdo de r e 7t é vazia. Nesse caso a reta r é dita paralela a 7.

e ainterseccdo de 7t e ¥ € um tnico ponto. Nesse caso dizemos que a reta r € transversal
arn

¢ a interseccdo de 7t e r tem pelo menos dois pontos. Nesse caso temos que todos 0s
pontos da reta r pertencem ao plano 7t e dizemos que a reta r estd contida em 7.

Nao é dificil ver que uma reta r é transversal a 7t se, e somente se, o vetor diretor dessa
reta ndo é paralelo ao plano 7r. Ou, equivalentemente, se o vetor diretor dessa reta néo é
ortogonal ao vetor normal ao plano.

Colocando em coordenadas, obtemos que o plano 7 de equacdo geral ax + by + cz = d
e a reta r de equacdo paramétrica

(x,y,z) = (x0,Y0 + z0) + (v1,v2,03)t
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sdo transversais se, e somente se,
(a,b,¢) - (v1,v2,03 #0),

ou seja, num sistema de coordenadas ortogonais:
avy + buy 4 cvz # 0.

Reescrevendo esta condicdo utilizando o vetor normal ao plano n = (a,b,c) e o vetor

diretor v = (v, v, v3) obtemos o seguinte critério.

Aretar: X = P+ vt é transversal ao plano 7t de vetor normal n se, e somente se,

v-n # 0.

Caso r ndo seja transversal a 7r, nos restam duas opcoes: ou r € paralela ou estd contida
em 7. Para decidirmos qual é o caso basta tomarmos um ponto qualquer da reta e verificar-
mos se este pertence ao plano. Se isso ocorrer a reta esta contida no plano, caso contrario

a reta é paralela.

Exemplo 4.5 Determine a posigdo relativa entre o plano
m:X=(1,21)+(1,-1,1)t + (0,1,2)t
e areta

r:X =(1,34)+(1,1,1)s.

Solucao: O vetor normal ao plano é dado por:
(1,-1,1) x (0,1,2) = (-3,-2,1)

E como (—3,-2,1)-(1,1,1) = —4 # 0, a reta é transversal ao plano.
O ponto de interseccao ocorre quando:

(1,2,1) +(1,-1,1)51 + (0,1,2)t, = (1,3,4) + (1,1,1)s

cuja solugfio és = §,t; = 1,1 = 3.

Substituindo s = 1 na equacfio da reta obtemos o ponto (3,%,17), que ¢ portanto o
ponto de interseccdo de r com 7. O
Exercicios.
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Ex. 2.1 — Mostre que a reta
x=3t—-2,y=—-4t+1,z=4t-5

¢ paralelo ao plano4x — 3y — 6z -5 =10

Ex. 2.2 — Determine a equac¢do do plano contendo a reta
2x+3y—z=>5
2x -5y +2z=6

= _¥Y_z
e paralelaaretax = —7 = 7

Ex. 2.3 — Mostre que a reta

%(x—7):—(y+3):z—4

intersecciona os planos 711 : 6x +4y —5z = 4 e 7o : x — 5y + 2z = 12 no mesmo ponto.
Conclua que essa reta é coplanar com a reta determinada pela intersec¢do desses planos.

Ex. 2.4 — Encontre o ponto de interseccdo da reta dada com o plano dado:
a) S =Vl_z  2y43y4z-1=0
by ¥M3=Y2_z=l oy 2y 4z-15=0

X+

Q) HM2_Vl_z3 oy 42746=0

W

N
N

Ex. 2.5 — Escreva as equacdes do plano que passa por (1,2, —3) e é paralelo as retas:
x—=1 y+1 z-7 x+5 y—2 z+3
2 -3 37 3 =2 -1

Ex. 2.6 — Mostre que as equacoes do plano que passa pelo ponto (xo, Yo, zo) e é paralelo
as retas:
x—a _y—b _ z—q x—a y—-b2 z-oc

7

L I I3 my my ms

pode ser escrita como:

X — Xo y — y() Z—20
I I I =0.
mq ny ms
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Ex. 2.7 — Mostre que a equacéo do plano que passa pelos pontos (xo, Yo, z0) € (x1,Y1,21)
e é paralelo a reta:

x—ay _ y—-b  z—q

h I I3

pode ser escrita como:
X — X0 Y—1Yo zZ— 2

X1 —X0 Y1—Yo Z1 — 20 =0.
I I I3

Ex. 2.8 — Prove que as retas:

x—1 y+2 z-5
2 -3 4

e (xy,z)=Bt—72t4+2,-2t+1)

sdo coplanares e determine a equacdo desse plano.

4.3 POSICAO RELATIVAS ENTRE PLANOS

Queremos agora estudar a posicdo de dois planos no espago. Para comecar analisemos
quais as possiveis posicoes relativas, para depois determinar condi¢des algébricas que as
determinem. Dados entdo dois planos 71 e 71, temos trés possibilidades:

a interseccao de 71, e 71, € vazia. Nesse caso, os planos sdo ditos paralelos distintos.

a interseccao de 711 e 71 € ndo vazia, e dois sub-casos sdo possiveis:
— aintersecc¢do de 711 e 71, € uma reta, e os planos sdo ditos transversais.
— 717 e 7T sdo coincidentes.
Assim como no caso retax plano, para estudar a posicdo relativa entre dois planos uti-
lizaremos intensamente os vetores normais a estes planos. Para dois planos serem paralelos,
por exemplo, precisamos que seus vetores normais sejam paralelos entre si.

A seguinte proposicdo caracteriza a posicao relativa de dois planos. Sua demonstracdo é
simples e fica como exercicio para o leitor.

Proposicao 4.6 Sejam 71 e 7 dois planos de equagdes a1x + biy +¢1 = di e axx + by +
C2z = dj respectivamente. entdo:
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e Os planos 711 e 712 sdo paralelos se os seus vetores normais forem paralelos, isto €, se
(dl,bl,Cl) = A(al,bl,cl).
Nesse caso se:
- (a1, by, ¢1,dq) for proporcional a (az, by, c3,d), entdo os planos sdo coincidentes

- (a1, b1, ¢1,d1) ndo for proporcional a (az, by, ¢3,d2), entdo os planos sdo paralelos
distintos.

e Os planos 11 e 7, sdo transversais se os seus vetores normais ndo forem paralelos, isto
é, se (ay,by,c1) e (a1,by1,c1) ndo sdo proporcionais.

E interessante observar que se 71 e 71p forem transversais, entdo a reta r determinada
pela intersecdo dos dois planos deve ser perpendicular aos vetores normais ny = (a1, by, ¢1)
enp = (ap, by, ), e podemos tomar o vetor ny X ny como vetor diretor de r. Assim, escol-
hendo um ponto P qualquer na intersecdo de 7r; e 7o, obtemos

r: X =P+ (n; X my)t.

Exemplos 4.7

e Os planos 71y : 2x + 3y +4x = 5 e 7 : 6x + 2y + 2x = 3 sdo transversais. E assim a sua
interseccdo, ou seja, o sistema

2x+3y +4x =5
6x+2y+2x =3

determina uma reta.

e Os planos 7rj : 2x 4+ 3y +4x = 5 e mp : 4x 4 6y + 8x = 2 sdo paralelos e néo coinci-
dentes. E assim a sua interseccdo € o conjunto vazio.Ou seja, o sistema

2x +3y +4x =5
6x+2y+2x =3

ndo possui solucoes.

e Os planos 71y : 2x 4+ 3y +4x = 5 e 712 : 4x 4+ 6y + 8x = 10 sdo coincidentes. E assim a
sua intersecc¢do € o plano 711 = 71,. Ou seja, o sistema

2x+3y+4x =5
4x + 6y +8x = 10

tem como solu¢do um plano.
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Exemplo 4.8 A reta r é dada como intersec¢do de dois planos

{x+y+2.z:0 @)

x—z=1
Escreva as equagbes paramétricas para essa reta.
Solucdo: Um modo de escrever as equagdes paramétricas é escolher uma das varidveis é
faze-la igual ao parametro t. Assim por exemplo, fazendo z = t. A equacdo x —z = 1, nos

diz que x = 1 + t. Substituindo esse valores na equacdo x +y +2z =0, temosy = —1 — £.
E assim as equagdes paramétricas sao:

x=1+t
y=-1-3t
z=1t

Outro modo de escrever a equacgao vetorial é encontrando dois pontos que satisfazem a
equacao. Assim por exemplo tomando z = 0, o sistema de equacoes[4.1] fica

x+y=20
x=1

Cuja solucao €é o ponto (1,—1,0), que pertence a reta determinada pela intersec¢do dos
dois planos. Similarmente tomando z = —1, temos que o ponto (0,2, —1) pertence a reta.
De posse dos pontos podemos escrever a equacdo vetorial dos planos:

x=1+4t
y=-1-3t
z=1t

Exercicios.

Ex. 3.1 — Mostre que os planos bx —ay = n, cy — bz = 1 e az — cx = m se interceptam
numa reta se e somente se al + bm + cn = 0.

Ex. 3.2 — Mostre que a reta:

5x =3y +2z—-5=0
2x—y—z—1=0
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estd contida no plano 4x 4+ 3y + 7z — 7.

Ex. 3.3 — Determine os valores de a e b de modo que os planos x +2y +z = b e 3x —
5y +3z =1e2x + 7y + az = 8 se interceptem:

a) um ponto
b) uma reta

c) trés retas distintas e paralelas
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ANGULOS E DISTANCIA

51 ANGULOS

No capitulo anterior nos concentramos no estudo da posicdo relativa entre dois objetos
no espaco. Tal estudo nos permitiu determinar se dois objetos sdo ou néo paralelos, e
neste capitulo vamos aprofundar um pouco mais o estudo de posicdo relativa, definindo e
estudando uma “medida de posicao relativa” entre estes, o que denominaremos por medida
angular ou angulo entre dois objetos no espaco.

5.1.1 Angulo entre duas Retas

O angulo entre duas retas é definido como o dngulo entre seus vetores diretores. Assim se
r: A+ vtes: B+ utfentdo o angulo 0 entre r e s serd tal que
u-v
cosf = ——, (5.1)
[ul[ Iv]

€ consequentemente

u-v
0 = arccos <7>
[[ull [|v]]

Lembramos que a fungdo arccos(x), retorna um angulo x tal que 0 < x < 7. Como
cos(x) = cos(—x), o angulo que obtemos acima é néo orientado, ou seja obtemos apenas
o valor absoluto do angulo. Em outras palavras, nesta definicdo, o dngulo entre a reta r e
areta s € o mesmo que o angulo entre a reta s e a reta r.

Observamos também que entre duas retas ndo paralelas sempre existem dois dngulos
possiveis, e o angulo que encontramos ndo € necessariamente o menor deles, ou seja, o
angulo agudo. Em algumas situacdes é desejdvel conhecermos o angulo agudo entre as
retas r e a reta s. Para isto, observe que se u - v > 0 entdo m > 0. Portanto

arccos u-v < 7r
[all [v] = 27

e o objetivo foi alcangado.
Caso contrario, se u - v < 0, temos que

T <arccos Y <
2 laffffell
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e estamos interessados portanto no angulo suplementar 7t — 6.
Mas note que cos(7t — ) = — cos(f), e portanto, substituindo em (5.1I) obtemos que se
u-v <0, entdo

cos(m—0) = ——— = : (5.2)

[al[ vl flal vl

Desta forma se, denotarmos por a o angulo agudo entre as retas r e s temos que

cosw:M com0<a <.
[[al| {Jv]]

-2
Exemplo 5.1 Encontre o dngulo entre as reta r : X = (1,2,1) 4+ (1,1,0)t e s : x1/2 -
y+3 z+7
2 12’

Solucio: A reta r tem vetor diretor (1,1,0) e a reta s tem vetor direto (1/2,1/2,1/+v/2). E
assim

(1,1,0)(1/2,1/2,1/v2) 1 V2

cosf = — - _¥V~©

1L LO)[(/22,Yv2)  v2 2

elogof = 7. O

E importante observar que para medir o 4ngulo entre duas retas nio é necessario que
estas se interceptem, ji que a nossa definicdo de angulos entre retas é, na verdade, o
angulo entre os vetores diretores das retas. Observamos também que o angulo entre duas
retas paralelas (coincidentes ou néo) € sempre 0.

Também neste sentido, duas retas sdo ditas ortogonais se seus vetores diretores sio
perpendiculares. E duas retas sdo ditas perpendiculares se elas se interceptam e sdo or-
togonais.

Exemplo 5.2 Verifique se asretas r : (1,2,1) +(1,1,0)t e s : (1,3,4) + (1, —1,3)t sdo ortog-
onais e/ou se s@o perpendiculares.

Solucdo: Como (1,1,0) - (1, —1,3) = 0 elas sdo ortogonais.
Para verificar se elas se interceptam, basta resolvemos o sistema linear:

(1,2,1) + (1,1,0)t; = (1,3,4) + (1,—1,3)t2
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Figura 5.1: As retas AB e FG sdo ortogonais mas ndo perpendiculares.

Como o sistema acima, ndo possui solucoes, as retas ndo se interceptam e assim elas nao
sdo perpendiculares.
O

No caso bidimensional, lancando méo da representacdo por equacoes lineares, podemos
redefinir as férmulas para o dngulo entre duas retas, e colocd-las em funcdo da inclinagéo
das retas estudadas.

Tome entdo duas retas v : y = myx +d e s : y = mox + d e lembre-se que podemos
expressar seus vetores diretores respectivamente por v = i+ mjj e u = i+ mjpj. Assim
obtemos que

u-v 1+m1m2
[[ue]lf| \/1 +m%\/1 +ml

A expressdo acima, assim como no caso tridimensional, nos permite calcular o angulo 6

cosf =

ndo orientado entre as retas. Esse dngulo esta entre 0 e 7/2 se 1 + mymy € positivo, e entre
n/2 e pi se 1+ mymy é negativo. Se 1 + mymy = 0 o angulo € igual a 77/2 e assim as retas
sdo perpendiculares.

De modo analogo, podemos encontrar

[my —my|

1+ m 1+

[my —my|

Ji+m1em

|mp—m|

\/1+m%\/ 1+m%

senf =

ou equivalentemente

0 = arcsen

Neste caso, como 0 < <1,temos que 0 < 6 < /2,
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Outro modo de determinar o angulo entre duas retas no plano é lembrando que o coe-
ficiente angular é a tangente do angulo orientado (no sentido anti-hordrio) entre a reta é
a parte positiva do eixo x. Assim dadas duas retas de coeficiente angulares m; = tg¢; e
my = tg ¢,. Pela figura[5.2] temos que 6 = ¢, — ¢1 e logo:

_ oy g —tgp  mp—my
tg9 a tg(¢2 (Pl) a 1—|—tg(,b1 tg(,bz - 1+m1m2

$2 n

/ N

Figura 5.2

Uma vantagem da expressao

my — 1y
0 = arctg m

é que o angulo determinado por esta é o angulo orientado entre as retas rq e ;.

Dadas duas retas de coeficientes angulares my, m;, entdo o angulo entre elas é dado
por:

1+mymy

\/ 1+m%\ / l+m%
|y —my|

\/ l+m%w / l+m§

tgf = 121

1+mymy

cosf =

senf =

Exemplo 5.3 Ache o dngulo entre as retas 2x —y =3 e x + 3y = 4.

Solucao: Neste caso temos que:
1

tngHzi_%)z:—7

E assim 6 = arctg(—7) ~ —81.8699°.
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Exemplo 5.4 Ache duas retas que passe pelo ponto (2,2) e que faga um angulo de 45°com a
reta 2x — 3y = 4

Solucao: Inicialmente vamos encontrar o coeficiente angular dessas retas. Para isso, obser-

vamos que:
2 _m
tg45° =1= 32—
1+35m
E dessa forma 1+ 2m = 2 — m e logo 2m = —1 e assim m = —£. Logo a equagdo da reta
by—2=-1(x-2)
No caso
o m—3
tgd5s° =1=——
1+5m
E dessa forma m = 5. Logo a equagdo daretaé y —2 = 5(x — 2) O
Exercicios.

Ex. 1.1 — Ache o angulo agudo entre asretas 3x —4y+2=0e2x +3y =7

Ex. 1.2 — Qual o angulo entre o eixo x e 5x + 12 = 3?

Ex. 1.3 — Ache duas retas passando por (1, —1) que faz um angulo de 45° com 3x — 4y =
7.

Ex. 1.4 — Ache os trés angulos de um tridngulo cujos vértices sdo (2,1),(—1,2), (3, -2).
Veja se eles somam 180°
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Ex. 1.5 — Seja « um dos angulos formados pelas retas ax + by = c e y = px 4+ q. Dé uma
expressdo para |cos «| .

Ex. 1.6 — Escreva a equagdo da reta que passa pela origem e faz um angulo de 45° com a
reta 5 + # =1

Ex. 1.7 — Mostrar que os quatro pontos (2,2), (5,6), (9,9) e (6,5) sdo os vértices de um
losango e que suas diagonais se cortam mutuamente ao meio e uma é perpendicular a
outra.

Ex. 1.8 — O segmento retilineo que une os pontos médios de dois lados opostos de qual-
quer quadrilatero e o segmento retilineo que une os pontos médios das diagonais do
quadrilatero cortam se mutualmente ao meio.

Ex. 1.9 — Determine as equacOes paramétricas da reta que passa pelo ponto (1,—2,1) e
é perpendicular as retas r : (1, —3,0) + (1,2, 1)t es: (=2,1,0) + (1,—1,1)¢t.

Ex. 1.10 — Determine as equacdes paramétricas da reta perpendicular as retas:

x=3t—-7, y=-2t+4, z=3t+4

x=t+1, y=2t-9, z=-t-12

5.1.2 Angulo entre uma Reta e um Plano

O angulo 6 entre uma reta » e um plano 7t é definido como o angulo complementar ao
angulo agudo entre o vetor diretor a essa reta e o vetor normal ao plano (ver figura[5.3).
Se v é um vetor diretor da reta r e n € um vetor normal ao plano 7t entdo

sen(f) = sen (E - oc) = cos(a)

2
e logo
v-n|
sen(f) = ————
V][ [In]
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Figura 5.3: Angulo 6 entre uma reta e um plano.

Dizemos que um plano 7t com vetor normal n e uma reta r com vetor diretor v, sdo or-
togonais se o angulo entre eles é 7, ou equivalentemente se os vetores v e n sdo paralelos.

Exemplo 5.5 Determine o dngulo entre a reta X = (6,7,0) + (1,1,0)t e o plano de equagdo
vetorial X = (8,—4,2) + (—1,0,2)t + (1,-2,0)s.

Solucdo: Vamos encontrar inicialmente um vetor normal a esse plano:
n=(-1,0,2) x (1,-2,0) = (4,2,2)

Logo o angulo entre a reta é o plano é dado por:

sen(e) — (1’ 1/0) : (4/2/2) — @
V2V/24 2
e assim 0 = % O

Exemplo 5.6 Determine a equagdo geral do plano que passa pelo ponto (1,2,1) e que é
perpendicular a reta X = (1,0,0) + (1,3, 1)t

Solucdo: O vetor normal ao plano pode ser escolhido como (1,3, —1 e assim a equagéo
geral desse plano é: x + 3y —z = d. Como o ponto (1,2,1) pertence ao plano, ele satis-
faz a equacdo do plano, i.e, 1+3-2—1 = d. Logo d = 6 e a equagdo geral do plano é
x+3y—z==6. U
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5.1.3 Angulo entre dois Planos

O angulo entre dois planos 7r; e 71, € definido como o angulo agudo entre os vetores

normais ny e np

Ing - ny|
COS 9 =
©) = Tmall el

Figura 5.4

Dois planos 711 e 71, com vetores normais nj e np respectivamente, sdo ditos ortogonais
se o angulo entre eles é 7, o que implica que seus vetores diretores sdo perpendiculares,
ie,

n;-np; =0

Exemplo 5.7 Determine a equagdo do plano que contém o ponto (1,0,1) e que é perpendicu-
lar aos planos 2x +y +z=2e —x+z=7.

Solucdo: O vetor n normal ao plano, serd ortogonal aos vetores (2,1,1) e (—1,0,1). E
assim

n=(211)x(-1,01) = (1,-3,1)

Logo a equacdo geral do plano é da forma x — 3y + z = d. Como o ponto (1,0, 1) pertence
ao plano:

d=1+3-0+1=2
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E a equacdo geral é x — 3y +z = 2. O

Exercicios.

Ex. 1.11 — Ache os angulos entre os planos:
a) 3x—y+z=2ex—y==6
b) x+2y—-3z=8e2x+4y—6z+31=0
c) x=0ey=0
d x=lex+y=1

Ex. 1.12 — Escreva a equacdo vetorial do plano que passa pelo ponto P e € perpendicular
as planos:

m;+D1=0 rny; + D1 = 0.
Escreva também a equacdo geral desse plano dado que:

P:(x0,Y0,20) m1=(a1,bi,c1) ng=(az, by c2)

Ex. 1.13 — Ache a equacdo do plano perpendicular ao plano xz, que contem o ponto
(1,2,3) e que faz um angulo de § com 3x +2y +z = 1.

5.2 DISTANCIAS

Passemos agora a um novo problema: definir e determinar a distdncia entre dois objetos
(ponto, reta ou plano) no espacgo.

Sabemos facilmente como determinar a distancia entre dois pontos no espago. Bastando
para isso medir o tamanho do vetor determinado por estes pontos. Mas como medir a
distancia entres outros dois objetos? Este serd nosso objetivo nesta secao.
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5.2.1 Distancia de um ponto a uma reta

A distancia entre um ponto P e uma reta r é definida como a distancia entre P e ponto
A € r mais préximo de P. Para determinar a distancia de P a r, sejam A e B dois pontos
de r e considere o tridangulo ABP.

/ B
A drea do triangulo ABP pode ser calculada usando o produto vetorial e assim temos:

A= || AP x AB|

Por outro lado usando que a drea do tridngulo é metade da base vezes a altura temos:

_ |lABJ|n
A= 2

e assim Hﬁ X ﬁ” = HzﬁHh e logo
_ |[AP x 48|

h=4d(P,r)
[AB]

Exemplo 5.8 Calcule a distdncia do ponto P = (1,0,2) aretar: (1,0,1) +(2,0,1)t

Solucdo: Escolhemos A = (1,0,1) e B = (3,0,2). E assim AD = (0,0,1) e AB = (2,0,1)

_10,01) x (201 _ 2
W =" onT v

Distancia de um ponto a uma reta no plano: o caso bidimensional

Assim como nas sec¢Oes anteriores, o caso bidimensional pode ser estudado separadamente.
Queremos entdo utilizar as expressdes determinadas anteriormente para encontrar uma
maneira de expressar a distdncia do ponto P = (p,q) areta Ax+ By+C = 0.
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Comecaremos tratando o caso onde a reta é paralela ao eixo x (A = 0). Neste caso, a

reta terd equacdo y = —% e a distancia serd dada pela diferenca entre a coordenada y do

ponto e da reta, ou seja, d(P,r) = g+ §]|.

Se a reta r ndo é paralela ao eixo y, entdo ela intercepta o eixo x no ponto (— %, 0) e seu

vetor diretor pode ser escolhido como v = Bi — Aj (por qué?).
Desta forma, a equagdo vetorial dareta é r : (—%,0) + (B, —A)t. Escolhendo A = (§,0)

e B= A+ v, temos que AD = (p+%,9), e temos

i j k
B —-A 0|,
p+s g 0

e assim AP x v = (Bg+ Ar+C) k.
Segue entdo que Hﬁ x v|| = |Ar 4+ Bs + C| e assim

_ |Ap+Bq+C|
VAT B

Observe que fazendo A = 0 na expressdo acima, recuperamos a expressdo encontrada

d(P,r)

para retas paralelas ao eixo x, e portanto esta férmula pode ser usada em qualquer caso.

Exemplo 5.9 Calcule a distdncia do ponto (1,3) a reta 4x —2y —3 = 0.

Solucao:

i 4-1-2-3-3] 5
V16 +4 V20

Exemplo 5.10 Existem duas pontos cuja coordenadas x sdo iguais a —3 e que distam 6 da
retar : 5x — 12y — 3 = 0. Ache as coordenadas y desse ponto.
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Solucdo: Ambos os pontos podem ser representados como (3,s). Para esses pontos temos

que:
I5(—3) — 125 — 3|
d pum— =
13 6
e logo |18 +12s| = 78 e logo s = 5 ou s = —8. E os pontos sdo (—3,5) e (—3, —8) O
Exercicios.

Ex. 2.1 — Ache as distancias entre os pontos e as retas dadas:
a) (—3,4)abx—2y=3.
b) (—2,5)a7x+3=0.
c) (—3,4)ady+5=0.
d) Origema3x —2y+6=0.

Ex. 2.2 — Determine a distancia ¢ entre o ponto A = (3,1) e a reta x + 2y = 3.Pelo
seguinte método: primeiro ache o ponto B sobre essa reta tal que d (A, B) = J. Escreva a
equacao da reta de forma paramétrica r = rp+vt e calcule o produto interno dos vetores
1@ e v. Conclua.

Ex. 2.3 — Ache o comprimento das alturas de um tridngulo com vértices (a,0), (b,0), (0, c).

Ex. 2.4 — Ache a distancia entre as duas retas paralelas: 3x +2y = 6 e 6x +4y = 9.
(Porque essas retas sao paralelas?)

Ex. 2.5 — Prove que a distancia entre duas retas paralelas cujas equacdes sdo Ax + By +

C=0eAx+By+C' =0¢:

€ - C]
VA% + B?

Ex. 2.6 — Ache os pontos da reta y = 2x + 1que estdo situados a distancia 2 da origem.

Ex. 2.7 — Quais sdo as retas paralelas a reta 3x — 4y = 1 que estdo a distancia 5 desta?

134



5.2.2 Distancia de um ponto a um plano

A distancia entre um ponto e um plano € definida de maneira anédloga ao caso ponto-reta.
Considere entdo um plano 7 com vetor normal n, e P um ponto qualquer. Para calcularmos
a distancia de P a 71, tome A um ponto qualquer de 7t e considere o vetor ﬁ A distancia
de P a 7t serd dada entdo pela norma da projecdo de ﬁ sobre n, ou seja,

)

d(P, ) = |[Proj, AP|| = S

Se na expressdo anterior tomarmos P : (xo,Yo,20), A : (a1,42,43) € supormos que o
plano 7 tem equacdo geral ax + by + cz = d, teremos que o vetor normal a este plano é
n = (a,b,c), e portanto

~a(xo —x1) +b(yo — y1) + c(yo — y1)|
AP, m) VEiE e 5:3)
|axo + byo + cyo — (ax1 + by1 + cy1)|

h_ (5.4)
N oo

Como o ponto A pertence ao plano, temos que axy + byg + cyo = d e assim

’Ele —|—byo + cyo —d’
Va? + b2 + c?

Observe que, como seria de se esperar, a distdncia ndo depende do ponto A escolhido.

(5.5)

d(P, )

Exercicios.

Ex. 2.8 — Determine a distancia entre os planos dados e a origem:

a) x=5
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b) x+y=1
0 2x+y—z=0
d 2x+y+z=2

Ex. 2.9 — Se a distancia da origem a um plano € d, e esse plano intercepta os eixos em
(a,0,0), (0,b,0) e (0,0,c) prove que:
1 1 1 1

Z- 2t eta

5.2.3 Distancia entre Duas Retas

Seguindo as ideias utilizadas nos casos anteriores, a distdncia entre duas retas r e s serd
definida como a menor distancia entre um ponto r € um ponto de s.

Sejam entdo r,s duas retas no espaco tais que r: A+utes: B+ vt.

Se as retas forem coincidentes ou concorrentes, claramente a distdncia entre elas é nula.
Se as retas forem paralelas e ndo coincidentes a distancia entre elas é igual a distancia
de um ponto P qualquer de r a s, e assim essa distancia pode ser calculada usando os

conhecimentos obtidos na se¢éo anterior.

Se as retas r e s forem reversas comecamos escolhendo um ponto P sobre r e um ponto
Q sobre s. Projetamos entdo o vetor 1@ sobre o vetor n = u X v que é ortogonal as retas r
e s. A norma dessa projecdo ¢ a distdncia entre as retas.

Como

PO -
Proj,, lﬁ = Hann

e assim:
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Figura 5.5: Distancia entre retas reversas.

i

d(rs) = L1 (5.6)
(7:5) Tl
o [Pem
(7’,5) = m (57)

Exercicios.

Ex. 2.10 — Determinar as equacdo da reta que passa pelo ponto (3,1) e tal que a distancia
desta reta ao ponto (—1,1) é igual a 2y/2. (Duas solucées)

Ex. 2.11 — Determinar a equac¢do do lugar geométrico de um ponto que se move de
maneira que sua distancia a reta 4x — 3y + 12 = 0 € sempre igual a duas vezes a distancia
ao eixo x.

Ex. 2.12 — O angulo de inclinacéo de cada uma de duas retas paralelas é a. Se uma reta
passa pelo ponto (a,b) e a outra pelo ponto (c,d), mostrar que a distancia entre elas é

|(c —a)sena — (d —b) cos |

Ex. 2.13 — Ache as equacgoes dos planos paralelos ao plano 3x — 2y +6z + 8 = 0 e que
distam 2 desse plano.

Ex. 2.14 — Ache a distancia entre os planos paralelos
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a) 4x+8y+z=9ed4x—-8y+z+18=0
b) 3x —2y+6z+8=0e6bx—4y+12z+12=0

Ex. 2.15 — Ache a equacdo da reta que passa pelo ponto (2,1,5) e que intercepta a reta
x—1 y+2 z-3
3 4 2
perpendicularmente.

(—2,1) é sempre igual a trés vezes a distancia a reta y +4 = 0.

Ex. 2.16 — Determinar a distancia do ponto a reta:
a) ponto (7,7,4)aretabx +2y+z—4=0eb6x—y—2z—10=0
> -7 _ y+3 __
b) ponto (—1,2,3) areta >z~ = 5 = %

Ex. 2.17 — Ache os pontos sobre o eixo y que distam 4 do plano x +2y — 2z =0

Ex. 2.18 — Determinar a distadncia d do plano 3x — 12y +4z —3 = 0 ao ponto A =
(3,—1,2) pelo seguinte processo: Encontrar o ponto B , pé da perpendicular desde A até o
plano. Entdo determinar 4 como o comprimento do segmento AB.

Ex. 2.19 — Determine a distancia do ponto (2,2,2) a reta

x=2t+1
y=23t+2
z=5t+1

Ex. 2.20 — Determine a distancia entre as retas r que tem equacdo parameétricas:

x=2t+1
y=23t+2
z=5t+1

e a reta s que tem equacdo paramétrica:

X =4s+1
y =2s+2
7 =1s+5
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5.3 RETAS EM COORDENADAS POLARES

Se sobrepormos um sistemas de coordenadas polares a

um sistema de coordenadas cartesianas de modo que . (x,y) peixo y
o polo e a origem coincida e a direcdo principal OA, o A
sobreponha-se a parte positiva do eixo x (veja figura[5.6)), :
podemos ver que a relacdo entre as coordenadas para o Y
mesmo ponto é dada por: 0
< A ,
{ x = rcosf 5.8) x Ol eixo x
y = rsenf
Figura 5.6

sendo

r= \/m 0= arctg% = arcsen %_'_yz = arccos ﬁyZ

Substituindo as relacdes dada por [5.8] na equagdo geral de uma reta s : Ax + By = C,
temos que esta pode ser expressa em coordenadas polares como:

r(Acosf+ Bsenf) = C (5.9

ou equivalentemente:

E = (Acosf + Bsenf (5.10)
"

Exemplo 5.11 A equagdo da reta 3x + 2y = 7 em coordenadas polares é:

r(3cos@ +2senb) =7

Sem perda de generalidade, podemos assumir que C

é positivo (Mudando os sinais de ambos os lados se
Vv A? + B? necessario).

B Se construirmos, no quadrante apropriado, um tridngulo

' retdngulo de lados A e B, a hipotenusa desse tridngulo sera

a
O\ > /A2 + B?, logo:

A
B =senw A = cosu
VAZ+ B2 " VAT B?
Se dividirmos ambos os lados da equagio [5.9] por v/ A% + B2 ficamos com:

A B C
r 7C059+7861’19> = —
<1/A2+BZ 4/A2_+_BZ 1/AZ_}_BZ
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e consequentemente
1 (cosacosf +senwacosf) =h

sendo
_Cc
VA2 + B2

e desse modo a equacdo da reta em coordenadas po-

lares pode ser escrita como:
rcos(0—a)=nh

A equacgdo anterior é conhecida como equacgédo padrao da reta em coordenadas polares.

O significado geométrico de & € a distancia da reta a origem enquanto « é o angulo entre
o eixo polar e a reta passando pela origem e pelo ponto que realiza a distdncia minima
entre a origem e a reta s. Podemos ver esse fato revertendo o problema, isto €, seja s uma
reta tal que a distancia dessa reta a origem O é h. Se tomarmos um ponto de coordenadas
(r,0) sobre essa reta de vetor posigdo r. Entdo o tridngulo delimitado por k, r e a reta
s forma um triangulo retangulo com hipotenusa r. Em relacdo ao angulo 6 — « o lado
adjacente é /1 e assim

h
cos(6 —a) = -

e logo

rcos(6 —a) =h

Exemplo 5.12 Ache o tamanho e a direcdo do segmento que liga a perpendicularmente
origem a reta abaixo.

1
& 8cosf + 6senf

Solucao: Comecaremos colocando a equagédo

1
o= 8cos0 + 6sent
na forma padréo:

rcos(0 —a) =h
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que expandindo fica:

1 1 1
- = —cosoccosG—FEsenzxsenG

h

Igualando os temos temos:

1

7, cos« =8 (5.11)

1

Esenuc =6 (5.12)
Elevando as equacdes e ao quadrado e somando temos:

1

1

E .

Dividindo a equacdo[5.12] pela equacdo[5.11] temos:
3

tzx—é——
B8 =874

e consequentemente i =

Consequentemente, temos que a distincia é 5 e a inclinacfio da reta € arctg (?I)

0

Exercicios.

Ex. 3.1 — Ache a distdncia da reta
6
o= cosf + v/3sen
a origem.
Ex. 3.2 — Ache o tamanho e a direcdo do segmento que liga a perpendicularmente origem
a reta abaixo.

% =4cosf+ 3senf

Ex. 3.3 — Identifique e desenhe as seguintes retas, colocando as na forma padrdo. Confira
suas respostas usando coordenadas cartesianas

a) rcosf =3

b) rsen6 =3
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¢) r(5cos6+senf) = 32
d) 5(5cosf —12senf) = 39

Ex. 3.4 — Mostre que se uma reta ¢ paralela ao eixo x e dista h da origem, entdo sua
equacdo é dada por rsenf = h

Ex. 3.5 — Mostre que se uma reta ¢ paralela ao eixo y e dista h da origem, entdo sua
equacdo é dada por rcosf = h ou por rcosf = —h , dependendo se a reta se encontra a
esquerda ou a direita do eixo y.

Ex. 3.6 — Mostre que a equacdo da reta ligando os pontos de coordenadas polares (11, 601)
(r2,6,) é dada por:

sen(f) —601)  sen(6 —6;) n sen(f, — 6
r B 2 81

Ex. 3.7 — Dada a equagdo & = f(0) com
f(6) =acos(6+ )+ bcos(0 + B)

a) Mostre que esta equagdo representa uma linha reta.

b) Conclua que % = f(0 + 7/2) também representa uma linha reta. E que essa reta é
perpendicular a reta de equacéio & = f(6).

c) Mostre finalmente que todas as retas perpendiculares a % = f(0) sdo da forma

% = f(6 + 7/2) para algum C,
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6 CIRCULOS E ESFERAS

6.1 EQUACOES CANONICAS DE CIRCULOS E ESFERAS

Um circulo é o conjunto de pontos no plano que estdo a uma
certa distancia r de um ponto dado (a,b).

Desta forma um ponto (x,y) pertence ao circulo de centro
(a,b) e raio r se e somente se satisfaz a equacéo:

Vix—a+ - =
ou equivalentemente: Figura 6.1: Circulo de
centro A e raio r.

(=0 + (=) =7

No caso de uma esfera de centro (a,b,¢) e raio r a equacdo reduzida da esfera é

(x—a)Z—l—(y—b)z—I—(z—c)2:r2

E

e [

C

Figura 6.2: Esfera de Centro C e raio r.

Exemplo 6.1 Achar a equagdo do circulo de centro (—3,1) que é tangente a reta 3x — 4y —
2=0
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Solucdo: Temos o centro e precisamos achar o raio. O raio é a distancia entre a reta e o
ponto, ja que a tangente a um circulo é perpendicular ao raio que liga o centro ao ponto
de tangéncia. Logo:
13(=3) —4-1-2] _3

V32 +42

e assim a equacao do circulo é:

r =

(x+3)+ (-1 =90ux®+ 12 +6x—2y+1=0

Exemplo 6.2 Achar a equagdo da esfera cujo didmetro é o segmento que liga (3,—1,2) a
(5,3,4).

Solucdo: Ndo temos nem o centro nem o raio aparentemente. Mas temos que o centro é o
ponto médio do segmento e que o raio é metade do didmetro. Logo:

1
r= E\/(5_3)2+(3+1)2+(4_2)2 =V6
O ponto médio é (4,1,3) e logo a equagdo da esfera é:

(x—4)P2+(@y—-1>+(z-37=6

Exemplo 6.3 Identificar a curva cuja equagdo é:

X4y —6x—4y—12=0

Solucéo: Identificaremos a curva completando quadrados. O termo x> — 6x pode ser con-
vertido num quadrado, se somarmos 9 e y?> — 4y pode ser convertido num quadrado so-
mando 4. Desta forma, somaremos 4 + 9 em cada lado da equagdo x> +y? — 6x — 4y — 12 =
0. Logo temos:

X4y —6x—4y—12=0 (6.1)
= (P —6x+9)+ (P —4y+4)=12+4+9 (6.2)
= (x—3)%+ (y—2)* =5 (6.3)
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Logo a curva € um circulo de raio 5 e centro (3,2). O

Podemos generalizar o exemplo anterior:

Exemplo 6.4 Identificar a curva cuja equagdo é:

>+ + Ax+By+C=0

Solucdo: Como no exemplo anterior, identificaremos a curva completando quadrados. O

. 2
termo x? + Ax pode ser convertido num quadrado, se somarmos 4- e y? + By pode ser

. 2 2 2
convertido num quadrado somando BT. Desta forma, somaremos AT + BT em cada lado da

equagao:
X?+y*+ Ax+By+C=0 (6.4)
A2 B? A2 B?
2 2 ~ =4+ _
:><x +Ax+4>+<y +By+4> 4+4 C (6.5)
A\? B\? A? B2
i(”a) +<y+§> =3 T3¢ (6:6)

~ . ~ o 2 2
Observamos que para a equacéo anterior ser a equacio de um circulo, r> = AT + BT —C,e

. 2 2
assim temos que ter AT + BT —C>0.
2 2 o . ~ 7 .
No caso em que AT + BT — C < 0, o lugar geométrico descrito pela equagédo é vazio,
pois a equacao nao pode ser satisfeita pois a soma de quadrados é necessariamente nega-

tiva.
2 2 o) . ~ 7
No caso em que AT + % — C =0, o lugar geométrico descrito pela equagiol[6.6é o ponto
(—é, —g), pois se a soma de quadrados perfeitos é 0 cada termo da soma € zero. |

De modo andlogo, podemos demonstrar que a equacao
X+ +22+Ax+By+Cz+D =0

2 2 2 2 2 2
descreve uma esfera se AT+BT+%—D > 0, um ponto se AT+BT+%—D =0eo
. . AZ BZ CZ
conjunto vazio se - +  + 37 — D <0.

Exemplo 6.5 A superficie cuja equagdo é:
12-2x+x*+4y+y* +8z+22=0

¢ uma esfera. Encontre seu centro e raio.
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Solucao: Completando os quadrados temos

(2 =2x+1)+ (2 +4y +4) + (2 +82+16) —1—4— 16 +12 = 0.
Dai segue que:

(x =124+ (y+2)%+(z+4)*=9

E logo o centro dessa esfera é (1, —2, —4) e o raio é 3. O

6.1.1 Circulo por trés pontos

Trés pontos nao colineares determinam um unico circulo. Assim sendo, fixados P;, P, e
P; ndo colineares podemos facilmente encontrar a equagdo do circulo que passa por tais
pontos. Tal equacdo pode ser encontrada observando que a equacdo geral de um circulo é
da forma

X +y*+Ax+By+C=0

e que um ponto pertence ao circulo se e somente se suas coordenadas satisfazem tal
equacdo. A substituicdo de cada ponto resulta assim numa equagdo linear nas varidveis
A, B, C e assim o fato dos trés pontos pertencerem ao circulo nos fornecem um sistema lin-
ear em trés equacOes e trés variaveis A, B, C. Resolvendo tal sistema encontramos, entio,

a equacao do circulo.

Exemplo 6.6 Determine a equagdo do circulo que passa pelos pontos (—1,2), (0,1) e (=3,2).

Solucdo: Substituindo os pontos na equagado

temos o sistema:

5-A4+2B+C=0
1+B+C=0
13-3A+2B+C

cujas solucdo é A =4,B = 0,C = —1. E logo a equacéo é

P+ +4x—1=0.
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Completando quadrado obtemos, entdo:
(P+dx+4)+y*—4-1=0.
Donde segue:
(x +2)*+y* =5.

Desse modo vemos que o circulo que passa por tais pontos tem centro (—2,0) e raio /5.

E possivel encontrar a equacio de um circulo por trés pontos nio colineades de uma
outra maneira. Nessa consideramos o triangulo determinado pelos pontos P;, P, Ps e esse
circunscrito na circunferéncia. Assim o seu centro é o circuncentro desse tridngulo, isto é,
o encontro das mediatrizes.

Exemplo 6.7 Determine a equagdo do circulo que passa pelos pontos (—1,2), (0,1) e (=3,2).

Solucdo: A equacdo da reta passando pelos pontos (—1,2), (0,1) é y —1 = —x, e como o
ponto médio desses pontos é: (—%, %) temos que a mediatriz relativa a esse lado é: y — % =
X+ % (Ilembrando que como a mediatriz é perpendicular ao lado seu coeficiente angular é
igual a menos o inverso do coeficiente da reta).

De modo andlogo a equacdo da reta passando pelos pontos (0,1) e (—3,2) éy = —3 +1
e a equacdo da mediatriz é: 3x = —6+y

temos o sistema:

3x=—-6+y
y—3=x+;
cujas solucdo é x = —2,y = 0, ou seja o centro da circunferéncia é (—2,0). O raio pode

ser calculado observando que este serd a distancia do centro (—2,0) a um dos vértices do
tridngulo, por exemplo (0,1). Assim r> = 5, e logo a equacio é:

(x+2)2+y* =5.
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Exemplo 6.8 Obtenha a equagdo da esfera que passa pelos pontos (0,0,1),(2,0,0),(1,1,1),(0,1,0)

Solucdo: Impondo que os pontos pertencam a esfera temos o seguinte sistema linear:

1+C+D=0
44+2A4+D =0
3+A+B+C+D=0
1+B+D=0
cuja solugio é A= —3,B= —1,C = —1,D = —% e assim a equacfio da esfera é:
2., .2 2___%_5_%2
Xty +z 3 3733 0

Donde segue:

Exercicios.

Ex. 1.1 — Ache a equacao dos seguintes circulos:
a) Centro (—2,5) eraior = 3.
b) Centro (1,3) eraior =2
c) Centro a origem e raior = a
d) Centro (5,2) e passando pelo ponto (2,3)
e) Tangente ao eixo y na origem e raio a

f) Diametro (5,2) a (—2,10)
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g) Centro (3,—2) tangentea2x —y =0
h) Tangente a 2x — 5y + 1 = 0 no ponto (2,1) e raio 3 (duas respostas)

Ex. 1.2 — Identifique, dando o centro e o raio.
a) x*+y?—4x+6y=12
b) x2+y?—2x—4y+5
¢ x*+y?=2ax
d) 4x* —4x =5y — 4
e) x*+y?+22=2az

Ex. 1.3 — Ache a equacéo do circulo que passa pelos pontos (4,0), (0,3) e a origem.

Ex. 1.4 — Ache a equacdo dos seguintes circulos

a) Tangente aos eixos coordenados coordenados no segundo quadrante e com raio
r = 4.

b) Tangente ao eixo x, ao eixo y e a linha que intercepta o eixo x e 0 eixo y em 3 e 2
respectivamente.

Ex. 1.5 — Verifique que as equacoes abaixo descrevem esferas, em caso afirmativo identi-
fique o centro e o raio:

a) X24+y*+z2-2x—4y+10=0

b) x?—6x+y?—4y + 2%+ 14z + 58
o) x*+y*—6y+z2+4z+16

d) ¥*4+2x+y*+4y—2z2+62—29

Ex. 1.6 — Dados P; = (x1,y1,21) € P» = (x2,2,22) entdo a equacdo da esfera que tem
P; P, como didmetro é

(x—x) (x =) +(y—y1) W —y2) +(z=21) (2=22) =0
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6.2 RETAS TANGENTES E PLANOS TANGENTES

Uma reta é dita tangente a um circulo se a interseccdo entre essa reta e o circulo for
somente um ponto. Para uma reta tangente o seu vetor diretor € perpendicular ao vetor
ligando o raio ao ponto de interseccdo. Além disso a distdncia do centro do circulo a reta

tangente € igual ao raio do circulo.

Figura 6.3: Reta tangente a um circulo

De modo anélogo, dizemos que um plano é tangente a uma esfera se esse plano inter-
ceptar a esfera num unico ponto. Nesse caso o vetor normal ao plano é paralelo ao vetor
radial ligando o centro da esfera ao ponto onde o plano intercepta a esfera. E a distancia

do plano tangente ao centro da esfera ¢ igual ao raio da mesma.

Figura 6.4: Plano tangente a uma esfera

150



Exemplo 6.9 Ache a reta tangente ao circulo de equagdo x> + y*> — 2y — 4x = 0 no ponto
(3,3)

Solugio: Completando quadrados podemos colocar a equagéo x> + y?> — 2y — 4x = 0 na
forma reduzida:

(x=27+ (-1 =0

Logo o centro do circulo tem coordenadas (2,1). Logo, o vetor ligando o centro do circulo
ao ponto (3,3) é i + 2k e assim o coeficiente angular da reta passando por estes pontos
¢ igual a 2. Logo, o coeficiente da reta tangente é —% (Por qué? Tente escrever a equacao
da reta tangente na forma padrdo obtendo antes equagdes paramétricas para a mesma.). E
assim a equacao da reta tangente é:

y—3=—3(x~3)

ou

Podemos generalizar o exemplo anterior. Dado um circulo de equacéo
(x—a)2+ (y—b)2 =1

Vamos calcular a equagdo da reta tangente no ponto (xi,¥1).
Para tanto, consideraremos o vetor ligando o centro do circulo ao ponto de tangencia:

(x1 —a)i+ (y1 — b)j. Consequentemente a inclinacdo da reta passando por esses pontos

7 ylfb

X1
e: Y1—a

Logo o coeficiente angular da reta tangente é —71—. E assim a equacio da reta

tangente é da forma

X1 —4a

(y—m)= —yl_b(x+x1)
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(y—y1)(y1 —b) = —(x1 —a)(x — x1)
e assim expandindo:

(x1—a)x+ (1 —b)y =k

para alguma constante k. Somando (x; —a)(—a) + (y1 — b)(—b) em ambos os lados da
equacao obtemos:

(1 —a)(x—a) + (1 = 0)(y = b) = k2

para alguma constante kj, que determinaremos agora. Se substituirmos x = x; e y = y;
teremos que

ko = (x1 — a)2 + (y1 — b)2 =72
e assim a equacdo da reta tangente no ponto (x1,y1) é

(1 —a)(x—a)+ (y1 —b)(y —b) =1*.

Exemplo 6.10 Obtenha as equagdes dos planos tangentes a esfera —3 — 2x + x* + 4y + y> +
2z + z2 = 0 que sdo paralelos ao plano x — 2y + 2z = 3.

Solucao: Completando quadrados temos que a equacao da esfera pode ser escrita como:
(x =1+ +2°+(z+1)* =9

Logo o centro dessa esfera é (1, —2, —1) e o raio é 3.

A equagdo geral de um plano paralelo a x — 2y 4 2z = 3 tem equacdo da forma: x — 2y +
2z =d

Como esse plano € tangente a esfera a distancia do centro dessas esferas ao plano é igual
ao raio dessa esfera. E assim:
_L-2(-2)+2(-1) —d]

d(C =
(C, ) 5 3
e logod = —6 ou d = 12 e assim as equacdes dos planos sdo x —2y +2z = —6e x — 2y +
2z =12.

O
Exercicios.
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Ex. 2.1 — Ache a equacdo a reta tangente no ponto indicado:
a) x*+y?=25,(-34)
b) x?+y? = 2x — 4y, origem.
¢) Ache as retas tangentes ao circulo x> + y? = 4x que passam pelo ponto (3,2).

d) Uma corda da circunferéncia x> + > = 25 se encontra sobre a reta cuja equacio é
x — 7y + 25 = 0. Qual o comprimento dessa corda?

Ex. 2.2 — Para um tridngulo qualquer encontrar:
a) a equacgdo da circunferéncia circunscrita ao triangulo
b) aequacado da circunferéncia inscrita ao tridangulo

¢) aequacao da circunferéncia que passa pelos pontos médios dos lados do tridngulo.
[Dica: As coordenadas podem ser escolhidas de modo que os vértices do triangulo sejam

(0,0), (0,a), (b,c) ]

Ex. 2.3 — As equacdes dos lados de um tridngulo sdo 9x +2y + 13 =0,3x + 8y —47 =0
e x —y — 1 = 0. Encontrar a equacéo da circunferéncia circunscrita.

Ex. 2.4 — Mostrar que as tangentes de inclinagdo m & circunferéncia x> + y*> = r? séo

y=mx+rv1+m?.

Ex. 2.5 — Qual a equagdo da circlinferencia que passa pelos pontos (1,2),(3,4) e que tem
centro sobre o eixo y?

Ex. 2.6 — Fixado a, quais devem ser os dois valores de b para que a reta y = ax + b seja
tangente ao circulo de centro na origem e raio r?

Ex. 2.7 — Uma circunferéncia de raio 5 é tangente a reta 3x — 4y — 1 = 0 no ponto (3,2).
Determinar sua equacao (duas solugoes).

Ex. 2.8 — Mostrar analiticamente que qualquer reta que passa pelo ponto (—1,5) nédo

pode ser tangente a circunferéncia x> + y? + 4x — 6y + 6 = 0. Interprete o resultado geo-
metricamente.
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Ex. 2.9 — Ache a equacdo dos circulos que passam pelos seguintes conjuntos de pontos.
Diga qual o centro, o raio e desenhe.

a) (3,4),(-1,2),(-2,4)
b) (4,2),(-2,3),(—1,6)
c) (a,0),(b,0),(0,c)

Ex. 2.10 — Mostrar que o plano tangente a esfera x> + y? + z?> = r? no ponto (a, b, c) tem

equacio ax + by + cz = r?

Ex. 2.11 — Ache a equagdo da esfera que passa pelos pontos (0,0,1),(1,0,0),(0,1,0) e
cujo centro estano planox+y —z =0

Ex. 2.12 — Ache a esfera que tem centro na reta
xX=2z-3
r:
y=z-1
e passa pelos pontos (6, —1,3) e (0,7,5)
Ex. 2.13 — Calcule a distancia do ponto (2,3,4) a esfera x> + 4x + y?> — 2y + 2% + 4.

Ex. 2.14 — Determine a equagdo da esfera cujo centro é (3,2, —2) é que é tangente ao

plano
1 -3 2
=10 |+ 1 t+ s
z 1 0 1

Ex. 2.15 — Determine a equagao da esfera cujo centro se encontra sobre o eixo X e que
passa pelos pontos (3, —4,2) e (6,2, —1).
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Ex. 2.16 — A equacdo de uma esfera é x> + y*> + z2 + 6y — 4z + 9 = 0. Determinar a
equacdo da esfera concéntrica que é tangente ao plano:

-1
= 0
-1

N
+

— = N
”n
+
o
~

Ex. 2.17 — Ache os planos tangentes a esfera x2 + 2 + (z — 1) = 1 que séio paralelos ao
plano 4x —y +3z =2

Ex. 2.18 — Encontre a equacdo dos planos que contem a reta » e sdo tangentes a esfera
S:

r.x+6
T2

eS:x?+y?+22—4x+2y—4z+4=0.

=y+3=z+1

6.3 CIRCUNFERENCIA EM COORDENADAS POLARES

CENTRADA NA ORIGEM O caso mais simples ocorre quando a circunferéncia esta cen-
trada na origem nesse caso a circunferéncia € o conjunto de pontos que distam uma con-
stante a da origem ou seja a equacao em coordenadas polares é

r=a.

E facil de ver que essa equacdo coincide com a em equacdo em coordenadas cartesianas.
Observe que, em coordenadas cartesianas, P = (x,y) pertence a tal circulo se e somente
se: x = acosf e y = asen. Dai segue que:

x? +y* = a*(cos? 0 + sen® ) = a>.
PASSANDO PELA ORIGEM  Dada uma circunferéncia de raio a e passando pela origem.
As coordenadas polares do centro dessa circunferéncia sdo (a, «).

Considere o triangulo AOKP. Como OK é diametro da circunferéncia circunscrita ao
triangulo vemos que AOKP é retdngulo em P. Da defini¢do de cosseno segue entao:

r=2acos (0 —a).
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FORMA GERAL Dado uma circunferéncia de centro (c,«) e raio a, usando a lei dos
cossenos temos que:

a* = 1* +c* —2rccos (6 —a)

que é a equacao da circunferéncia na forma geral.

P:(r0)

Exercicios.

Ex. 3.1 — Mostre que o centro do circulo de equacdo r = Acosf + Bsenf é

VA% + B? B
s arctg n

Ex. 3.2 — Mostre que a reta r senf = 4 é tangente ao circulo r = 8 cos 6

Ex. 3.3 — Mostre que a equacdo da tangente ao circulo
r = 2acos
no ponto (r1,61) é:

rcos(60 —2601) = 2a cos? 6,
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Ex. 3.4 — Mostre que para todos os valores de a a reta
rcos(f —a) =a+rjcosa
é tangente ao circulo

r? —2rricos@+ 17 —a? =0
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7 CURVAS

7.1 PARAMETRIZACAO DE CURVAS

No Capitulo [3] onde estudamos as equacdes de uma reta no plano e no espaco, vimos que
tal entidade geométrica pode ser representada por equacdes paramétricas:

= a4 ot
r:¢y = b+opt (7.1)
z = c+vst

onde Sy = (a,b,c) é um ponto da reta r e v = (v1,vp,v3) é um vetor paralelo a r.

Nesse ponto, observamos que a reta representada
pelas equacoes[/.1] pode ser interpretada como a tra-
jetéria no espaco IE® descrita por um corpo em movi-
mento retilineo uniforme com posicéo inicial Sy e ve-
locidade v. Assim, as equacoes[/.1] sdo meramente a
representacdo em coordenadas da clédssica equacao
da fisica:

S=5y+ vt

onde S(t) = (x(t),y(t),z(t)) descreve a posicdo do
corpo em estudo no tempo ¢.

X

Suponha agora que queiramos representar cur- .
. .. . Figura 7.1: Curva Parametrizada
vas no espaco de modo semelhante, isto é, imagi-
nando um corpo que se move livremente pelo espago e descrevendo a posicdo X(t) =
(x(),y(t),z(t)) desse corpo no instante ¢, onde agora x, y e z sdo funcdes (ndo necessaria-
mente lineares) de R em R (ver Figura[Z7.1]).

Simplificadamente, podemos entdo definir uma curva parametrizada no espago com parametro
t como uma funcdo continua X : I — R3, X(¢) = (x(¢),y(t),z(t)), onde I = (a,b) é um
intervalo da reta real. Usualmente pedimos uma certa regularidade para essa funcao, a
saber que as funcdes x(t),y(t) e z(t) tenham derivadas de toda ordem (para que seja pos-
sivel definir um vetor velocidade, um vetor aceleracao, etc...). De modo andlogo podemos

definir uma curva no plano como uma funcéo continua X : I — R
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Observamos que no caso de uma curva qualquer o vetor velocidade que era constante

nas equacdes da reta agora é um vetor tangente a curva que varia com o parametro ¢. Tal

vetor é dado pela derivada X'(t) = (x'(t),y'(t),2'(t)) da funcdo X em relagdo a t.

YA

sen t

Exemplo 7.3 A curva espacial X(t) = (cost,sent,t/10) descreve
uma hélice contida no cilindro x* + yz =1, isto ¢, o cilindro com
base de raio 1 com eixo na reta X = (0,0,0) + £(0,0,1), Tal curva
caminha 21—75 na dire¢do de z para completar uma volta em torno do

cilindro. Observe a figura ao lado.

osk / \ / \
“‘ \ / \

L \
-05 \

—10k N N

Figura 7.3: Grafico de senx
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Ex. 3.5 — Exemplo 7.1 A curva plana X :
[0,27] — R? dada por X(t) =
(2cost,2sent) descreve um circulo de raio
2 em R2

O vetor velocidade de X no instante t é
X'(t) = (—2sent,2cost).

Observacdo 7.2 Uma curva X : [a,b] —
IR?, como por exemplo a curva descrita no Ex-
emplo [Z.1) tal que X(a) = X(b) € conhecida
como curva fechada.

Figura 7.2: Hélice

Exemplo 7.4 O grdfico de uma fungdo f : R D D — R
diferencidvel é uma curva em R?. Tal curva pode ser repre-

sentada pelas equacbes paramétricas X(t) = (¢, f(t)). Ob-

serve que o vetor velocidade de tal curva é dado por X'(t) =

(1, f/(8))-

Observe ao lado a curva (t,sent) dada pelo grdfico da

fungdo senx em RR? cujo vetor velocidade no tempo t é

(1,cost).



YA

Exemplo 7.5 A curva X(t) = (£ —4t,t> —4) é uma curva
parametrizada ndo injetora (ver Figura [Z4), pois X(2) =
X(—2) = (0,0). Desse modo, observamos que nem toda curva do

’ A
I Ry
N ¢
See
X

Figura 7.6: Cicldide

plano € grdfico de uma fungdo. Figura 7.4: Curva nio

injetora

Observacdo 7.6 Uma curva parametrizada injetora (sem auto-

intersecgbes) € dita ser uma curva simples

Figura 7.5: Curva difer-
enciavel com “bico”

Exemplo 7.7 Observamos, por fim, um fato que pode parecer a
principio contradizer nossa intui¢do de diferenciabilidade propici-
ada pelo estudo de fungdes reais e seus grdficos em cursos de cdlculo
diferencidvel. Uma curva parametrizada pode ser diferencidvel e ter
“bicos” ou “arestas” desde que o vetor velocidade se anule nesses
pontos. Observe a curva X (t) = (3, %) cujo vetor velocidade existe
para todo t e é dado por X'(t) = (3t2,2t).

Observacdo 7.8 Uma curva parametrizada diferencidvel X(t) tal

que X'(t) # 0 para todo t € dita ser uma curva regular.

Pode-se mostrar que curvas regulares ndo admitem “bicos”.
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Exemplo 7.9 A cicléide, uma curva cldssica estudada
por Galileu (entre outros), consiste na curva tracada
por um ponto fixado numa circunferéncia que rola ao / \
longo de uma reta (ver Figura ??). AI l
A cicloide estd ligada, por exemplo, ao problema da

braquistécrona, que descreve uma curva ligando dois N B_ 7

>y

pontos A e B, com B localizado a uma altura menor o rt
que A, e que tem a propriedade de ser a trajetoria

(“rampa”) capaz de minimizar o tempo para um corpo Figura 7.7: Cicldide parametrizada
ir de A a B quando este estd submetido apenas a gravi-

dade.

Além disso, a cicldide (invertida) também € solugdo do problema da tautdcrona que trata
de uma curva onde ndo importa onde uma particula seja colocada, ela leva o mesmo tempo
para deslizar até o fundo.

Tentemos obter equagbes paramétricas da cicldide passando pela origem O do sistema de
coordenadas e obtida a partir de um circulo de raio r “rolando” sobre o eixo Ox.

Seja t o pardmetro que representa o dngulo de rotagdo do circulo. Quando o circulo girar
de um dngulo t teremos que a distancia percorrida ao longo do eixo serd o comprimento do
setor circular entre A e B (ver Figura [/.7), ou seja rt. Dessa forma é fdcil concluir que as

coordenadas de A sdo:

x =rt—rsent
Yy =r—rcost

Logo a equagdo que representa tal curva é dada por X(t) = (r(t —sent), r(1 — cost)).

7.2 COORDENADAS POLARES

Nesta secdo estudaremos uma nova forma de descrever a local-
izacAo de pontos no plano euclideano E?: as coordenadas po-

F lares. A principal motivacao para a utilizacdo desse sistema de
coordenadas é que, neste sistema, curvas com algum tipo de

0 simetria em relacdo a origem O do plano, como por exemplo o

o A circulo e a elipse, podem ser descritas de maneira mais simples

que nos sistemas de coordenadas vetoriais.
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Num sistema de coordenadas polares um ponto P é localizado
~ . =t . . [ .
no plano em relacdo a uma semi-reta OA. A origem O dessa semi reta é denominada
origem do sistema de coordenadas polares ou polo e a semi-reta OA é dito eixo polar.

As coordenadas de um ponto P num sistema de coordenadas polares é um par (r,0),
onde r é a distincia do ponto ao polo, isto é, r = d(O, P) e 6 é o 4ngulo orientado que a
semi-reta Cﬁ’ faz com a semi-reta OA. Claramente a posicdo do ponto fica bem determi-
nada se conhecemos r e 6. O par (r,6) é denominado coordenadas polares do ponto P, e
neste caso escreveremos simplesmente P : (r,6)

Figura 7.8: Coordenadas polares

Como 6 é o angulo orientado entre o eixo OA e a reta OP seus valores podem ser positivo
ou negativo conforme a orientacdo no sentido anti-horario ou horario do angulo.

Por outro lado, o raio r, sendo a distancia de P a origem, é
naturalmente um numero real positivo, porém podemos esten-
der seu significado de modo a termos raios negativos. Para isso
convencionamos que o ponto (—r,0) com r > 0 deve ser con-
struido do seguinte modo: construimos uma semi-reta faz uma
angulo 0 com o eixo polar e estendemos essa semi-reta. marcar-

mos o ponto (—r,f) como sendo o ponto sobre a extensdo da
semi reta que dista r do polo O. P’ (—r,0)
Uma diferenca fundamental entre os sistemas de coordenadas
cartesianas e o sistema de coordenadas polares é que em coordenadas polares um ponto P
pode ser descrito por uma infinidade de coordenadas. Por exemplo, a origem O é descrita
por todas as coordenadas da forma (0,6) ., enquanto que um ponto P : (r,6) distinto da
origem é descrito por todas as coordenadas da forma (r,6 + 27tn) e (—r,60 + 7w (2n + 1)).
Todo ponto distinto da origem possui pelo menos uma coordenada na qual o raio é
positivo e o angulo 6 esteja entre 0 < 6 < 27t. Denominamos esse par como 0 conjunto
principal de coordenadas polares do ponto em questao.
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7.2.1 Relacdo entre coordenadas cartesianas e polares

A cada sistema de coordenadas polares podemos associar um sistema cartesiano escol-
hendo como a origem o polo, o eixo x como o eixo polar e o eixo y como a reta perpendic-
ular ao eixo polar passando pela origem. Esse sistema de coordenadas é chamado sistema
cartesiano associado . Quando, ao tratarmos de coordenadas polares, nos referirmos as
coordenadas x, y, eixos x ou y, etc. de um sistema cartesiano este sempre serd o sistema
cartesiano associado.

Observe a Figura[Z.9;

E facil ver que:

y

Yof-=mmmm-mmmmmmm s » P
xo = rcos(0) !
Yo = rsen(0) ’

— /42 4 12
r== X0 +y0 9 |_1K
tg0 = Yo @) X0 X

X0

Assim temos que as coordenadas polares e as coordenadas

cartesianas do sistemas associado se relacionam segundo a Figura 7.9: Coorde-
seguinte tabela: nadas polares

‘ Coordenadas Cartesianas ‘ Coordenadas Polares ‘

(rcos@,rsenb) (r,0)

(x,y) (Vx4 y? arctg())

Exemplo 7.10 Determinar as coordenadas retangulares do ponto
P cujas coordenadas polares sdo (3,120°)

Solucéo: Neste caso r = 3 e § = 120° logo as coordenadas sdo:

1 3
x=rcos () =3- <—§> =3 (7.2)
y=rsen(f) =3 Q:% (7.3)
2 2
Ou seja, P : <—%, 37\/3) O
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Exemplo 7.11 Determinar as coordenadas polares do ponto cujas coordenadas retangulares
sdo (1,—1).

Soluciio: Temos que ¥ = +1/1+ 1 = ++/2 e que § = arctg (—1) .Para 0 < 6 < 271. temos
que 0 = %n.

Logo o conjunto principal de coordenadas do ponto é (1, %7’() .

Outras coordenadas possiveis para o ponto sao (1, %n + 27m) e (—1, %n + 7t (27tn + 1)) .
O

Exemplo 7.12 Determinar a equagdo retangular do lugar geométrico cuja equagdo polar é

2
~ 1—cos#

Solucdo: A equacdo dada é equivalente a r — r cos 6 = 2. Substituindo r e r cos 6 temos:
+y\/x2+yr—x=2

Transpondo x e elevando ao quadrado temos
P4y = (2—1—35)2

que simplifica para y> = 4(x + 1) (uma pardbola). O

Exemplo 7.13 Mostre que a distdncia d entre os pontos (r1,01) e (r2,6,) em coordenadas
polares é

d= \/r% + 13 — 2r17r; cos(6; — 6,)

Solucdo: Usando a lei dos cossenos temos:
IPQI* = [lOP|* + [OQ|* - 2||OP|[*[|OQ]| cos (62 — 1) (7.4)
= 12415 —2rrpcos(6y — 6;) (7.5)

E consequentemente a distancia do ponto P ao ponto Q é:

IPQIl = /72 + 13 — 2rir2cos(6, — 6)
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7.3 CURVAS EM COORDENADAS POLARES

Coordenadas polares sdo muito uteis quando trabalhamos com curvas com algum tipo
de simetria em relacdo a origem do sistema de coordenadas. Observe isso nos préximos

exemplos.

// \ Exemplo 7.14 Um circulo de raio 2 como na figura ao lado,
/ i como sabemos, pode ser representado num sistema carte-
\ siano pela equagdo x* + y*> = 4. Note que, em coordenadas

| ‘ ‘ | polares, o mesmo lugar geométrico pode ser representado

\ | pela equagdo r = 2.

\ N Olhando o circulo como curva parametrizada, em co-
N\ 4 ordenadas cartesianas podemos representd-lo pela equagcdo

S~ 7 X(t) = (2cost,2sent) para t € [0,27t]. Em coordenadas

polares teriamos o seguinte:

Figura 7.10: Circulo de raio 2

r=+v4cos’t+4sen?t =2
6 = arctg (4sent) =t

4cost

Logo, a mesma equagdo, em coordenadas polares ficaria X (t) = (2,) COM t € [0,271].

4 g i} \ Exemplo 7.15 Observe a espiral que é o lugar geométrico
// ///:\\ \\ \\ dado equagdo r = 26 (6 > 0) em coordenadas polares. No
A YR mesmo sistema de coordenadas poderiamos parametrizar tal
\\w T\ (\\ﬁv/lzo/ ’ // i curva com X(t) = (2t,t) para t > 0. Em coordenadas carte-
\\\ \\\ // / sianas, no entanto, teriamos:

\\\ N /// X =rcosf = 2tcost

~_ "1 y =rsenf) = 2tsent

Figura 7.11: Espiral
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Donde obteriamos X (t) = (2t cost,2t sent) para t > 0.
Observe, no entanto, que apesar de podermos representar
o lugar geométrico de tal curva por r = 26 (6 > 0), é dificil
representd-la no sistema cartesiano como uma equagdo envolvendo x e y apenas.
Poderiamos pensar em escrever:

\/x% + y? = 2arctg (%) ,

mas como a curva tem pontos com x = 0 e a fungdo arctg tem imagem em (—%,%), tal
equacdo descreveria apenas o trecho de r = 20 para 6 € [0, §).
Melhor seria escrever:

%<1EEZ>21

7

2 X

que descreve toda espiral exceto os pontos onde x = 0. Mesmo assim, tal equagdo € evidente-
mente mais complexa que r = 26.

Mais alguns exemplos de curvas classicamente representadas em coordenas polares estao
descritos abaixo. Tente verificar e comparar nesses exemplos as equagdes nos sistemas
cartesiano e polar.

- \ Exemplo 7.16 O cardidide, descrito em coordenadas polares pela
[ . equagdo r = a(1 + cost), onde a é um niimero real positivo, tem
k_ | em coordenadas cartesianas equacdo (x2 + y? — ax)? = a?(x +
7 T v?).

. / A sua representagcdo paramétrica que em coordenadas polares

assumiria a forma X(t) = (a(1+ cost),t) para t € [0,27] tem no

N / sistema cartesiano a forma:

11— t
. . . . . t) = 2 ,4 .
Figura 7.12: Cardioide X(t) < a(l 2)2 “(1 T t2)2>

. Exemplo 7.17 A elipse ao lado com eixo maior 10, eixo
[ ‘ ‘ ‘ \ menor 6 e com um dos focos na origem pode ser represen-

\ " ) tada em coordenadas polares pela equagdo:

,2,\“ ) // 9
—_— y = ——.
- 5—4cost
Figura 7.13: Elipse de eixos

10e6
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Num sistema cartesiano tal curva seria descrita por:

(-9 P
25 9 '

7.4 COORDENADAS ESFERICAS E CILINDRICAS

Figura 7.14: Latitude e Logi-
tude

Durante o século XV, quando a Europa vivenciava o
periodo das grandes navegacgdes, os navegadores, que
sabiam caminhar sobre um globo aproximadamente es-
férico, comecaram a usar um sistema de localizacdo na
Terra formado pela latitude e longitude de um ponto.

Nesse sistema a Terra fica dividida por paralelos, circu-
los centrados no eixo de rotacdo da Terra e localizados em
planos perpendiculares a este mesmo eixo, e meridianos,
circulos com centro localizado no centro do globo terrestre
passando pelos pdlos norte e sul (determinados pela inter-
seccdo do eixo de rotacdo do planeta com o globo).

Como podemos observar na Figura [Z.14, podemos lo-
calizar um ponto na Terra pela sua latitude, que mede o
angulo (entre —90° e 90°) com vértice no centro da Terra
formado entre o ponto e a linha do Equador, e pela sua lon-

gitude, que mede o angulo (entre —180° e 180°) entre o ponto e o meridiano de Greenwich,

tido desde 1884 como o meridiano de referéncia para navegacao.

O sistema de coordenadas esférico, de grande utilidade
em problemas com simetrias em relacdo a origem do es-
paco, é semelhante ao sistema de latitudes e longitudes us-
ado em navegacdo. A tnica diferenca é que para localizar
um ponto qualquer do espaco € necessdria, além dos dois
angulos, a distdncia do ponto a origem do espaco. Ob-
serve que para localizar uma estrela qualquer no universo
poderiamos dar a distancia da mesma a Terra e a latitude e
longitude do ponto onde aquela estrela estara exatamente
em cima de nds.

Para definir um sistema de coordenadas esférico pre-
cisamos escolher um ponto de origem O e duas direcoes
ortogonais, conhecidas como zénite e referéncia do azimute.
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No caso do exemplo descrito acima o zénite é dado pela direcdo do eixo de rotacdo da
Terra e a referéncia de azimute é dada pela reta que liga o centro da Terra ao meridiano
de Greenwich.

As coordenadas esféricas (r, phi, #) de um ponto P sdo entdo dadas por:

e raio ou distancia radial r que é a distancia (Fuclideana) entre O e P;

e dngulo polar ou colatitude ¢ dado pelo angulo (entre 0 e 7r) entre o zénite e a diregéo
do segmento OP;

e azimute ou longitude 6, angulo (entre 0 e 271) entre a referéncia de azimute e a
projecdo ortogonal de O? sobre um plano ortogonal ao zénite (plano de referéncia).

Notamos que no exemplo dado pelos paralelos e meridianos da Terra, o angulo de longi-
tude € igual ao azimute 6, mas o dngulo dado pela latitude de um dado ponto é o angulo
complementar ao angulo polar ¢.

Note que no sistema de coordenadas esférico os pontos localizados sobre o zénite podem
ser representados por mais de uma tripla (7, ¢, 6). De fato para tais pontos (com ¢ = 0 ou
¢ = ) o angulo 6 ndo importa.

Observando a Figura concluimos facilmente que as coordenadas esféricas se rela-
cionam com as coordenadas cartesianas segundo as seguintes equagoes:

x = rsen¢cosf
Yy = rsen¢sent
Z =rcos¢

N ey
¢ = arctg <7in+y2>
(%)

= arctg

>

Tente verificar isso.

Figura 7.16: Sphere Spirals
de M.C. Escher

Exemplo 7.18 Curva Loxodrémica:

Problemas com simetria esférica em geral tem uma rep-
resentacdo mais simples em coordenadas esféricas. Ob-
serve a curva desenhada por M.C. Escher em sua obra
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“Sphere Spirals”. Tal curva é conhecida como curva loxodromica e é a curva que cruza
os meridianos sempre com o mesmo angulo. Tal curva é representada por uma linha reta
na projegdo de Mercator (ver Wikipedia), isto é, se m € a inclinagdo da reta e ¢y € o instante
onde a curva cruza o Equador, na projecdo de Mercator teriamos:

x(t) =t

y(t) = m(t —to)

Olhando para a curva numa esfera de raio 1 terifamos em coordenadas esféricas:

r(t) =1

0(t) =t

¢(t) = arcsin(tanh(m(t —tp))) + 5

Em coordenadas cartesianas, no entanto, tal curva seria representada pelas equacoes:

x(t) = cosh(czs(i—to)

y(t) = %

z(t) = tanh(m(t — to))
Observe que nos sistema cartesiano ¢é dificil a primeira vista até mesmo saber que a curva
se encontra numa esfera, fato que no sistema esférico é imediato.

O sistema de coordenadas cilindrico é, simplificadamente,

7 o sistema de coordenadas polar do plano euclideano com-
plementado com uma terceira coordenada para descrever
a altura z do ponto em relacdo ao plano Oxy. Para definir
as coordenadas cilindricas de um ponto é necessdria a es-
colha de um ponto de origem O, eixo Oz para marcar a
altura e uma referéncia de azimute no plano perpendicu-
lar a Oz pela origem (plano de referéncia). As coordenadas

y (r,0,z) do ponto P séo definidas por:

e distdncia radial dada pela distancia euclideana de P
ao eixo Oz;

e azimute 6, angulo entre a referéncia de azimute e a

Figura 7.17: Coordenadas projecdo de (ﬁ sobre o plano de referéncia;

Cilindricas
e altura z que é a distancia de P ao plano de referéncia.

As coordenadas cilindricas e cartesianas se relacionam
de forma muito parecida com a a relacdo entre coordenadas polares e cartesianas:

x =rcosf
y = rsenf
z=12z
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e, inversamente:

= T
0 = arctg (<)

Z=2Z

Exemplo 7.19 Heélice:

Voltemos ao Exemplo[7.3]que descrevia uma hélice que em coordenadas cartesianas pos-
suia equacdo X(t) = (cost,sent,t/10). Em coordenadas cilindricas as equacdes paramétri-
cas se simplificariam a:

X(H) = (1,4,¢/10).

Estude isso.

7.5 COMPRIMENTO DE UMA CURVA

Provavelmente em cursos de fisica vocé ja se deparou com a férmula:
As = vAt

que indica a distancia percorrida As por um corpo que se move durante um periodo de
tempo At com velocidade constante v (onde v é igual ao comprimento do vetor velocidade
V).

Como poderiamos generalizar o célculo da distancia percorrida para um corpo que se
move com velocidade ndo constante entre os instantes fy e t ao longo de uma curva
parametrizada X (t) = (x(t),y(t))?

Algo que talvez também ja seja familiar a vocé é que tal férmula se generaliza por:

t
As:/ o(t)dt,
t

0
onde v(f) = ||v(t)]|.
Inspirados por essas equacdes, definimos o comprimento de uma curva X : I — R3
parametrizada por X(t) = (x(t),y(t),z(t)) no tempo ¢ a partir do ponto t; por:

s(t) = [ 1/

ou de modo mais explicito:

()= [ @O+ )7+ 0
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Intuitivamente a férmula acima admite a seguinte inter-
pretacdo. Dividamos o intervalo [ty, ] em partes de modo
que tp < | < tp < -+ < tyy1 = t. O comprimento do
segmento de reta que liga X(¢;) a X(#;11), obtido pelo Teo-

Figura 7.18: Comprimento rema de Pitdgoras, € dado por:
de uma curva As; = \/(Axi)z + (Ay)? + (Az)?,

onde Ax; = (x(tit1) — x(t:)), Byi = (y(tiv1) —y(t)) e Bzi = (2(tiy1) — z(t;)). Assim o
comprimento As da curva parametrizada X(t) de ¢y a t é dado aproximadamente por:

n
As = Y As;.
i=0

Ver Figura[7.18]
Mas, se At_(t;;1 — t;) temos:

B Axi\%  [Az\? [ Az)\? > N
Ao = ((m) + () +(a) ) o=

— (VT + @D+ en2) an,

Atl‘ 1 At,‘ At,‘
intervalos [t;,t;,1] temos que no limite a expressiao

rs~ Y W (v7)% + (v7)* + (vf)2> At;

i=0

onde v} = <%), v = (ﬂ) ev; = (%) Aumentando a particdo e diminuindo os

torna-se

()= [/ O7+ 07 + @0

Exemplo 7.20 Qual o comprimento do circulo de raio 1?

Solucdo: O circulo de raio 1 pode ser representado como uma curva parametrizada por
X(t) = (cost,sent). Para obtermos o comprimento do circulo integramos a norma do
vetor velocidade X'(t) = (—sent, cost):

27 2
s(2m) = / Vsen? t + cos? tdt = / 1dt = 27
0 0
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Exemplo 7.21 Qual o comprimento da hélice dada por X(t) = (cost,sent,t/10) entre os

instantes 0 e 47t?

Solucdo: O vetor velocidade da curva é dado por X'(t) = (—sent,cost,1/10). Logo:

dr 1\2 4 (101 471/101
4 = Zt 2t — t:/ —dt = ———
s(4m) /0 \/sen +cos? t + <10> d ; wlOOd 10

7.6 REGIOES PLANAS LIMITADAS POR CURVAS

Frequentemente em problemas de fisica e engenharia precisamos encontrar areas de regides
do plano limitadas por curvas planas. Nao € raro, também, problemas que envolvem den-
sidades (de massa, por exemplo) varidveis numa placa plana, sobre a qual estamos inter-
essados em entidades como o peso ou centro de massa. Para lidar com tais problemas
utilizam-se ferramentas desenvolvidas em célculo integral, um tema que vai muito além
do escopo deste livro. No presente momento ndo nos é necessario entender quais sao e
como podemos utilizar tais ferramentas. No entanto a descri¢do de regides do plano limi-
tadas por curvas é um tema de grande interesse para a geometria analitica. Temas este que
trataremos a seguir.

Um modo interessante de descrevermos regides limitas por curvas € nos utilizarmos de
coordenadas cartesianas e “escanearmos” a regido analisando a interseccdo da regido com
retas verticais, ou seja, retas do tipo x = k, onde k é uma constante real.

Exemplo 7.22 Imagine que queiramos descrever a regido in- yA /

terna ao tridngulo representado na Figura[7.19} isto é a drea
limitada pelos pontos O = (0,0), A = (2,0) e B = (1,2).
Podemos descrevé-la analisando a intersec¢do das retas de
equacdo x = k, para k € [0,2], com o tridngulo. Como a o A

reta & tem equagdo y = %x, veriamos que para um dado x

fixado os pontos do tridngulo teriam a coordenada y no in-

tervalo [0, 3x]. Simbolicamente representariamos a drea do
triangulo por: Figura 7.19: Regido limitada

por 3 retas
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x=2 y:%x
AAOAB:/ 0 / 0 dydx
x= y=

Exemplo 7.23 Considere agora o triangulo ANOAB limi-
tado pelos pontos O = (0,0), B = (4,2) e C = (2,4)
(Figura [Z.20). Nesse caso, x deve variar no intervalo [0,4]
para cobrir todo o tridngulo. No entanto, quando x pertence
ao intervalo [0,2] a coordenada y fica limitada pelas retas

e &, e quando x estd no intervalo [2,4] a coordenada y
fica limitada por @ e fﬁ Assim sendo, para simplificar a
descrigdo da regido “escaneada” por retas verticais, descreve-
mos a drea do triangulo AOAB como a soma dos triangulos
ANOAE e AEAB.

Descrevendo o tridangulo ANOAE temos entdo que, para x
entre 0 e 2, os pontos do tridngulo ficam entre as retas 8§
e &, de equagoes y = %x e y = 2x, respectivamente. Logo,
para x € [0,2] devemos ter %x <y < 2x, ou seja, y €
[3x,2x]. Simbolicamente:

x=2 ,y=2x
AAOAE = / dydx
y

_ _1
x=0 =5X

- — - - = =

Figura 7.20: Regido limitada

por 3 retas

Para o tridngulo AE AB teriamos x variando entre 2 e 4. Nesse caso, os pontos do tridngulo
ficam entre as retas & e jﬁ, de equagdes y = %x ey = —x + 6, respectivamente. Logo, para
x € [2,4] devemos ter %x <y < —x+6 o0usea, y € [%k,—k + 6]. O que simbolicamente

ficaria:

x=4 ,y=—x+6
AAEAB = / dydx
y

_ _1
x=2 =5x

Finalmente, a drea do triangulo NOAB seria representada por:

ApnoaB = ApoaE + AnEAB =
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Exemplo 7.24 Considere agora a regido do plano acima do
eixo Ox e limitada pelo circulo de equagdo x* + y*> = 4
(Figura [Z.21). Podemos descrevé-la variando x no intervalo
[—2,2] e, para cada x fixado, fazer y percorrer o intervalo de
Pisetay = 0) atéy = Va—x2 (parte da curva x> +y2 =4
sobre o eixo Ox). Desse modo, a drea seria simbolicamente

indicada por:
Figura 7.21: Setor circular x=2 py=v4—x?
A AOB — / / dydx
x y

——2Jy=0

Exemplo 7.25 Suponha agora que queiramos descrever a y
regido do plano acima do eixo Ox e limitada pelos circulos
centrados em 0 = (0,0) e de raios 1 e 2 (Figura[Z.22). Nova-

mente, podemos descrevé-la variando x no intervalo [—2,2].
Mas agora, para x € [—2,—1] e x € [1,2], y fica entre a reta /-\

y=0eacurvay = V4 —x%e para x € [—1,1], y estd C G O H A X
limitado pelas curvas y = V1 —x% e y = /4 — x2. Desse

modo, a drea seria simbolicamente indicada por:

x=—1 ry=v4—x2 x=1 y:Jiigura 727&Me7]ym
/ / y

AccHa = dydx + dydx +

=0 x=—1Jy=v1-x2

Alternativamente, poderiamos descrever a mesma drea subtraindo a drea entre o eixo Ox e 0

dydx.

x=-—2 x=1 =0

circulo de raio 1 da drea entre Ox e o circulo de raio 2, ou seja:

x=2 ry=v4—x? =1 ry=v1-x2
ACGHA = / 0 dydx — / / dydx
y= x y

x=-2 =—1Jy=0

Quando as regides a serem descritas tém certa simetria circular como nos Exemplos
[7.24] e [7.25] um modo interessante de descrever as areas é através do uso de coordenadas
polares. Podemos descrever uma dada regido variando a coordenada 6 e olhando para a
interseccdo da regido com a semi-reta de equacdo 6 = k (em coordenadas polares).

Assim a drea do Exemplo [7.24] poderia ser representada variando 6 no intervalo [0, 7] e,
fazendo, para cada 6 fixado, r percorrer o intervalo [0, 2]. Simbolicamente representariamos

O=m pr=2
AAOB :/ 0 / 0 rdrd0.
= r=

isso por:
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Observacdo 7.26 Em coordenadas cartesianas usualmente escrevemos dydx na descri¢do da

drea motivados pelo fato de que a drea de um retdngulo de base Ax e altura Ay é AyAx.
Em coordenadas polares escrevemos rdrd6 ao invés de apenas drd6, pois a drea de um setor

circular definido por um dado A6 e com raio variando entre r e v + Ar é aproximadamente

dada por rArA8 se Ar é pequeno.
Mais detalhes podem ser encontrados em referéncias cldssicas de cdlculo.

A regido do Exemplo [7.25] por sua vez, poderia ser representada variando 6 no inter-
valo [0, 7| e, fazendo, para cada 6 fixado, r percorrer o intervalo [1,2]. Simbolicamente

representarfamos isso por:

O=m pr=2
AAOB:/Q 0 / . rdrd0.
= r=

Exemplo 7.27 Imagine que queiramos usar coordenadas polares
para descrever a regido do plano limitada pelo caridodide de equag@o

r = 1+ cos#. Para isso, fazemos 6 variar no intervalo [0,27] e,

[ para cada 0 fixado, fazemos r variar entre 0 e 1 + cos 6. Assim tal

\
Ve
r‘/ /
| regido seria descrita por:
0=2m p,r=1+cosf
/ rdrdo.
r=0

(\ ; /
‘\7 / A _
=0

Figura 7.23: Cardioide
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CONICAS

Figura 8.1: Cone

Considere um eixo de rotacdo s e uma reta con-
corrente ¥ em um ponto O que forma angulo
a coms (0 < a < 7). O cone reto de eixo s
e dngulo de abertura 2a e vértice O é a superfi-
cie obtida rotacionando a reta » em torno de s
(Figural8.1)). A reta r é, entdo, conhecida como
sendo uma geratriz do cone.

Observacao 8.1 O vértice de um cone divide a
superficie em duas partes iguais. E usual usar-
mos a palavra “cone” para representarmos tanto
o cone inteiro (com duas partes) como apenas

uma de suas partes.

As cénicas sdo curvas obtidas pela inter-
seccdo de um cone reto com planos que nao
contenham o vértice O do cone. Considere um
cone de vértice O e angulo de abertura 2«. Ex-
istem essencialmente trés tipos de cOnicas que
podem ser obtidas a partir de um tal cone:

e pardbola: obtida pela interseccdo do cone com um plano que forma angulo « com o

eixo do cone;

e elipse: obtida pela intersec¢do do cone com um plano que forma um angulo 6 > «

com o eixo do cone;

o hipérbole: obtida pela intersec¢do do cone com um plano que forma um angulo 6 < «

com o eixo do cone.

Num plano contendo uma conica destacam-se alguns pontos e retas que guardam uma

forte relacdo geométrica com a curva em questdo. Tais pontos e retas, conhecidos como

focos e diretrizes da conica, permitem descrevé-la analiticamente sem a necessidade da

descricao do cone a partir de onde elas foram tragadas.
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Figura 8.4: Hipérbole
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Os focos de uma dada conica podem ser geometricamente obtidos a partir dos pontos
de tangéncia de esferas tangentes simultaneamente as paredes do cone e ao plano onde se
localiza a conica em questdo. Tais esferas sdo conhecidas como esferas de Dandelin devido
ao matematico belga Germinal Pierre Dandelin que demonstrou a relagdo tais esferas com
algumas propriedades analiticas das coOnicas. As retas diretrizes sdo as retas obtidas pela
interseccdo do plano da conica com os planos que contém os pontos de tangéncia da esfera
com o cone. Observe as Figuras [8.2][8.3]8.4]

Uma conica pode ser inteiramente descrita a partir de um foco F, uma reta diretriz [ e
um numero 7, conhecido como excentricidade da conica, a partir da seguinte equacao:

IEX|| = pd(X,1), @8.1)

onde X representa um ponto qualquer da conica.
A conica serd uma elipse se e somente se 17 < 1, pardbola se 7 = 1 e hipérbole se > 1.
A elipse pode ser também caracterizada como a curva cujos pontos tém a soma da dis-
tancia com os focos constante, isto €, se F; e I, sdo os focos de uma elipse e X é um ponto
qualquer desta, vale que:

— —
IR X] + [[RX]| = 2a,

onde a é uma constante real maior do que a metade da distdncia focal, ou seja da distancia
entre os focos.

A hipérbole, por sua vez, tem a propriedade de que a diferenca entre a distancia de
seus pontos ao foco é preservada. Usando a mesma notacdo que a descrita para a elipse
terfamos:

— —
{IFX] - IRXI} =2,

onde a é um numero real positivo menor que metade da distancia focal.

A relacdo da Equacao [8.1] com a interseccdo de planos com cones, bem como a demon-
stracdo das propriedades acima descritas para a elipse e a hipérbole, estdo esbocadas na
Secao ao final deste capitulo.

8.1 CONICAS EM COORDENADAS CARTESIANAS

8.1.1 Elipse

Considere dados dois pontos fixos F, F’ a que chamaremos de focos distando 2¢ um do
outro. Considere no plano o conjunto dos pontos P tais que a soma da distancia de P a F e
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de P a F’ seja uma constante 2a (onde a4 > c). Entdo a curva formada por tais pontos é o
que usualmente chamamos de elipse.

—
|EP|| + | F'P|| = 2a

Uma tal curva pode ser facilmente desenhada com o auxilio de um barbante de compri-
mento 2a. Fixando-se as extremidades do barbante nos focos, tragamos uma curva com o
lapis de modo a manter o barbante esticado. A curva assim desenhada é a elipse.

Antes de deduzirmos a equacdo algébrica que car-
acteriza a elipse, vamos escolher um sistema carte-
siano e}gllecwa()%g) ao nosso propdasito, isto é, um sistema
que topne(as gayacoes da curva o mais simples pos-
sivel. Para(%$8, tome o primeiro eixo (eixo x) na linha

reta qdjé p@sééloﬁbr F e F'. Considere entdo o segundo
eixo (eixo y) perpendicular ao primeiro passando pelo
ponto médio O dos focos da elipse.

O ponto médio O de F e F/, que é agora a origem do

nosso sistema de coordenadas ¢ denominado centro

270°

da elipse.

A segmento AA’ determinado pela interseccio da elipse com esse eixo x é chamado eixo
maior da elipse. Pode-se facilmente observar que o eixo maior da elipse mede exatamente
2a. O segmento BB’ determinado pela interseccéio da elipse com esse eixo y, por sua vez, é
chamado eixo menor.

Considere agora o ponto B na elipse equidistante dos focos. Observando o tridngulo
AFOB, pelo Teorema de Pitdgoras temos que

1 —
b:= §||BB’|| = Va2 -2

Das consideracdes acima temos que b < ¢ < a.

Encontremos agora a equacao da elipse no sistema cartesiano de coordenadas acima
descrito. Os focos F e F’' possuem coordenadas (c,0) e (—c,0) respectivamente. Seja um
ponto P qualquer da elipse de coordenadas (x,y) . Da condicdo

—
|EP|| + ||F'P|| = 2a

temos que

\/(x—c)2+y2—|—\/(x—|—c)2+y2:2a (8.2)

elogo \/ (x +¢)* + y? = 2a — \/ (x — ¢)* + y2. Elevando ao quadrado ambos os lados dessa

expressao obtemos:

2+ 2cx +x* + v :4a2—2cx—4a\/c2—2cx+x2+y2+c2+x2+y2 (8.3)
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Simplificando temos que

a\/c2—2cx+x2+y2 =a% —cx (8.4
Elevando novamente ao quadrando ambos os lados da equacao obtemos

a? <c2 —2cx + x* + y2) = (az — cx)2 (8.5a)

a? <c2 —2cx + x>+ yz = a* = 2a%cx + *x* (8.5b)

a? <c2 —2cx + x2 4 yz) - <a4 —2a%cx + 02x2) (8.5¢)
2

—at +a’? 4 a?x? + azyz —*x

612 (612 — C2)

(8.5d)

0
0
<a2 B Cz) X2 4 a2y2

(8.5¢e)
Substituindo b* = (a* — ¢?) temos
a’b? = b2 + aPyP. (8.6)
Dividindo ambos os lados por a?b* chegamos finalmente a equacéo
2P

que é conhecida usualmente como a equacao da elipse.

Provemos agora que todo ponto que satisfaz a equagdo [8.7 estd na elipse. Isso pode
ser feito mostrando que cada passo da deducdo acima pode ser revertido. As etapas que
envolvem somar, subtrair, multiplicar e dividir podem ser claramente invertidas. Logo
B.7) = (8.8) = (B.5a) e que (B.4) = B.3).

As tinicas etapas problematicas sio as que elevamos ao quadrado, pois se (eq1)* = (eq2)?
podemos concluir apenas que eq; = Feq>. Logo as tnicas implicacées que temos que provar
sdo (8.5a) = (8.4) e (8.3) = (82).

Comecaremos provando que (8.5a) = (8.4)) tendo como hipdtese a equacédo da elipse
B7).

A equagdo da elipse implica que |x| < a e que |y| < b. Daf temos a®> +cx > 0 e
a\/c2 —2cx + x2 + y2 > 0. Assim segue que

2
a <c2—2cx+x2+y2) = (az—cx) :>a\/c2—2cx+x2—|—y2:a2—cx

como querfamos demonstrar.
Agora provemos que (8.3)) = (8.2)) . Primeiramente temos que

(x—c)+1P = —2cx+ 24> <a® —2a> + V* — VP + y? < 24 < 4>

181



E entdo \/(x —c)* +y2 < 20 = 20 — \/(x —c)* + 42 > 0 e logo (83) = (B2), o que

termina nossa demonstracao.

O nuimero e = ¢ < 1 é chamado excentricidade da elipse e ¢ uma medida do formato
da elipse. Se e é pequeno, ou seja ¢ é pequeno em relacdo a a, o formato da elipse tende a
um formato circular. Ja se e se aproxima de 1 a elipse é alongada.

Exemplo 8.2 Identificar e desenhar a curva de equagdo

4x* + 9y = 36

Solucdo: Dividindo a equacdo por 36 obtemos:
2 2
X + ¥y =1

9 4

Logo temos uma elipse de eixo maior 9 e eixo menor 4:

Observacao 8.3 Se na dedugdo da equagdo da elipse tivéssemos adotado o sistema de coorde-
nadas com os focos sobre o eixo y e a origem entre os focos, isto € o sistema com o eixo maior
AA’ de comprimento 2a sobre o eixo y e o eixo menor BB’ de comprimento 2b sobre o eixo x,
teriamos, no final, a equag@o:

b

Exercicios.

Ex. 1.1 — Identifique e desenhe as curvas com as seguintes equacoes. Identificar significa,
ndo apenas dar o nome mas também dar todos os dados pertinentes como centro, foco,
eixos, excentricidade, se eles existirem. Veja também que equacdes ndo sdo nunca satis-
feitas ou sdo satisfeitas apenas por um ponto (elipse degenerada).
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1.4x2 +9y* = 36

232 +22 =6
3.5x2 + 5y =7
4.5x +4y =7

5.9x% +16y> + 18x — 64y — 71 =0
6.9x% + 9y + 18x — 36y = 4

7.4x% +y? = 4y

8.x% +4xy? +2x% —3x =0

Ex. 1.1 — A ¢rbita de um satélite em torno do sol é uma elipse com o sol num dos focos.
Se a menor distancia e a maior distancia do sol a terra é de 93.000.000 milhas e 93.000.000
milhas, respectivamente, qual é a excentricidade da drbita terrestre.

Ex. 1.2 — Um satélite esta em orbita da terra, 119 milhas sobre a superficie da terra no
ponto mais préximo e 881 milhas no ponto mais afastado. Se o raio da terra é de 4000
milhas, qual a excentricidade da érbita.

Ex. 1.3 — Uma elipse em posi¢cdo padrdo tem excentricidade % e passa pelo ponto (2,1).
Ache sua equacdo. (Duas respostas: uma vertical e uma horizontal)

Ex. 1.4 — O pedago da reta através do foco de uma elipse e perpendicular a seu eixo
maior contido na elipse é chamado latus rectum da elipse. Ache o seu tamanho, se o eixo
maior medir 22 e o menor 2b.

Ex. 1.5 — Se F e A séo o foco e o correspondente vértice de uma elipse de eixo maior 24,

ache o ponto K que esta sobre o eixo transversal e fora da elipse tal que ﬁ—?( = e. Prove que

c A . . , 2
a distancia do centro da elipse ao ponto K é £ = %,

8.1.2 Hipérbole

Fixe dois pontos F, F’ a que chamaremos de focos da hipérbole, uma a uma distincia de
2¢ um do outro. Considere um ponto P do plano se movendo de modo que o médulo da
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diferenca da distdncia de P a F e de P a F’ seja uma constante 22 (¢ > a > 0). Entdo a
curva obtida por tais pontos € o que chamaremos de hipérbole.

—
Mﬁﬁvamwzm

Os pontos tais que ||ﬁ’|| - ||F_’l>3|| = 2a é um dos ramos da hipérbole e ||F—’l>3|| - ||1-Tl>’|| =
2a é o outro ramo.

Como no caso da elipse, escolha um sistema de coor-
denadas cartesiano com o eixo x passando por F e F' e
com o eixo y passando pelo ponto médio O.

O ponto médio O de F e F/, é, em analogia a elipse,

chamado de centro da hipérbole.

A segmento AA’ determinado pela interseccdo da

hipérbole com o eixo x é chamado eixo transverso.
F' /(0,—c) . .
Como na elipse facilmente se observa que ||AA’|| = 2a.

Seja b tal que ¢ = a* + b>. No eixo y, os pontos B =
(0,b) e B’ = (0, —b), determinam o segmento BB’ a que
chamamos de eixo conjugado da hipérbole.

No sistema cartesiano que adotamos, o centro da hipérbole é a origem, e os focos F
e F' possuem coordenadas (c,0) e (—c,0) respectivamente. Considere entdo um ponto P
qualquer da hipérbole de coordenadas (x,y) .

Vamos deduzir entdo a equacdo satisfeita pelos ponto de uma hipérbole. Comecamos por

—
|FB|| - ||F'P|| = +2a
E dessa forma

\/(x—c)2+y2—\/(x+c)2+y2:i2a
V(x—c) + 12 =420+ 1/ (x+¢)* + 12

Elevando ambos os lados da equacéo acima ao quadrado temos:

2
(x—c)’+y* = (j:Za +/(x+¢)? +y2>

c2—2cx+x2+y2:i4a\/c2+2cx+x2+y2+2cx+4a2+c2+x2+y2

$4a\/c2 +2cx + x2 4+ y2 = dex — 4a?

:Fa\/c2+2cx+x2+y2 = cx —a?
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Elevando ao quadrado novamente temos:

a? <c2 +2cx + 22 + yZ)

(cx — az)z
0

0

a*c® + 2a%cx + a*x* + aty? — <a4 —2d%cx + *x?

)
<a2 - c2) X2+ ay2 +a? (c2 - az)

Substituindo b? = ¢ — a?

¥+’ +a’b* =0

Dividindo por —a?b? temos a equacio satisfeita pelos pontos da hipérbole.
¥y
a2 b2

Observacéo 8.4 Se fizermos a dedugdo da equagdo da hipérbole com os focos no eixo y e a
origem entre os focos, isto € o sistema com o eixo transverso AA' de comprimento 2a sobre o
eixo y e o eixo conjugado BB’ de comprimento 2b sobre o eixo x, teriamos, no final, a equagdo:

2 2
vo_x

a2 b2
Ou seja, a hipérbole é horizontal ou vertical se o sinal negativo estd na frente do termo com
X ou y respectivamente.

Exercicios.

Ex. 1.6 — Identifique e desenhe. Identificar no caso da hipérbole é dar o eixo maior, o
eixo menor, foco, excentricidade, assintotas e a hipérbole conjugada.

1.25x2 — 16y> = 400

23x2 -2 =6

34x2 —y*+16 =10

43y +2x =6

Sxy+2=0

6.9x2 — 16y + 18x — 64y = 199

7.9x2 — 16y + 18x — 64y + 89 =0

8.9x% — 16y + 18x — 64y = 55 (Resposta duas retas)
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9xy—2x+y=4
10.x2 — y? = 4x

. . 22
Ex. 1.7 — Prove que o comprimento de cada latus rectum de uma hipérbole é % sendo a
0 semieixo maior.

Ex. 1.8 — Uma hipérbole horizontal retangular em posicdo padrao passa pelo ponto (3,2).
Qual a sua equacéo. Discuta o problema se o ponto dado fosse (2,3)

Ex. 1.9 — O semi eixo maior de uma hipérbole tem tamanho 3 e sua excentricidade é V5.
Ache a distincia entre os focos.

Ex. 1.10 — Ache a distancia do foco da hipérbole a uma das assintotas.

8.1.3 Parabola

Dados uma reta fixa r, chamada diretriz e um ponto fixo F chamado foco, a parabola
€ o conjunto dos pontos P equidistantes do foco e da
diretriz

d(E,r) = ||FD|

F:(e0) A reta passando por F perpendicular a D € chamada

eixo da pardbola. O ponto de interseccdo entre o

eixo da pardbola e a pardbola é chamado vértice da
paradbola. O vértice estd a metade da distancia do foco a diretriz.

Escolheremos como sistema de coordenadas os eixos formados pelo eixo da parabola
e a reta passando pelo vértice da pardbola e paralela

a diretriz da parabola. P
Seja 2m a distancia entre o foco e a diretriz 7. No
sistema de coordenadas que adotamos F tem coor-
denadas (m,0) e a equacdo da diretriz é x = —m. O \F
Como P satisfaz d(F,r) = ||ﬁ’|| temos que

V (x—m)* + 12 = x+m.
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Elevando ao quadrado temos que

(x—m)2+y2 = (x+m)2
m? —2mx + x> + y* = (m2+2mx+x2)
y2 = 4mx.
Tal é, entdo, a equacdo satisfeita pelos pontos da parabola.

Se o eixo da parabola tivesse sido escolhido como o eixo y, ou seja, se a pardbola fosse
vertical, a equacao que teriamos obtido seria

x? = dmy

Este equacio pode ser obtida rotacionando y? = 4mx por —7t/4 . Neste caso

/

x =x'cos(—m/4) —y'sen(—m/4) =y
y=x'sen(—m/4) +y cos(—m/4) =
E logo (x')* = 4my/’

Caso uma pardbola horizontal abra para a esquerda, ou a pardbola vertical abra para
baixo sua equacoes seriam

y? = —4dmx e x> = —4my

respectivamente.

Finalmente, se o vértice da pardbola estiver no ponto (%, k) as equacgdes para uma
pardbola vertical e horizontal sdo respectivamente

(y —k)* = +4m (x — h)
(x —h)* = +4m (y — k)

Exemplo 8.5 Identificar e desenhar a curva x> — 6x + 2y — 1.

Solugio: Completando os quadrados chegamos a (x —3)* = —2 (y —5)
Logo temos uma pardbola vertical que abre para baixo e com vértice em (3,5)

Também temos que 4m = 2, logo m = % O

Exercicios.
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Ex. 1.11 — Identifique e desenhe as seguintes curvas. Identificar no caso da parédbola sig-
nifica dar as coordenadas do vértice e do foco, e a equacdo da diretriz, e representar esses

elementos num desenho.

12 —8x=0
2.x% + 8y = 4x
3.x2+8y=0

4.3x% +2y% + 4y = 4
5.-3x2+2y* +4y =14

Ex. 1.12 — Qual a distancia do foco ao vértice em x? + ax + by 4+ ¢ = 0 (Resposta @)

Ex. 1.13 — Se uma parabola vertical tem foco (0,4) e seu latus rectum tem tamanho 12,
ache sua equacdo. (Duas respostas) Ache a equacdo da pardbola vertical que passa pelos
pontos (0,0),(1,0) e (3,6).

Ex. 1.14 — Sejam (x1,y1) e (x2,y2) os pontos finais da corda focal da parabola y? = 2mx.
Desenhe a figura e mostre que.
1.0 tamanho da corda focal é x| + x, +m

2.A distancia do ponto médio dessa corda focal a diretriz é metade desse tamanho

Ex. 1.14 — Sejam P = (x1,11) € Q = (x2,y2) dois pontos quaisquer na pardbola y = 2mx.
Prove que a reta que liga P a Q intersepta o eixo x no ponto

(520

8.2 GRAFICO DE CONICAS

Nesta secédo estudaremos as equagoes

v r_y
b2 2 b2

usandos técnicas simples de calculo diferencial, mais precisamente os conceitos de limite e

2 2 2 2
T+t e —1
a

derivada cujas defini¢coes podem ser encontradas no Apéndice.
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8.2.1 Elipse

Considere a elipse de equacéo:
x_2 + Z—; =1. (8.8)

Observe que tal equacao € simétrica em relagdo aos eixos das abcissas e ordenadas, isto é,
se (x,y) satisfaz (8.8) entdo (x, —y), (—x,y) e (—x, —y) também a satisfazem. Isso significa
que para esbocar a curva basta estudd-la em um quadrante e refleti-la nos demais.

Como (;‘—2)2 e Z—i sdo reais positivos é imediato que para (x, y) ser solucdo de (8.8) devemos
ter —a < x <ae—b <y <D, ouseja a elipse fica limitada pelas retas x = —a, x = q,
y=-bey=0.

Fazendo y = 0 obtemos x = +a. De x = 0 segue y = +b.

Estudemos o grafico da funcdo f(x) =y = %\/m para x € [0,a) estudando suas

derivadas. Temos que:

fla) =
f”(x) — ab

(=)

NI

Disso concluimos que no intervalo (0,4) o grafico da funcéo é decrescente (pois f'(x) < 0)
e tem concavidade para baixo (pois f”(x) < 0). Como f/(0) = 0 e f”’(0) < 0 segue que
temos um mdximo da fun¢do em x = 0. Finalmente, como lim,_,,_ f '(x) = —o0 segue que
a tangente ao gréfico de f em x = a € vertical.

Assim temos que elipse de equacdo (8.8) tem a seguinte representacdo grafica:

Seja ¢ € R tal que a®> = b? + c?. Observamos que se a > b os focos da elipse tém coor-
denadas (—c,0) e (c,0) (ver Exercicio[2.2]). Caso a < b os focos da elipse tém coordenadas
(0,—c) e (0,c).

Observe o esboco da elipse na figura seguinte.

8.2.2 Hipérbole

Considere a elipse de equacéo:
2 2
=¥ % -1 (8.9)
Assim como ocorre com a elipse, tal equacdo é simétrica em relagdo aos eixos das abcissas
e ordenadas. Assim sendo, para esbocar tal curva basta estuda-la em um quadrante e refleti-
la nos demais.
A partir de (8.9) vemos que ( ) =1+ y . Entdo, como ( ) e ZZ sdo reais positivos segue

que ( ) > 1. Disso temos, entdo, que para (x,y) ser solu(;ao de (8.9) devemos ter x < —a
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3>
>

(-a,0)
(0,-b)

Figura 8.5: Elipse: Esboco

ou x > a. Logo nado existem pontos da hipérbole na faixa entre as retas x = —a e x = a.
Estudemos o grafico da funcéo f(x) =y = 2/x2 — 42 para x € [a, +c0) estudando suas

Néo ¢ dificil de ver que x = +a apenas para y = 0.

derivadas. Temos que:
! _ bx
() = 7=
f”(x) — ab
Disso concluimos que no intervalo (a, +oc0) o gréfico da funcéo é crescente (pois f'(x) > 0)
e tem concavidade para baixo (pois f”/(x) < 0). Como lim,_,,1 f'(x) = —oo segue que a
tangente ao grafico de f em x = a é vertical.
Além disso, a funcdo f cresce de modo a sempre se aproximar de uma dada reta.
Uma reta r de equagdo y = mx + b é dita ser uma assintota de uma dada fungéo f :
(a,40) — R em +co (2 € R) se a distdncia entre o grafico de f a reta r tende a zero
(8.10)

quando x vai para infinito, isto é se:
lim d(P,r) =0,
X—r+400

Veremos no que se segue que a hipérbole possui duas assintotas. Antes, porém, vejamos

onde P = (x, f(x))

como obter a equacao de assintotas.
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Como vimos no Capitulo [3] facilmente vemos que:
_ mx+b—f(x)]
Viem?

Como o denominador da férmula acima é constante temos que o limite (8.10) é zero se

d(P,r)

e somente se:

lim mx+b— f(x) =0.

X—r+400
Para encontrar os coeficientes m e b observe que:
b X mx+b— f(x
lim m—l———&: lim +—f():0‘
xX—++00 X X X—+o00 X
Donde segue facilmente que:
lim f(x) =
x—4o00 X

Calculado m de limy_, ;o mx + b — f(x) = 0 segue que:

b= lim f(x)—mx.

X—+00

Observacdo 8.6 Fazendo os limites acima tenderem a —oo podemos definir assintota em
—oo para f : (—oo,a) — R. Cdlculos andlogos aos realizados acima nos ddo a equagdo da

assintota em —oo.

Considere agora a hipérbole de equacdo:
2 2

Lo

a?  b?

Analisemos a parte da curva onde y > 0, isto €, onde:
b
y=—-Vx?—a2
a
Estudemos as assintotas de f(x) = %\/ x2 — a2, E um interessante exercicio de célculo
ver que:

lim flx) b e lim f(x)—gx:o.

x—+oo X a X—r+00

Donde temos que y = %x ¢ assintota de f em 4-oo.
by é assintota de f em —co.
Finalmente analisando os pontos da hipérbole onde y < 0, isto €, onde:

o bea

a

Analogamente mostra-se que y = —

segue que iy = —%x ey = %x sdo assintotas em +oo e —oo, respectivamente.

Desse modo, o esboco da hipérbole é como na figura abaixo:
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Figura 8.6: Hipérbole: Esboco

Observacdo 8.7 Observamos aqui que o esbogo da hipérbole de equagdo:

(x> v
T2 Tl

segue as mesmas ideias das aqui apresentadas, porém os papéis de x e y sdo trocados.

Assim o esbogo fica como na figura seguinte.

8.2.3 Parabola
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Xy

Figura 8.7: Hipérbole: Esboco 2
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9 TOPICOS SOBRE CONICAS

9.1 CONICAS: COORDENADAS POLARES

Figura 9.1: Conica: coordenadas

polares

_ np
1+17ncost

Considere a conica de equacéo ||IS>(|| = nd(X,1),.
Consideremos agora coordenadas polares com a
origem O localizada em F e com o eixo polar per-
pendicular a diretriz / da cénica.

Suponha que a distancia entre a diretriz [ e o foco
F ¢ uma dada constante p e que a conica estd local-
izada, em relacéo a /, no mesmo lado de F, como na
Figura[0.1] E facil ver que no sistema de coordenadas
acima descrito ||13>(|| =red(X,]) = (p—rcosb),
donde temos:

r=mn(p—rcosb).

Isolando r segue que:

Suponha agora que que a conica estd localizada,

em relacdo a I/, no lado oposto a F, como na yA
%
Figura[9.2] A equacéo || FX|| = nd(X,I), torna-se en-
tdo:
r=1n(rcosf —p). E
0 Ay
Donde segue: 9 X
I | —
ncosf —1

Observe no entanto que, como r é positivo, para Figura 9.2: Conica: coordenadas

que a equacdo acima represente um lugar ge- polares

ométrico ndo vazio devemos ter 7 > 1, ou seja, a conica deve ser uma hipérbole.

Temos entao:
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Teorema 9.1 Considere uma cénica com excentricidade 1, foco F na origem e com uma di-
retriz | distando p de F e perpendicular ao eixo polar Ox. Se 0 < n < 1, a cbnica é uma
elipse (7 € (0,1)) ou uma pardbola (7 = 1), e todo ponto da curva estd localizado no mesmo
semi-plano em relagdo a | que F. Nesse caso a cénica tem equagdo:

np
= F 1
ncosf+1 ©.1)

Se 1 > 1, a curva é uma hipérbole com ramos em ambos os lados de I. O ramo a esquerda de

[ satisfaz a Equagdo[9.1]e o ramo a direita de | satisfaz:

_ nmp
r_17c059—1' ©-2)

9.2 CONICAS: COORDENADAS CARTESIANAS

A partir das equacOes polares para conicas podemos facilmente deduzir as equacdes que
representam essas curvas em coordenadas cartesianas. Partiremos mais precisamente das
equacoes

r= n(p—rcosf)
r= n(rcosf—p),

deduzidas na secdo anterior (equivalentes as Equacoes e respectivamente). Us-
aremos, entdo, um sistema de coordenadas cartesiano (com a orientacdo usual) que tem
mesma origem que o sistema de coordenadas polar e tal que o eixo Ox coincide com o eixo
polar. Como ja vimos na Secdo [7.2] as coordenadas cartesianas (x,y) e as coordenadas
polares (r,0) satisfazem:

x = rcosf
r= x2+y’

Dessas relagdes temos que a eguacdo r = 17(p — r cos 6) torna-se:

VA A+ =n(p—x), ©:3)

e a equacdo r = 1 (rcos6 — p):

/X2 +y2=n(x—p). (9.4)

Estudemos separadamente, entdo, os caso 7 = 1 (pardbola), 7 € (0,1) (elipse) e p > 1
(hipérbole).
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9.2.1 Parabola

Parabolas sao curvas classicamente conhecidas por obedecer em coordenadas cartesianas

equacoes do tipo:
y= ax® +bx +c, (9.5)

onde 4,b e ¢ sdo constantes reais.

Sobre tais curvas sabemos, entre outras coisas, calcular os pontos de ordenada y = 0

. (s . 2_
pela formula de Bhaskara, que o vértice da pardbola tem coordenadas (— 2%, b 4:‘“ .

Parabolas representadas pela Equacao (9.5) tém a diretriz paralela ao eixo Ox. Pardbolas

com diretriz paralela ao eixo Oy sdo representadas pelo mesmo tipo de equacdo, porém
com os papéis de x e y trocados, isto é:

x =ay*+by+c,

coma,b,c € R.

Mostremos no que se segue que a Equacdo ([9.3), com 7 = 1, pode ser manipulada de
forma a obter uma equagéo do tipo x = ay? + by + c.

Elevando a equacfio \/x2 + 12 = (p — x) ao quadrado temos:

Pyt =2 —2px + p*
Isolando x, segue:
_(_1 2 p
x—( §>y +<§), (9.6)

istoéx=ay?>+by+c,ondea=—5,b=0ec=15.

Exercicios.

Ex. 2.1 — Usando a Equagio (9.6) encontre as coordenadas do foco F e a equacio da
diretriz das parabolas de equacao:

a) x=ay*+by+c;
b) y=ax?>+bx+ec.

9.2.2 Elipse e Hipérbole

Considere a equagdo /x> +y?> = 5(p — x), valida tanto para elipse quanto para a hipér-
bole. Elevando tal equacdo ao quadrado temos:

24 y? = P (x* — 2dx + d%).
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Donde segue:

(1—7%) +y* = nPd.

2dn?
2 Ui
X +<—1_;72>x

Completando o quadrado perfeito em x temos:

(1-14?)

Donde segue:

(1-7%)

dn? ?
2

xX° 4+ <1 — 172>
Observe agora que

dn 2
(1_,72> - 0.

Logo podemos definir 2 de modo que:

2= g \?
1—-n?)

Defina f tal que:

dZ
f= (1_17,72>'

Desse modo a equacgéo (9.7) torna-se:
A=) (x+ f)?+y? =a* (1= 1?).
Dividindo a equagéo acima por a(1 — 72) temos:

(x+f)° v
GRS

=1

2
2 2d772 d’?2 2 _ 2 2 d
x+<1_172 x+ 1- 2 Ty =ndt+(1—17)

(9.7)

Fazendo, finalmente, uma pequena mudanca no sitema de coordenadas, definindo x’ =

x + f ey =y segue a equacdo:

A equacédo
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é a equacao cartesiana tando da elipse quanto da hipérbole.
No caso da elipse, onde 0 < 1 < 1, temos que (1 —7?) > 0. Assim tomando b tal que
b? = a?(1 — ?) segue a equagio
2P
que é conhecida como a equagdo da elipse num sistema de coordenadas cartesiano.
J4 para a hipérbole, onde 7 > 1, temos que (1 —7?) < 0. Assim, tomando b tal que
—b? = a*(1 — 5?) segue a equacio
2P
Z b (9.10)

que é conhecida como a equagdo da hipérbole num sistema de coordenadas cartesiano.

Observagdo 9.2 Notamos que quando 0 < (1 —#5?) < 1 e b?> = a*(1 — 5?) (elipse) temos
a? > b%. Tal fato ocorre porque tomamos a diretriz da elipse é paralela ao eixo Oy.
Caso a diretriz da elipse fosse paralela ao eixo Ox teriamos os papéis de x e y trocados.
Assim a elipse ainda seria representada pela equag@o fl‘—i 4 Z—z = 1, porém teriamos a> < b>.
Da mesma forma, tomando a diretriz da hipérbole paralela ao eixo Ox teriamos uma hipér-
bole de equagdo

2 2
WLy g

a? b?

que tem os sinais trocados em relagdo a Equacdo (9.10).

Observacdo 9.3 Notamos também que as Equagoes e contém ambos os ramos
da hipérbole. Isso ocorre, pois na dedugdo da Equagdo elevamos a equacdo \/ﬁy2 =
7 (p — x) ao quadrado para eliminar a raiz. Veja que o quadrado desta equagdo é o mesmo da
equagdo \/x2 +y2 = 5(x — p), a equagdo do outro ramo da hipérbole.

Exercicios.

Ex. 2.2 — Considere a elipse de equacao:

com a? > b?.
~ 2 .
a) Mostre que o ponto (c,0), onde a? = b* + ¢?, e a reta | de equagdo x = £ sdo foco
e diretriz da elipse.

b) Mostre que a excentricidade 7 da elipse vale .
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c) Mostre que qualquer que seja P = (x,y) ponto da elipse, entdo a soma das distncias

dePaF = (c,0)eaF, = (—c0) é constante e igual a 2a.

Ex. 2.3 — Considere a hipérbole de equacéo:

~ 2 .
a) Mostre que o ponto (c,0), onde ¢* = a? + b?, e a reta | de equagdo x = £ sfo foco

e diretriz da hipérbole.

b) Mostre que a excentricidade 1 da hipérbole vale <.

c) Mostre que qualquer que seja P = (x,y) ponto da hipérbole, entdo o médulo da
diferenca das distancias de P a F; = (c,0) e a F, = (—c,0) é constante e igual a 24,

isto é:

[IPR]| — PRl = 2a.

9.3 CONSTRUCOES DE DANDELIN

9.3.1 Parabola: Foco e Diretriz

Mostraremos no que se segue que a curva (parabola)
formada pela interseccdo de um cone de angulo de
abertura 2« e vértice O com plano 7t que faz um
angulo « com o eixo do cone, obedece de fato a
equacao:

%
[EX]| = nd(X, 1),

com 1 = 1, onde F é o foco da pardbola, r a sua
diretriz e X um ponto qualquer da conica.
Considere a esfera simultaneamente tangente in-
terna ao cone e tangente ao plano 7t. Seja y o plano
que contém os pontos de tangéncia da esfera com o
cone. Afirmamos que o ponto de tangéncia da esfera
com o plano 7t é o foco da pardbola e que a reta r
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obtida pela interseccdo de 7t e 7y é a reta diretriz da
pardbola.

Seja X um ponto qualquer da pardbola. Seja C a
interseccdo da reta OX (uma geratriz no cone) com
. Considere B a projecdo ortogonal de X em y e D o ponto na diretriz » = 7t N 7 tal que o
triangulo AXBD se encontre num plano ortogonal a 7r. Afirmamos que qualquer que seja
X, ponto da pardbola, os triangulos AXBC e AXBD sdo congruentes.

Observacdo 9.4 Cuidado ndo confundir sua intuicdo com a Figura [9.3] que é apenas uma
projecdo no plano de uma figura tridimensional. O triangulo AXBC estd ndo é coplanar ao
plano da figura no papel (ele “entra no papel”).

A congruéncia dos tridngulos segue do fato de que os angulos «, 8, 6 e ® sdo todos
congruentes (por qué?), XBC = XBD = Z e XB é um lado comum a ambos os tridngulos
(Congruéncia “ALA”).

Observe assim que | XC|| = || XD|. Mas [|XD|| = d(X,r) e | XC|| = || XE]|, onde F & o
foco da parébola (pois XC e XF sdo tangentes a esfera em C e F). Logo:

_>
IEX]] = nd(X,7),
comy = 1.

Exercicios.

Ex. 3.1 — Provemos que a curva (elipse) formada pela interseccdo de um cone de angulo
de abertura 2« com plano 7 que faz um angulo 6 > « com o eixo do cone, obedece a
equacao:

%
[EX]| = nd(X,r),

com 1 < 1, onde F € o foco da elipse e r a sua diretriz.
Considere, como fizemos para a pardbola, a esfera simultaneamente tangente interna ao
cone e tangente ao plano 7t (esfera de Dandelin).

a) Encontre o foco F e a diretriz r da elipse do mesmo modo que fizemos para a
parabola;

b) Considere X e X’ dois pontos da elipse. Encontre os pontos B, C e D da mesma
forma que fizemos para a pardbola. Encontre B, C' e D’ a partir de X’ de forma
semelhante.

c¢) Mostre que os seguintes tridngulos sdo semelhantes:

AXBD ~ AX'B'D’
AXBC ~ AX'B'C’
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d) Mostre que:

—
IXCI _ IXC)

IXD||

onde # é uma constante real;

e) Conclua que vale:

—
IX'D7]|

%
[EX]| = nd(X,r),

comy < 1.

Ex. 3.2 — Mostre que a curva (hipérbole) formada pela interseccdo de um cone de angulo

de abertura 2« com plano 7 que faz um angulo 6 < a com o eixo do cone, obedece a

equacio:

%
[EX]| = nd(X, 1),

com x > 1, onde F € o foco da hipérbole e r a sua diretriz.

9.3.2 Elipse: Dois focos

Figura 9.4: Elipse

Dado um cone com angulo de abertura 2« e
um plano 7t que intersepta o cone e faz um
angulo superior a « com o eixo do cone temos
na intersecciio uma elipse. E possivel encontrar
duas esferas S; e S, que tangenciam o plano 7
e o cone internamente (ver Figura[9.4)). Tais es-
feras sdo conhecidas como esferas de Dandelin
da elipse.

Mostremos usando as esferas de Dandelin
que a soma das distancias de um ponto X da
elipse aos focos F; e F, é constante, isto é:

— —
IF X+ [[E2X]| = K,

onde k é um numero real fixado (obviamente
maior que a distancia focal da elipse).



Suponha que S; e S, tangenciam o cone nos
circulos C; e C; respectivamente. Seja X um
ponto qualque da elipse. A reta OX que passa
por X e pelo vértice O do cone intersepta C; e
C, em pontos H; e H, respectivamente.

Observe que a soma || XHi || + || XHz|| independe do ponto X da elipse, medindo sempre
|HHy| .

Exercicios.

Ex. 3.3 — Mostre usando as esferas de Dandelin que os pontos X da hipérbole satisfazem
a equacao:

— —
IR X — | EX]| =k,

onde F; e F, sdo os focos da hipérbole e k uma constante real.

9.4 CONICAS E A TRAJETORIA DOS PLANETAS

Nesta secdo mostraremos, a partir das leis de Newton, que a trajetoria de planetas sujeitos
apenas a forca gravitacional exercida por um sol é uma coOnica. Tal trajetéria serd uma
elipse, parabola ou hipérbole dependendo da velocidade inicial do planeta. A prova que
fazemos aqui foi fortemente inspirada na demonstracéo das leis de Kepler apresentada no
livro Calculus - Volume I de Tom Apostol ([1]).
Assim sendo, suponha fixados um sol e um planeta de massas M e m, respectivamente.
A segunda lei de Newton afirma que a aceleracdo a é proporcional a forca F por:

F = ma. (9.11)
Denotando por r o vetor que liga o sol ao planeta, por u, o versor de r e por ¥ a norma

de r, a lei universal da gravitacdo afirma que a forca exercida pelo sol no planeta obedece:

B GMm

F=——">3

uy, (9.12)
onde G € a constante gravitacional.
A partir das equacdes ([9.11) e (9.12) temos:

GM

a=——u. (9.13)
r
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Mostremos inicialmente que a trajetéria do planeta estd contida no plano perpendicular
aos vetores posicao r e velocidade v. Observe, para isso, que o vetor r X v é constante:

r dv
rxv) = Exv%—rxa—vxv%—rxa—rxa—O

dt(
Denotemos r X v por c.

Comor-c=r-rxv=_0segue que o vetor posicdo é sempre perpendicular a c, logo a
trajetoria é de fato plana. Observe que se ¢ = 0 temos que r e v sdo paralelos e a trajetéria
sera uma reta (conica degenerada). Suponhamos no que se segue que ¢ # 0.

Mostremos agora que a trajetoria é de fato uma coénica.

Fixe um eixo polar passando peso sol e seja # o dngulo entre r e tal eixo. Seja uy o vetor
unitdrio perpendicular a r dado por < d“' . Usando coordenadas polares temos que r = ru,.

Disso segue:

drdrt  dr u, dr du,df dr do

T T A T A I T TA R T
Donde obtemos:

c=rxv=(ru) X dru +rd9 —rz@u X u

TEEVE TR S\ gt T gt ) T gt e
Dessa expressio segue:
GM ,d6
axc¢c= —r—Zur X raurxug =
a6 de
= —GMEur X (ur X ug) = GMﬁug. (9.14)

Observe agora que:

;t(vx c) = i‘;xc—kvxg—axc (9.15)
Por outro lado:

d duy du,do de

—-(GMu,) = GM—L = GM— = = GM—u. (9.16)
Das equagoes (9.14), (9.15) e segue entdo que:

d d
7 (vxc)= 7 (GMu,).

Donde, por integracdo obtemos:
vxXc=GMu;+Db,

onde b é um vetor constante.
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Tomando e tal que GMe = b segue que:
vxc=GM(u;+e).
Multiplicando escalarmente ambos os lados da equagédo acima por r temos:
r-vxc=GM(r+r-e) =GMr(l+mncos¢),
onde 7 = ||e|| e ¢ é o dngulo entre r e e. Como ¢ = r - v temos por outro lado que:
2

r-vxec=rXxXv-c=c-c=c(,

onde ¢ = ||c||.
Assim temos, finalmente:

GMr(1+ycos¢) = 2.

2 . ~
Fazendo p = GC—Mﬂ e isolando r segue a equacao:

;= np
neosp +1’
que € a equacdo de uma conica com foco no sol e excentricidade 77, como queriamos demon-
strar.
Observacdo 9.5 Observe que como e é uma constante de integragdo e 1 = ||e|| temos que

a excentricidade depende fundamentalmente das condigdes iniciais do movimento, isto é, da

posicdo e velocidade iniciais do planeta (Verifique!).
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.1 () MUDANCA DE COORDENADAS ORTOGONAIS
NO PLANO

Como sabemos, um sistema de coordenadas ¥ no plano é um conjunto de dois vetores
linearmente independentes f;,f, (ou seja uma base E para V?) e um ponto O, chamado
de origem do sistema de coordenadas.

Sabemos de modo geral que um ponto fixo P ao ser representado em diferentes sis-
temas de coordenadas possuird coordenadas distintas. Esse fato foi usado inimeras vezes
ao escolhermos um sistema de coordenadas para representarmos um problema: o mote era
que através de uma escolha adequada para o sistema de coordenadas podemos simplificar
diversos problemas de geometria analitica.

Neste capitulo iremos um pouco além e entenderemos a relagdo entre a representacao
em diferentes sistemas de coordenadas através das mudancas de coordenadas, isto €, de al-
gumas transformacdes que nos permitem identificar os objetos geométricos nos diferentes
sistemas. Mas antes de irmos ao caso geral concentraremos nossos esforcos num tipo espe-
cial de mudancas de coordenadas, as transformacdes ortogonais e em especial a translacdo
e rotagdo.. Estas apresentam-se como transformacOes de fundamental importancia para
nds uma vez que levam sistemas de coordenadas cartesianos em sistemas cartesianos.

10.1 TRANSLACAO

Uma translacdo é uma mudanca de coordenadas entre dois sistemas ¥~ = (O, B = (eq, e3))
e = (0O/,B' = (f1,£2)) na qual as bases B e B’ sdo iguais, isto é, apenas O e O’ diferem.

Fixado um ponto P do espaco, qual a relacdo entre as coordenadas (x, y) de P no sistema
Y. e as coordenadas (x’,y') de P no sistema X'?
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O/

Ve

Sejam (1, k) as coordenadas dﬂonto O’ no sistema X. Tems en@} que, na base (e1, e2),
OP — (x,y), O'P = («/,y') e OO" = (h,k). Como 0P = 00/ + O'P, temos que (x,y) =
(x',y") + (h, k). Dessa forma a mudanca de coordenadas de ¥’ para X assume a seguinte

()-(0) ()

onde (1, k) as coordenadas do ponto O’ no sistema de coordenadas sistema ..

forma:

10.2 ELIMINACAO DOS TERMOS LINEARES DE UMA EQUACAO
QUADRATICA

Vamos agora usar a translagdo para simplificar a equacdo f(x,y) = Ax?> + By? + Cxy +
Dx + Ey + F = 0, eliminando seus os termos lineares.
As equacoes das translacoes sao

{ x=x"+h
y=y +k
Substituindo na equacdo de segundo grau temos:
A(X+h) 4By +k)2+C (X +h) (y +k)+D (X' +h) +E(y +k) +F=0
expandindo temos:

AW? + Chk 4 2Ahx' + Chy' + Dh + BK* + Ckx' + 2Bky’ + Ek+
+A(X)?+Cx'y + DX +B(y)*+Ey +F=0
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Agrupando os termos

A(x')?+B(y)* + Cx'y' + (2Ah + Ck + D) x" + (Ch + 2Bk + E) y'+ (10.1)
+AhW? +BK* + Chk+Dh+Ek+F =0

Queremos que os termos lineares se anulem, logo

2Ah+Ck+D =0
Ch+2Bk+E=0

Se o sistema tiver solu¢do, entdo teremos resolvido o problema. Isso ocorre por exemplo
se

2A C

=4AB—C2#£0
C 2B 7

Caso o determinante se anule, podemos nao ter nenhuma solucéo (sistema impossivel)
ou um numero infinito de solucdes (sistema indeterminado).

Notemos também que os coeficientes dos termos de grau dois ndo se alteram e que o
termo constante F’ vale f(h,k) = Ah® + Bk?> + Chk + Dh+ Ek+F =0

Exemplo 10.1 Achar uma translagdo que elimine os termos lineares da equagdo:

x? —5xy — 11y* —x + 37y +52 =0
Solucdo: Se substituirmos x = x’ +h e y = y’ + k. Teremos

(¢ +h)* =5 (" +h) (y +k) =11 (y' + k) — (x' + 1) +37 (i +k) +52=0
(10.2)

Donde temos:

(x')?> = 5x"y —11(y')* + (2h — 5k — 1)x’ — (5h + 22k — 37)y'+
+ (h* — 5hk —11k* — h + 37k + 52) = 0

Como queremos que os termos em x’ e em i’ se anulem, devemos ter para isso

2h—5k—-1=0
S5h+22k —37 =0
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O sistema linear acima possui uma tnica solu¢do [ = 3,k = 1]. E logo a equacdo [10.2] se
simplifica a

(x')? = 5x'y —11(y')* +69 =0

Exemplo 10.2 Simplifique a equagdo g (x,y) = 4x* — 4xy + 7y*> + 12x + 6y — 9 = 0.

Solucdo: Usemos agora o deduzido imediatamente antes do Exemplo [10.1]

x=x+h
y=y +k

Para termos os termos lineares nulos, devemos ter

Sejam

8h—4k+12=0
—4+14k+6=0

Resolvendo esse sistema linear chegamosah = —2ek = —1
Temos, assim, que F/ = g(—2,—1) = 4(—=2)> —4(=2) (1) +7(=1)* +12(-2) +
6(—1) —9 = —24. Logo a equagdo no sistema X' fica

4(x) 4y +7(y)? —24=0

Exercicios.

Ex. 2.1 — Em cada um dos seguintes itens, transformar a equacio dada por uma translacdo
dos eixos coordenados para a nova origem indicada.

L+ y>+2x—6y+6=0(-1,3)

23x2 +22 +12x —4y +8 =0 (—2,1)
3y —x*+3y» —4y+3y—3=0(-2-1)
4xy—3x+4y—13=0(—43)
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Ex. 2.2 — Nos iten abaixo, por uma translacdo dos eixos coordenados, transformar a
equacao dada em outra desprovida de termos do primeiro grau.

1.2x2 + 2 +16x —4y +32 =0
2.3x2 —2y? —42x — 4y +133 =0
3xy—x+2y—10=0

Ex. 2.3 — Dada uma equacéo geral de segundo grau Ax? + Bxy + Cy>+ Dx+ Ey+F =0,
prove que uma translacio ird eliminar os termos lineares se e somente se B2 — 4AC # 0

Ex. 2.4 — Prove que na equagéo de segundo grau f(x,y) = Ax>+ Bxy+ Cy* + Dx+ Ey +
F = 0, quando a origem é transladada para o ponto (%, k) o termo constante é transformado

em f(h,k).

10.3 ROTACAO

Considere no plano um sistema de coordenadas ¥~ = (O, e1,e;). A rotacdo de X por um
angulo « corresponde a um sistema de coordenadas ¥/ = (O, f1, f») onde os vetores fq, f,
sdo iguais aos vetores ey, e; girados de « no sentido anti-hordrio.

;A

Ny Yy

RN

Em coordenadas polares temos o seguinte. Considere um ponto P de coordenadas (7, 6) .
Substituindo 6 por 6 — « rotacionamos o ponto P pelo angulo a« (Por qué?). Ou seja,
definindo um novo sistema de coordenadas polares por ' = r e 8/ = 6 — a, obtemos
um sistema de coordenadas polares rotacionado de «.
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A partir da identificacdo do sistema polar com o sistema cartesianas associado temos que
as coordenadas (x,y) de P obedecem:

X = rcos@

Yy = rsenf

Por outro lado, denotando por (x’,y’) as coordenadas de P no sistema cartesiano rota-
cionado temos entio:

x' =rcos (0 —a)

y =rsen (0 —«)
e assim

x =rcosfcosa+ rsenfsenwn

Yy =rcosasenf —rcosfsena.

Como x = rcos0 e y = rsent segue que

x' = xcosa+ysenw

y = —xsena + ycosa,

o que relaciona as coordenadas (x,y) de P no sistema X com as coordenadas (x’,y’) de
P no sistema cartesiano ¥’ rotacionado de um 4ngulo a.
Em nota¢do matricial temos:

X cos senu X

y —sena COSK y

Calculando a transformacao inversa (matriz inversa) segue entdo que

X cosx —sena x!

y sena  cosa y

Donde:

x =x"cosa —y' sena

y = x'sena + ¥ cosa,

Eliminemos agora o termo misto de Ax?> + By?> + Cxy + Dx + Ey + F = 0 através de
rotacao.

212



Queremos achar uma rotagdo por um angulo «a tal que a equacdo acima se reduza a
Ax®*+By¥+D'x+Ey+F =0

Substituindo x = x’ cosa — ¥’ sena e y = y' cosa + x’ sena em Ax? + By? + Cxy + Dx +
Ey + F = 0 teremos:

A (¥ cosa —y' sena)® + B (i cosa + ¥’ sena)” +
+C (x'cosa —y'sena) (y cosa + x'sena) + D (x'cosa — y' sena) +

+E (y' cosa + x"sena) + F =0
Expandindo:
A(x')?cos’a — Ax'y'2senacosa + A(y')* sen® +
+B(y')% cos® 4+ Bx'y'2sena cos a + B(x")? sen® +
+Cx'y cos? « + C(x')?sena cosa — C(y')? sena cos a« — Cx'y/’ sen® a+

+Dx’'cosa — Dy’ sena + Ey' cosa + Ex'sena + F =0
Donde chegamos a:
A+ By +Cx'y +D'x+Ey+F =0,
onde:

A’ = Acos®w + Bsen® a + C cosa senw

B’ = Bcos®>a + Asen®« — Ccosa sena

C' = Ccos®a — Csen®a — 2A cosasenwa + 2B cos o sen &
D' = Dcosa + Esena

E' = Ecosa — Dsenw

F'=F
Para eliminar o termo misto devemos ter

C' = Ccos?>a — Csen®a — 2A cosa sen & + 2B cos a sen a

seja zero, ou seja queremos que
C' = Ccos2a — (sen2x) (A—B) =0

E assim:
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Um modo mais facil de lembrar dessas equacOes € notar que A’ + B’ = A + B e que

A" —B' = Acos>a + Bsen’a + Ccosasena — (Bcoszoc+Asen2a— Ccoszxsenzx)

= Acos’a — Bcos®>a — Asen?a + Bsen®a + 2C cos a sen a.

Usando as formulas de dngulo duplo cos?§ — sen? 0 = cos (26) e 2sen 6§ cos§ = sen (26)

temos
A" — B = A’ cos2a — B cos2a + C' sen 2«
= (A" — B') cos2a + C' sen2a.
Logo
A—B 2
A’ — B’ = Csen2« <—COS & +1>
C sen2«
= Csen2u (cot2 (2a) + 1) .
Assim

A" — B = Cecsc(2u).
Desse modo, para acharmos A’ e B’ temos de resolver o sistema
A+B =A+B
A-B)?
A'—B" =Ccsc(2a)=C (;) +1

Exemplo 10.3 Simplifique a equagdo g (x,y) = 4x* —4xy +7y* + 12x + 6y —9 =10

Solucdo: Como vimos na secdo anterior a translacao

x=x"—-2
y=y -1
elimina os termos lineares e transforma a equagéo para
4(x) 4y +7(y)? —24=0
h=-2ek=-1
A-B _ -3 _ 3

Entfo uma rotacéo por cot (2a) = #z= = =3 = 7 ird eliminar o termo misto. Note que

se cot (2a) = %, entdo o angulo « estd no primeiro quadrante e csc2x = %. (S6 para sua
curiosidade o ~ 26.565)
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Logo
A" +B = A +B =11
A" —B"=Ccsc(2a) =5
Resolvendo o sistema linear temos que A” = 3 e B” = 8 e logo a equacéo fica

3(x")2+8(y") =24

CONNUA
8 3
(Como veremos depois, uma elipse horizontal) O

Exercicios.

Ex. 3.1 — Determinar as novas coordenadas dos pontos (1,0) e (0,1) quando os eixos
coordenados sdo girados de um angulo de 30°.

Ex. 3.2 — Para cada equacdo abaixo transformar a equacdo dada por uma rotacdo dos
eixos coordenados do angulo indicado:

12x +5y -3 =0, arctg 2,5
2.0% = 2xy+y?> —x =0, 45
3./3y% +3xy — 1 =0, 60°

Ex. 3.2 — Por uma rotacdo dos eixos coordenados, transformar a equacdo dada em outra
desprovida do termo xy.

1.4x% +4xy + 2 +Vbx =1
2.9x2 +3xy +9y> =5

342 —2xy+y*—4=0
4.16x% + 24xy 4+ 9y> + 25x =0

Ex. 3.2 — Prove que os nimeros A + C e B2 — 4AC s#o invariantes por rotagoes.

104 EQUACOES GERAL DO SEGUNDO GRAU NO PLANO

Através do uso de translagdes e rotacoes do sistema de coordenadas, podemos observar
que as equagodes de elipses, parabolas, hipérboles e circunferéncias podem ser escritas na
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forma Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey + F = 0. No entanto, nem toda equacfio nessa forma
representa uma dessas conicas. Por exemplo, a equagio x> — y?> = 0, ou de modo mais
conveniente (x +y)(x —y) = 0, representa duas retas concorrentes: x +y = 0ex —y = 0.

E um bom exercicio observar que podemos dividir equacoes quadraticas do tipo Ax? +
By? + Cxy + Dx + Ey + F = 0, em trés grupos de acordo com as curvas que elas represen-
tam:

o Equagdes do tipo eliptico, onde C> — 4AB < 0: vazio, ponto, circunferéncia ou elipse;

o Equacdes do tipo parabdlico, onde C?> — 4AB = 0: vazio, reta, unifio de duas retas
paralelas ou pardbola;

o Equacdes do tipo hiperbdlico, onde C?> — 4AB > 0: unido de duas retas concorrentes
ou hipérbole.

Exemplo 10.4 Exemplos de equagdes quadrdticas em x,y:

1. Equagoes do tipo eliptico:
o x2 +y2 + 1 = 0: Vagio;
o x?+y? = 0: Ponto;
o x2+y? — 1= 0: Circunferéncia;
o x2+2y?> —1 = 0: Elipse.

2. Equagodes do tipo parabdlico:
o (x+y)? = x*+2xy + y? = 0: Uma reta;
o (x+y)(x+y+1)=x>+2xy+y*+ x +y = 0: Unido de duas retas paralelas;
e x —y? = 0: Pardbola.

3. Equacgdes do tipo hiperbdlico:
o (x+vy)(x —y) = x* —y? = 0: Unido de duas retas concorrentes;
o (x+y)(x+y+1) =x%—y?>—1=0: Hipérbole.

Para uma identificacdo exata da curva representada pela equacdo devemos através de

translacOes e rotacdes obter uma equacdo simplificada, isto é, sem termos lineares e misto.
Para isso, sugerimos o seguinte método:

1. Verifique se existe termo misto, isto é, se C # 0. Se C = 0, complete quadrado e faca
uma translacdo para finalizar a simplificacdo da equacao.
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2. Caso C # 0, proceda como indicado no capitulo de Mudanca de Coordenadas, para
eliminar os termos de primeiro grau via translacao.

Observacdo 10.5 Podemos, nesse ponto, chegar a um sistema incompativel. Nesse caso,
partimos para o préximo passo sem nada fazer.

3. Como feito no capitulo de Mudanca de Coordenadas, eliminamos agora o termo
misto via rotagao.

Como vimos no exercicio [2.3] é possivel através de translacoes eliminar os termos lin-

eares de Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 (com certeza) se 4AB — C? # 0.

10.4.1 Caso 4AB—C%#0

Nesse caso a simplificacdo segue via translacdo e rotacgéo.

Exemplo 10.6 Reduzir a equagdo x> — 5xy — 11y?> — x + 37y + 52 = 0.

Solucéo: Fazemos a translagdo x = x’ + h e y = y' + k e queremos que os coeficientes de
x" e y' se anulem. Para isso teremos que

2h—5k—-1=0
5h 422k —37 =0

Cujas solucodes sdo i = 3 e k = 1. Ou seja a nova origem € o ponto (3,1) e nesse sistema
a equacdo fica

(') 452y +11 (1) +69 = 0
Para eliminar o termo misto devemos rotar a equacao por
cot (20) = —12/5
E a equacdo ap0s a rotacdo fica sendo
A" (x")? + B (y")* = 69
Onde A” +B" = A’ + B' e A” — B” = B'\/cot (20) + 1 e assim
23 3

A//: -~ B//:_
2 ¢ 2
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e a equacdo se reduz a

x//
=+

10.4.2 Caso 4AB—C2=0

Neste caso ndo tentaremos eliminar os termos lineares e passaremos direto ao termo misto.
Para eliminar o termo misto faremos uma rotacao pelo dngulo dado por

A—B
cot (2u) ==

Exemplo 10.7 16x> — 24xy +9y* + 15x + 17y +15 =0

Solucdo: Neste caso 4AB — C?> = 0 . Eliminaremos o termo misto rotacionando por um
angulo de
A—-B 7
20) = — — — —
cot (20) . o4
Neste caso temos um tridngulo de lados —7, 24 e 25. e desta forma sen (20) = 24/25 e
cos (20) = —7/25
Também sabemos que
sen (20)
tgd = ———
& 1+ cos (26)
elogotg (0) =24/18 =4/3 elogosen (0) =4/5ecos (8) = 3/5 e as equagbes da rotacdo
ficam
sen (20) = 2cosfsenf cos (20) = cos® § — sen? 6

NN
57 5
e
y =25+ 2y
57 5

e a equacdo reduzida pode ser calculada pelas equagoes

A'+B =A+B=25
A" — B =Cecsc(20) = =25
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elogo A’ =0e B’ = 25 e a equacdo se reduz a
n2 §/_é/ _ é/ §/ _
25 (/) 38<5x 5y> 34<5x+5y +71=0
25 (y')? = 50x' + 10y’ +71 =0

Completando os quadrados temos

(r+3) =2(+-3)

Exercicios.

Ex. 4.1 — Identifique e desenhe as curvas , mostrando os novos eixos apds a rotacgdo e
translacdo:

1.2x% +4xy + 54> — 8x — 14y +5=0
2.x% —5xy +13y> +7x — 31y — 37 =0
3.3x2 + 12xy + 8y* — 24x — 40y + 60 = 0
4.11x% + 6xy +3y* — 12x — 12y — 12 =0
5.7x* —8xy +y*+ 14x — 8y + 16 =0
6.6x% + 12xy + y> — 36x — 6y = 0
7.9x% — 15xy + y* + 63x =0
8.25x2 + 120xy + 144y> + 86x + 233y + 270 = 0
9.5x% + 120xy + 14412 — 312x + 130y + 156 = 0
10.x2 — 4xy +4y> +3x — 6y — 28 = 0
11.4x% + 12xy + 9y? — 2x — 3y -2 = 0 (dois problemas)

10.5 UM POUCO DE ALGEBRA LINEAR

Dado uma matriz 2 x 2
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e v = (x,y) um vetor no plano. Definimos o produto da matriz A pelo vetor v como
Av = (El]lx + any, (aglx + azzy)
A operagao definida acima € linear, isto é:

A(/\]ll + )sz) = A)\lu + A)\zV
para todos os vetores u, v e para todos escalares A1, Ap

Definicao 10.8 Um numero real A é dito autovalor para a matriz A se existir um vetor v

ndo nulo tal que
Av = Av

Dado A um autovalor da matriz A, diremos que que um vetor u € um autovetor de A
associado ao autovalor A se Au = Au.
Em coordenadas temos as seguintes condicoes:

(a11x + arzy, (anx + any) = (Ax, Ay

Ou equivalentemente:

a1 —A)x +apy =0
aynx+ (ap —A)y =0

O sistema acima tem solucdo ndo trivial somente se:

app — A a
det [ ' ? ) =0
Elzl azy — A
Ou seja, A é um autovalor da matriz A se e somente se for raiz do polindémio ps(A) =
(a11 — A)(ax — A) + ajpa2. O polinémio p4(A) é dito polindmio caracteristica da matriz

A.
Os argumentos anteriores provam o seguinte teorema:

Teorema 10.9 Os autovalores de uma matriz A sdo as raizes reais do polinémio caracteristico

da matriz A.

Teorema 10.10 Dado uma matriz A simétrica 2 X 2 entdo:

1. A possui dois autovalores A1 e Aj.
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2. Existe um par de autovetores u e v relativos aos autovalores A1, A, respectivamente que
sdo ortogonais.

3. Seja matriz B cuja primeira coluna € formada pelas coordenadas de u e a segunda coluna
¢ formada pela coordenadas do vetor v entdo:

pag— (M 0
0 A

Demonstracdo: 1. O discriminante da equacdo quadrdtica pa(A) = 0é A = (A —
C)? + B2. Como o discriminante é n&o negativo as rafzes sio reais .

2. Se A > 0 a equacdo tem p4(A) = 0 tem raizes reais distintas: A, A,.
Sejam u e v tais que Au = Ajue Av = Aqv.

Vamos provar que u e v sdo ortogonais

Au-v=u-Av

Logo

AMu-v=XAu-v

(/\1—/\2)11'V:0
elogou-v=20

3. Fazer.
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1 2 MUDANCA DE COORDENADAS NO ESPACO

12.1 MUDANCA DE BASE

Dadas duas bases do espaco E = {ej, ey, e3} e F = {fy,f,,f3}. Os vetores e; podem ser
escritos como combinacdo linear de f; :

e = €l11f1 + €l21f2 -+ a31f3 (12.1)
ey = appfy +anfy + azpfs (12.2)
e3 = a3f; + axf, + assfs (12.3)

Dado um vetor qualquer ele pode ser escrito como como combinacao linear de e; e de f;

v = xej + yep + zes

v = uf; +vf, +wis

Ou de modo equivalente as coordenadas de v na base E sdo (x,y,z) e as coordenadas
desse mesmo vetor na base F sdo (1, v, w) . O problema que queremos resolver € o seguinte:
Imagine que sdo dadas as coordenadas do vetor v na base E. Como fazemos para descobrir
as coordenadas desse vetor na base F?

Esse problema € facil de resolver para isso substituiremos as expressoes de eq, ey, e3 na
base F dadas em[I2.112.2]e[I2.3lem v = xe; + ye, + zes.

v = x (anfy + anfy + asfs3) +y (anfy + ants + azfs) + z (a13f + axnfr + assfs)
U= (X&lu +yap + za13) f1+ (X&lzl +yaxp + Zazg) f, + (xa31 + yasy + za33) f3

Em nota¢do matricial temos:

u a1 4 413 X
(% = a1 ax 43 y
w az1 Az 4ass z

A matriz

a1 a2 a13
Mgr=] axn ax» ax
asz1 asz ass
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¢ chamada matriz mudanca de base de E para F.

Exemplo 12.1 Seja a base F dada por

e = 2fy + 3f, + 4f3
e =fi+f+1f;

engz

Entdo a matriz mudanga de base vale

1
Mg = 1
1

= W N
o = O

Essa express@o pode ser facilmente generalizada para um espago vetorial finito. Neste caso
seja E = {e;}!"; e F = {f;}!",. E seja a expansdo de e; na base F

n
er=) _ ajf (12.4)
i=1
Entdo dadoumvetorv =Y/, yifrev =Y _; xyey entdo substituindo[IZflemv =Y}, xye
temos
n n
v= xxaikti
k=1i=1
n n n
Y vk =) ) xapd;
k=1 i=1k=1
n n n
Y ke =) ) xiagify
k=1 k=1i=1
e logo
n
Vi = ) Xifi
i=1

ou em notagdo matricial:

n a1 ... M X1
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E se fizemos duas mudancas de base uma de E para F e outra de F para G, qual serd a
matriz mudanca de base de E para G? Neste caso sejam Apr = (aij) a matriz mudanca
de base de E para F e Brg = (bl-]-) a matriz mudanca de base de F para G. Queremos
determinar Cg g = (cl-]-) a matriz mudanca de base de E para G.

Assim temos que fr=Y ;a;e; e g = Yrq byfx, substituindo a primeira expresséo na
segunda temos:

n n
g = ) byj Y e
k=1 =1
n n
- 5= 5% b

i=1k=1

Como g; = )i cjje;, temos que

n
cij = ) auby
k=1

Ou seja, a matriz Cgc = Agr- Brc
Uma consequéncia da expressdo acima é que se a mudanca da base E para F é a matriz
A, entdo a mudanca da base F para a base E é a matriz A~

Exemplo 12.2 Na exemplo anterior a base E era dada por

e = 2f; + 3f, + 4f3
e=1f +f,+1f3

e3:f2

Entdo a matriz mudanga de base da base E para a base F valia

1
Mg = 1
1

=~ W N
S = O

Entdo a mudanga da base F para a base E vale

-1

|
N[—=
o O
N[—=

Mg = (ME,FY1 =

= LW N
U Y
o = O
Il
N
|

NI—
Nl—= =

227



12.2 MUDANCA DE COORDENADAS

Sejam dois sistemas de coordenadas X1 = (O, e1, ey, e3) e Xy = (O, f1,f5,f3) .
_1>\Ieste caso um ponto P no espaco pode ser escrito como OP = xje;+xpe2+X3e3 ou como
O'P = y1f1+y,fr+y,fs.

Escrevendo os vetores e; na base f; teremos:

e = a11f1 + a21f2 —+ a31f3 (12.5)
ey = appfy + anfy + azpfs (12.6)
e3 = a3f1 + axfr + assfs (12.7)

Entdo de modo analdgo a secdo anterior teremos que o vetor (j%' escreve-se na base F
como (ﬁ = xf; + yfo + zf3 sendo x, y,z dados por

a1 a4 ai13 X1
y = ay1 Aaz a3 X2
Z az1 asy 4ass X3

€ como

— —
00’ +0'P = OP

—
Escrevendo os vetores acima no sistema de coordenadas X, supondo que OO’ : (01, 0, 03,)22
teremos:
— —
! !
OO's, +O'Px, = Oﬁzz
n 01 a1 A4 43 X1
Vo |+ | o2 | =| an axn ax X2
Y3 03 az1 Aasy 4ass X3
—

Se OO0’ : (s1, 52, 53)Zl entdo teremos que

a1 a4 ai13 51
(01,02,03), = | 421 axm 423 $2
az1 4asp 4ass 53
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e assim

n a1 4 43 X1 a1 4 413 51
W2 = a1 Az a3 X2 - az1 Az a3 52
Y3 az1 asy 4as3 X3 az1 asy 4as3 53
n a1 a2 413 X1 — 851
Y2 = az1 Az a3 X2 — 82
Y3 asz1 asz ass X3 — 53
Exemplo 12.3 Qual é a mudanga de coordenadas do sistema X1 = (O, eq, ey, e3) para o

sistema X = (O, f1,f5,f3) na qual O’ : (1,2,1)Zl efi=ey, fp =e3efs =e; +2e —e3?

10
Solucdo: Nestecaso Mpg=| 0 0 2 e logo
01 -1
-1

n 1 0 1 X1 — 1
Y2 = 00 2 Xy — 2
Y3 01 -1 X3 — 1
Vi 1 -1 0 x —1
y2 = 0 % 1 x2 - 2
Y3 0 3 0 x3—1

Entéo o ponto de coordenada P = (2,1, —3)y, tera coordenadas no sistema X,

1 0 1 2—-1

y =100 2 1-2

z 01 -1 3-1
3
2

v |=1| 3

:)

35 1
logo P (5,5,—5)22 O
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Exemplo 12.4 Dado um retdngulo ABCD conforme a figura ao lado.. E o sistema de coorde-
nadas 1 = (A,ej,e3) e Xp = (B, e3, %e1> . Calcule a mudanga de base do sistema ¥, para
2.

Comegamos escrevendo as coordenadas da nova origem B, no sistema ¥; Como AB

Exemplo 12.5 1. X para ¥,
2. ¥ para Xy

3. Xy para ¥

Exercicios.

Ex. 2.1 — Dados dois sistemas de coordenadas X1 = (O, e1, ey, e3) e X = (O, £y, f5,f3) .
Escreva a equacdo paramétrica da reta r : X = (0,2,0) + s (1,2,3) dada no sistema ¥£; no
sistema Y., sendo X,:

1fi=e;,fr=—e3s+te, fz=ee0 = (1,2,3)21
2.f1 = —eq, f2 = —e3 — €1, f3 —e)t+e3e Ol = (1,0,1)21
3.f1 = ey, fz = —e3 +eq, f3 = e € O = (1,0,0)21

Ex. 2.2 — Dado o plano (2x —4y +z = 4)Zl . Escreva a equacdo paramétrica desse plano
nos sistemas >, do exercicio acima.

Ex. 2.3 — Dado um plano 77 : X = Py + vt + ws

X0 (%1 w1
X=1 yw |+| vo |[t+]| wr |5
20 U3 w3

num sistema .1, escolha um novo sistema de coordenadas de modo que nesse sistema o
plano tenha equacoes paramétricas

1 0
X = t+ 1 |s
0 0
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Ex. 2.4 — Sdo dados trés pontos A = (1,2,1) B = (3,4,0) e C = (2,3,4). Ache uma
mudanca de coordenadas de modo que esses trés pontos fiquem no plano z = 0.

Ex. 2.5 — Faca uma translagdo de modo que o plano ax + ay + az + a?> = 0 passe pela
origem.

E\ (m,0)
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NOTACAO DE SOMATORIO

A notacdo de Somatdrio é um modo sucinto de escrever expressoes tais como:
2122442

Observe que na soma acima o termo tipico a ser somado é da forma k? e estamos so-
mando esses termos de 1 até n. Um modo sucinto e muito util de escrever essa soma é
utilizando a notacdo de somatoério:

A expressdo anterior deve ser lida como “soma de k* com k variando de 1 até 7.
E de modo mais geral a soma dos ntimeros reais a, - - - a4, pode ser escrita usando a
notacdo de somatério como

n
Zak:a1+---+an
k=1

Claramente, ndo é necessario que a soma comece do 1. Assim por exemplo, podemos

escrever:
4

Y (2s4+1)=143+54+7+9
5=0

5
2]']:22_’_33_’_44_'_55
j=2

De modo andlogo ao fatorial, podemos definir o somatério como

Definicdo A.1 Dado a; uma sequéncia de numeros reais. Definimos o somatério de
ax de 1 até n como sendo a funcdo )} ;a; : N* — R que satisfaz as seguintes pro-

priedades:
1
1 2 aj = aq
k=1
n n—1 .
2. Y ay =a,+ Y, ax para todo n maior que 1.
k=1 k=1
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Assim, por exemplo pelas definicoes acima temos que:

2 1
Zﬂk:ﬂ2+zﬂk:ﬂ2+al
k=1 k=1

3 2
Y ag=az+ ) ax=az+ (a2 +ay)
k=1 k=1

4 3
Y oag=as+ ) ax=as+ (a3+az+ay)
k=1 k=1

Exercicios.
Ex. 0.6 — Ache o valor das seguintes somas:
5
a) Y k
k=1
5
b) Y 2k
k=2

O Y (2k+1)
k=0

> 1
D L 5w
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FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Comecaremos com uma definicdo provisdria, porém muito util. Para um angulo agudo as
funcoes trigonométricas sdo definidas como:

hlpOtenusa cateto oposto

6

cateto adjacente

cateto oposto hipotenusa
senf = ——— cosseC = ————
hipotenusa cateto oposto
cateto adjacente hipotenusa
cosf = - sec = :
hipotenusa cateto adjacente
cateto oposto cateto adjacente

tgd = cotgf =

cateto adjacente hipotenusa

As definicbes acima ndo se aplicam para angulos obtusos e negativos, porém podemos
generalizar as funcdes trigonométricas para um angulo 6 qualquer através do circulo
trigonométrico. O circulo trigonométrico é um circulo de raio unitdrio centrado na origem
de um sistema de coordenadas cartesianas.

Para cada angulo 6, existe um tnico ponto P perten-
cente ao circulo, tal que o segmento OP faz um angulo 6

. y

com o eixo x.
O seno ¢ definido como a projecdo do segmento OP \6
sobre o eixo y. O cosseno ¢ definido como a projecdo do X’ @)

segmento OP com o eixo y. Isto é:

senf =y cosb =x

As outras fungdes podem ser definidas conforme as relacdes a seguir:

sen 0 1
tgef = 06 = ——
& cos sec cos 0
1 cos 0
cscf = po— cotfd = son 0

239



B.1 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Lembrando que a equacfio da circunferéncia unitdria é x> + y? = 1 e observando que para
todo numero real x o ponto de coordenadas (cos x, sen x) estd na circunferéncia unitaria,
reobtemos a relagdo fundamental

senx +cos’x =1 (B.1)

Dividindo a equagéo por cos? x temos:

th x+ +1 =sec®x (B.2)
De modo andlogo, dividindo a equacio [B.1l por sen® x temos:

1+ cotg? x+ = cossec? x (B.3)
Também temos as férmulas para adicéo:

sen(x +y) = senxcosy + cos x + cosy (B.4)

cos(x + ) = cos xcosy — senxseny (B.5)

Substituindo y por —y nas equacdes anteriores

sen(x+1y) = senxcosy — cos x + cos y cos(x + ) = cos X cosy +senxseny

(B.6)
Dividindo as expressdes para sen(x + y) pelas expressdes para cos(x + y) temos:
tgx +tgy
t =_5° ©6J B.
g(x+v) T tgrtgy (B.7)
Colocando y = x nas equacoes e temos:
cos2x = 2cos’ x — 1 (B.8)
cos2x =1 —2sen’ x (B.9)
Isolando cos® x e sen’ x nas equagdes anteriores obtemos:
1 2
cos®x = y (B.10)
1-— 2
sen®x = %x (B.11)
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B.2 GRAFICOS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

B.2.1 Grafico das Funcdes Seno e Cosseno

Comecamos observando que ambas as fun¢oes seno e cosseno sao limitadas:

—1<senx <1 —1<cosx <1
E que que a funcéo seno é impar pois
sen(—x) = —sen(x), paratodo x € R,

enquanto que a fungéo cosseno € par pois
cos(—x) = cos(x), para todo x € R
As funcoes seno e cosseno sao periddicas pois

sen(x + 2k7r) = senx, paratodo x € R e para todok € Z

cos(x + 2k7t) = senx, para todo x € R e para todo k € Z

Das equacdes [B.4] temos que:

T
cos x = sen(x + 5)

T
senx = cos(x — 5)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

E consequentemente o grafico da fun¢édo cosseno pode ser obtido a partir do grafico da

funcdo seno, através de uma translacdo horizontal para a esquerda (por uma distancia

t/2).
Os gréficos das funcdes seno e cosseno sao apresentados abaixo:

A

f(x) =senx
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B.2.2 Grafico das funcdes tangente e secante

As fungdes tangente e secante estdo definidas no dominio R\{Z + k7 |k € Z}. A funcédo
secante tem a mesma periodicidade da funcdo cosseno, mas a tangente tem periodo 7,

uma vez que
tg(x+ 77) = sen(x + 71) _ —senx _senx _ -
cos(x+m) —cosx  cosx

A func@o secante, assim como a funcdo cosseno, é par. Ja a funcdo tangente, sendo quo-
ciente de uma funcdo impar e uma par, é uma funcdo impar. Os gréficos das func¢des tan-
gente e secante estdo representados abaixo:

A | i
5 {f(x) & tgx |
o s
S
2{ ||
37 _al] | 3 57
—7 2 2 2 7
—5—‘4—‘3—‘25—‘1 12 3 4 is 4 7 I8
A I :
_2 |
-3 |
—4 |
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f(x) = secx

B.2.3 Grafico das funcdes funcdes cotangente e cossecante

A
4

f(x) = cotgx

As fungdes cotangente e cossecante estdo definidas no dominio R\{k7t |k € Z}. A fungéo
cossecante tem a mesma periodicidade da funcao seno, mas a cotangente tem periodo 7

27
6 7
27
6 7
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B.3 FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

As funcoes trigonométricas definidas acima nao sdo bijetoras em seus dominios. Entretanto,
é possivel falar em suas inversas, desde que tomemos dominios restritos. Apresentamos
abaixo, sem maiores detalhes, as funcoes trigonométricas restritas a dominios nos quais
sdo bijetoras e as respectivas fung¢des inversas. Acompanham os respectivos graficos.

B.3.1 Func3o arco seno
A funcdo sen : [-%, %] — [—1,1] tem por inversa a funcéo

]

arcsen : [—1,1] — [—;,

SE

definida como:

arcseny = x < senx =y

4 f(x) = arcsenx

N

_
s

B.3.2 Funcdo arco cosseno
A funcéo cos : [0, 1] — [—1,1] tem por inversa a fungio
arccos : [—1,1] — [0, 7]

definida como:

arccosy = X <> cosx =y
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A .
f(x) = arccos x
B T R S
e
1 i

B.3.3 Funcdo arco tangente
A funcdo tg : (=%, 5) — R tem por inversa a funcéo

arctg : R — (—g,

S

)

definida como:
arctgy =x < tgx =y

A
f(x) = arctg x
2ﬂ
.......................................... P
1<
5 4 -3 2 -1 1 2 3 4 5
—1
_
............................................... e
_2

B.3.4 Funcgdo arco cotangente
A funcéo cotg : (0, 71) — R tem por inversa a funcédo
arccotg : R — (0, )

definida como:

arccotgy = x < cotgx =y

245



A
.............................................. gl
f(x) = arccotg x
’2<
1<
6 5 4 3 2 1 1 2 3 4 5 6

B.3.5 Fungdo arco secante

A fungdo sec: [0, %) U (%, ] = (—o0, —1] U [1, c0) tem por inversa a fun¢do

arcsec : (—oo, —1] U [1,00) — [0, g) U (E,n]

definida como:

arcseCcly = X < seCcx =Y

A
f(x) = arcsec x
....................... y-.-.7'[3
L2
.......................... L P
y==2"
D1
-5 -4 -3 2 1 1 2 3 4 5

B.3.6 Fungdo arco cossecante

A funcdo cossec : [-75,0) U (0, 5] = (=00, —1] U [1,00) tem por inversa a funcéo
arccossec : (—oo, —1]U[1,00) — [—=,0) U (0, g]

definida como:

arccossecy = Xx < cossecx = y
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A
» |f(x) = arccossec x
.................................... L
y=x
1<
6 -5 & =32 -1 1 2 3 4 5 6
— 7T
-1 1 Yy=-32
_2 ]
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MATRIZES E SISTEMAS LINEARES.

C.1 MATRIZES

Uma matriz real m x n é um conjunto ordenado de ntimeros reais dispostos em m linhas
e n colunas. Os elementos de uma matriz serdo indicados por dois indices dos quais o
primeiro indica a posi¢do na linha e o segundo na coluna. Desta forma o elemento a;;
refere-se ao elemento que estd na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

a1 a4 - A1p

a1 ax aon
A=

Aml Am2 - Qmn

Uma matriz é dita quadrada se o nimero de entradas é igual ao numero de colunas.
Uma matriz 1 x n é dito matriz linha e uma matriz m x 1 é dita matriz coluna . A matriz
nula n x m é a matriz cujas todas as coordenadas sdo 0. A matriz identidade n x n é a
matriz cujos termos da diagonal, isto € os termos 4;; com i = j, sdo iguais a 1 e os termos
fora da diagonal sdo zeros.

c.1.1 Operagdes com Matrizes

Podemos definir a soma é a multiplicacdo de matrizes por escalares coordenada a coorde-
nada.

Defini¢do C.1 Dadas duas matrizes n x m A = (a;;) e B = (b;;) e c um escalar, definimos
as matrizes A + B e cA como:

A+ B:= (Eli]' + bi]') cA = (Cﬂij)

Exemplo C.2 Se
A= 1 2 4 e B— 4 0 2
35 -1 4 2 3

249



entdo:

A+B:546 2::248
7 7 2 6 10 -2

Definicdo C.3 Dado A uma matriz m X p e B uma matriz p X n. O produto de A por B
denotado AB é definido como a matriz C = (cij) cuja entrada ij é definida como:

p
cij = ) auby
k=1

E fundamental observar que o produto AB sé esta definido se o niimero de colunas de A
’igual ao niimero de linhas de B.

Exemplo C.4 Se

210 & 7
A= B=11 4
(3 2 —1)

entdo

ap_ [22+1:140-(-1) 2:34+1-4+40-5 (5 10
3.242-1+4(=1)-(=1) 3:3+2-4+(-1)-5 9 12

C.2 DETERMINANTES

Recordaremos, sem apresentar as demonstracoes, algumas propriedades dos determinantes.

Dada uma matriz A o menor dessa matriz com respeito do elemento 4;; € a matriz que se
obtém ao remover da matriz A a i-ésima linha e a j-ésima coluna. Denotaremos tal menor
por Aj;.

Exemplo C.5 O menor de uma matriz 3 x 3 em relagdo ao elemento a3 é:

ayp app U b
An=| 0 O O :<11 12)

azy asp
a3 azxp U
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O determinante de uma matriz quadrada é uma funcdo que associa a cada matriz
quadrada um numero real, determinado pelo seguinte procedimento indutivo:

1. O determinante de uma matriz 1 x 1 é igual ao valor da entrada dessa matriz, i.e,
la| =a

2. O determinante de uma matriz n x n pode ser calculado somando ao longo de uma
linha ou coluna o produto de um elemento a;; por (—1)"*/ vezes o determinante do
menor em relagéo ao elemento 4;;, i.e.,

Assim, escolhendo uma linha, ou seja fixando um i temos:
n . .
_ i+ ..
Al =) —(1)ay | Ay
j=1
De modo andlogo, escolhendo uma coluna, ou seja fixando um j temos:

n
_ i+j
Al =) —(1)"a; |Ay]
i=1
O determinante ndo depende da escolha da linha ou coluna na expanséo anterior.
Utilizando o procedimento anterior para uma matriz 2 x 2 e expandindo em relacéo a

primeira linha temos:

a b =al|d| —blc| =ad—bc

Utilizando o procedimento anterior para uma matriz 3 x 3 e expandindo em relacdo a

primeira linha temos:

ap b o

by c a ¢ a, by
a by o | =m —b +C

bs c3 az c3 a3 b3
az bz c3

O sinal (—1)"*/ da definicfio anterior pode ser facilmente calculado, notando que esse
fator troca de sinal para cada termo adjacente da matriz, conforme o padrado abaixo:

1 -1 1
-1 1 -1
1 -1 1
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Notac¢éo: Dado uma matriz quadrada de ordem 7 e de entradas a;;, A = (a;;, denotare-
mos suas colunas por Ay,..., A,. Logo:

A= (amyi, ..., n)

e assim podemos reescrever a matriz A como A = (A1, Az, ..., Ay)
Usaremos também a seguinte notagdo para representar o determinante de uma matriz

quadrada:
a b o
la b ¢ ...|=|a b o
Assim por exemplo:
b a b o
a0
|61 b|: ’61 b C’: an bz (8))
a by
a3 bz c3

Teorema C.6 Se todos os elementos de uma coluna (ou linha) forem multiplicados por A,
entdo o determinante fica multiplicado por A:

Ay As--AAj---Ap| = A|A] Ay Aj--- Ay

Teorema C.7 O valor do determinante é inalterado se transpormos a matriz.

am b o a ax as
Por exemplo: a by oo |=|by by b3
as b3 C3 ci C2 (3

Teorema C.8 O valor do determinante troca de sinal se duas colunas (ou linha) sdo inter-
cambiadas.

‘Al Az"'Ai"'A]‘"'An|=—|A1 AZ"'A]‘"'Ai"'An‘

Teorema C.9 Se duas linhas ou colunas de uma matriz sdo idénticas entdo o determinante
dessa matriz € nulo.

Teorema C.10 O valor do determinante permanece inalterado se adicionarmos um miiltiplo
de uma coluna (linha) a outra coluna (linha).

‘Al AZ"'Ai"'A]‘"'An|:‘A1 Az"'Ai"'A]‘-i-)\Ai"'An‘
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C.2.1 Matriz Inversa

Dada uma matriz A o cofator do elemento a;; € c;j = (—=1)ii |Ajj|. A matriz formada pelos
cofatores é denominada matriz dos cofatores de A, e denotada por cof A

_ _ i+j
cof (A) = (cij) = ((=1)"7 |Ay])
A transposta da matriz dos cofatores é denominada matriz adjunta de A e é denotada
por adj(A).
Uma matriz quadrada A € dita invertivel inversa de uma matriz se existir uma matriz B

tal que:
A-B=B-A=1

Teorema C.11 Dada uma matriz A, essa matriz € invertivel se e somente se |A| # 0 e nesse
caso a inversa de A, denotada A~ é dada por:

_ dj(A)
At=12
|Al
Exemplo C.12 Dado
1 2 1
A=12 1 0
1 -1 -2

Calcule a matriz inversa

Solucdo: Vamos comecar calculando a matriz de cofatores:
O cofator em relacgdo ao coeficiente a1 é:

1 0
-1 -2

1 =2

O cofator em relacgéo ao coeficiente aq, é:

2 0
-1 =2

-1 =4

Calculando os cofatores como acima, temos que a matriz de cofatores é dada por:

-2 4 =3
cof(A) = 3 -3 3
-1 2 -3
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E a matriz adjunta é:

-2 3 -1
adj(A) = 4 -3 2
-3 3 -3

E assim como det A = 3, temos que a matriz inversa é:

— 4 2
=1 3 -1 3
~1 1 -1

C.3 TEOREMA DE CRAMER

Dado um sistema linear de n equacgoes e n incdgnitas

a11xy -+ aipXxo + -+ a1y = k1
a21X1 + axnxs + -+ ax, = ky

A1 X1+ X2 + - -+ ayy = kn

podemos escrever esse sistema como AX = k onde

a1 a4 - dip X1

ap1 4z - A2y X2
A= . . . . X =

an1 An2 - Ann Xn

A matriz A é denominada matriz de coeficientes e k a matriz de constantes.

Teorema C.13 Dado um sistema linear de n equagdes e n incognitas

mx+by+cz+--- =k
amx+by+cz+--- =k
anX + by +cpz+ - =ky

com |A| # 0. Entdo as solugdes desse sistema sdo:

Lk A s A Ak A A
’Al AZAn| ’ |A1 AZAn’ /

X1
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Demonstracdo: Escrevendo o sistema linear como AX = k. Como det A # 0, a matriz A
é invertivel, e assim multiplicando ambos os lados do sistema por A~! temos:

X = A"k

Usando a caracterizacdo da matriz inversa como a transposta da matriz de cofatores divi-
dido pelo determinante, temos que esse sistema pode ser escrito na forma matricial como:

X1 . €11+ Cpl k1

~ detA
Xn Cin *°* Cun ky,

Dessa forma temos que
x1 =kicnn + -+ knom
Se expandirmos o determinante |k a4, a3--- a,|em relacdo a primeira coluna temos:

ki ap - anp
=kicy1 + -+ kuom
kn (257 Ann
e assim temos que:

Lk A Asa
1 A1 Ay Ayl

De modo andlogo temos que:

. |A1 AZ'k"'An|
! |A1 AZ"'An|

Exemplo C.14 Resolva o sistema linear:

2x—y+5z=1
—x+2y—2z=2
—3x+y—7z=-1
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Pelo teorema de Cramer, como

-1 2 —2[=2#0

1 -1 5
)
1 7| _g
p— = — = —4
X 2 2
2 1 5
1 2 -2
3 -1 -7 | ,
pr— = - = 1
y 2 2
2 -1 1
1 2 2
3 1 -1 4
= = — = 2
z 2 2

C.4 METODO DE ELIMINACAO DE GAUSS

O método de eliminacdo de Gauss para sistemas lineares baseia-se na aplicacdo de trés

operacoes bdsicas nas equagdes de um sistema linear:

Trocar duas equacgoes;

Multiplicar todos os termos de uma equagéo por um escalar ndo nulo;

Adicionar a uma equacao o multiplo da outra.

Ao aplicarmos as operagdes acima a um sistema linear obtemos um novo sistema tendo

as mesma solucdes que o anterior. Dois sistemas que possuem as mesmas solucdes serao di-

tos equivalentes. Ao utilizar as aplicacOes anteriores de modo sistemdtico podemos chegar

a um sistema equivalente mais simples e cuja solucdo é evidente.
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Ilustraremos a utilizacdo dessa técnica em alguns exemplos

Exemplo C.15 Um sistema com solugdo unica. Considere o sistema:

2x + 8y + 6z = 30
2x —y =3
dx+y+z=12

Vamos determinar as solugoes desse sistema, se existirem.

Solucao:
Comecaremos representando esse sistema através de sua matriz aumentada:

2 8 630
2 -1 0|3
4 1 1112

Essa matriz é obtida adicionando a matriz de coeficientes uma coluna com a matriz de
constantes.

No método de Gauss, o primeiro objetivo é colocar um 1 na entrada superior a esquerda
da matriz. Para isso comecamos dividido a primeira linha por 2. Fazendo isso obtemos

1 4 3|15
2 -1 0|3
4 1 1112

O préximo passo é fazer com que os outros coeficientes da primeira coluna sejam 0. Para
isso multiplicamos a primeira linha por —2 e adicionamos a segunda, e multiplicamos a
primeira linha por —4 e adicionamos na terceira. Feito isso obtemos:

1 4 3 15
0 -9 —-6|-27
0 —15 —11| 48
Agora repetiremos o procedimento na segunda coluna, ignorando a primeira linha. Para
isso multiplicaremos a segunda linha por —1/9:
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Multiplicando a segunda linha por 15 e adicionando a terceira, temos:

15
3
-1|-3

Wi W

1 4
01
00
E desta forma o sistema de equacdes correspondente é:

x+4y+3z=15
y+3z=3
—z=-3

E logo z = 3. Substituindo na segunda equagdo temos y = 1 e substituindo esses valores
na primeira equacio temos x +4 + 9 = 15 e assim x = 2.
0

Exemplo C.16 Um sistema com multiplas solugbes Considere o sistema:

2x + 6y + 2z + 4w = 34
3x —2y = -2
2x+2y+z+2w =15

Vamos determinar as solugdes desse sistema, se existirem.
Solucao:
Neste caso a matriz aumentada é:

2 6 2 4|34
3 -2 0 0|-2
2 2 1 2115

Dividindo a primeira linha por 2 temos:

1 3 1 2|17
3 -2 0 0|-2
2 2 1 2115
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Multiplicando a primeira linha por -3 e somando na segunda e multiplicando a primeira
linha por -2 e somando na terceira temos:

1 3 1 2| 17
0 -11 -3 —-6|-53
0 4 -1 -2|-19

Trocando a segunda linha com a terceira e dividindo posteriormente a segunda por —4
temos:

1 3 1 2|17
1 1 19
0 1 1

1 1

0 —-11 -3 —6/|—-53
Multiplicando a segunda linha por 11 e adicionando a terceira temos:
1 2
1 1 18
1 2
Finalmente multiplicando a terceira linha por —4 temos:

17
9

r
3

o = W

e

N D= N
=

1
0
0

A ultima linha nos permite expressar z em funcéo de w: z = 3 — 2w. Substituindo o valor
de z na segunda linha temos que y = 4 e finalmente substituindo esses valores na primeira
linha temos que x = 2

1 00 0]2
01004
00123

259



Exemplo C.17 Resolva o sistema linear por escalonamento:

1x +4y =12
2x —y =3
3x+y =10

Solucéo:

Neste caso a matriz aumentada do sistema é:

1 4 0]12
2 -1 0|3
3 1 0|10

que pode ser reduzida a:

1 4 0|12
7
01 0| 3
1
0 0 0f—3
Esse sistema ndo possui solucdes, pois a ultima linha é impossivel de ser satisfeita 0 = —%
O
Exercicios.

Ex. 4.1 — Prove que o sistema

x+2y+3z—3t = a
2x—5y—3z+12t = b
7x +y+8z+ 5t = c

admite solucao se, e somente se, 37a + 13b = 9c. Ache a solucdo geral do sistema quando
a=2eb=4.

Ex. 4.2 — Resolva os seguintes sistemas por escalonamento:
x+5 =13
a) { Y

4x+3y =1

x+2y—3z=0
b) 5x =3y +z=—-10

—2x—y+z=1
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X+y+2z2==6
) 2x—y+z=3
x+3y—z=3

x—y+2z—t=0
d) 3x+y+3z+t=0
x—y—z—5=0

X+y+z
e) 2x+5y—2z =
X+7y—7z

Q1 W =

—_

3x +2y — 4z
X—y+z

H x—y—-3z = -3
3x +3y — 5z
—X+y+z =

) x—=2y+3z =
8 2x+5y+6z =

I
w

S O = O

Ex. 4.3 — Determine m de modo que o sistema linear seja indeterminado:

mx + 3y =12
2x+1/2y =5

Ex. 4.4 — Para o seguinte sistema linear:

m*x —y=0
Ix+ky =0

Determine o valor de m de modo que o sistema:

a) tenha solucdo unica (trivial)

b) seja impossivel
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Ex. 4.5 — Determinar a e b para que o sistema seja possivel e determinado

3x—7y=a

x+y=>b
5x + 3y = 5a +2b
x+2y=a+b-1

Ex. 4.6 — Determinar o valor de k para que o sistema

x+2y+kz=1
2x +ky +8z=3

tenha:
a) solucdo unica
b) nenhuma solugédo

¢) mais de uma solucdo

Ex. 4.7 — Resolva o sistema

Ex. 4.8 — Discuta os seguintes sistemas:
x+z=4
a) y+z=>5
ax+z=4

( x+z+w=0
x+ky+kw=1
x+(k+l)z+w=1
xX+z+kw=2

b)

Ex. 4.9 — Determine k para que o sistema admita solucéo.

—4x+3y = 2
5v—4y = 0
2x —y = k
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D WOLFRAM ALPHA E MATHEMATICA

Uma ferramenta interessante para o estudo matematica (geometria, cdlculo, dlgebra linear,
...) disponivel gratuitamente na internet é o WolframAlpha (http://www.wolframalpha.com/)
que aceita alguns dos comandos do software Wolfram Mathematica.
Para mais exemplos do que é possivel fazer com o Wolfram Alpha veja http://www.wolframalpha.com/examples/

D.1 PLOTAGEM

Existem alguns comandos do Mathematica que permitem a plotagem de graficos e curvas

no espaco e no plano, titeis, por exemplo, no estudo do contetido do Capitulo [/l
Descreverei aqui alguns comandos que podem ser util ao estudante que quer ganhar

uma intuicdo com os diversos sistemas de coordenadas e com a parametrizacao de curvas.

D.1.1 No Plano

Plot[f[x], {x, Xmin, Xmaxt]

O comando acima plota o gréfico da funcdo f(x) para x entre X, € Xyax

Exemplo D.1 Plotar o grdfico de x> — 2x? + 3 entre —2 e 5. o /

Solucio: /

Plot[x~3 -2x"2 + 3, {x, -2, 5}] e I

Figura D.1: Gréfico de x° O

2x% +3.

/ Exemplo D.2 Plotar o grdfico de e* entre —3 e 2.

N w s o o~
T T T T T T
.
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Figura D.2: Gréfico de e*.


http://www.wolframalpha.com/
http://www.wolframalpha.com/examples/

Solucao:

Plot [Exp[x], {x, -3, 2}]

O
o /’\\ //\ s
Exemplo D.3 Plotar o grdfico de sen x entre 0 e 47. f/ \ /A
/ \
Solucéo: A
05| \\ //” \\\ /
Plot[Sin[x], {x, 0, 4Pi}] \ / \\ /

O
Figura D.3: Gréfico de sen x.

PolarPlot[r[0], {0, O,in, Omax}]

O comando PolarPlot plota o gréfico da funcdo r(6) para
0 entre 6,,;,, € 0,,,,, usando coordenadas polares.

e - \ Exemplo D.4 Plotar o grdfico da fung¢do constante r(0) = 2
’// Al N\ para entre 0 e 27t em coordenadas polares.
( \\ =
| ‘ ‘ | Solucao:
2 1 1 f
\
\ /" PolarPlot[2, {t, 0, 2 Pi}]
N 1 O
\\\ ) 9%
Figura D.4: Circulo de raio 2. T
Exemplo D.5 Plotar o grdfico de r(t) = 2t para t entre 0 e // \\
67t em coordenadas polares. / ya \\
/ / \
[ / wan ‘ ) J
Solucéo: R I A
\ \ b S /
\ \\ —10F Y. /
PolarPlot[2 t, {t, 0, 6 Pi}] \ AN // //
\ S~
. of
AN N e / O

Figura D.5: Espiral.
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/ h\\\ e
\ A\ // ) o
\ \|/ Vs Exemplo D.6 Plotar o grdfico de sen(2t) para t entre 0 e 47t em
AN 1 ~ coordenadas polares.
- ) o
// JI\ Solucao:
[ /4N
\ S/ . . .
N~ ~__/ PolarPlot[Sin[2 t], {t, 0, 2 Pi}]

Figura D.6: Trevo de
quatro folhas.

ParametricPlot [{f,[t], £, [t1},{t, tuin, tmaxr}]

ParametricPlot pode ser usado para plotar curvas parametrizadas
no plano euclideano. No caso, o comando estd plotando a curva
X(t) = (f«(t), fy(t)) para t variando entre t,,;,, € tyqx.

Exemplo D.7 Plotar a curva X(t) = (cost,sen(2t)) para t entre
0e2m.

1
Solucéo: \ / \ |
| / \ J‘
ParametricPlot [{Cos[t], Sin[2t]}, {t, 0, 2 Pi}] \ / N
\\\_// ) \\\J//
O
Figura D.7: Lemnis-
cata.
I - Exemplo D.8 Plotar a curva X(t) = (u® — 4u,u® — 4) para
R ) u entre —2,5e 2,5.
VBN
& T ) Solucéo:

ParametricPlot[u~3 - 4 u, u2 - 4, u, -2.5, 2.5]

Figura D.8: Curva com au-
tointerseccao.

O
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D.1.2 No Espaco

ParametricPlot3D[{f,[t], f,[t], £, [t1},{t, tuin, tumax}]

A funcéo descrita acima permite para plotar a curva parametrizada
X(t) = (fx(t), fy(t), f2(t)) no espaco euclideano para t var-
iando entre f,,;; € tyax.

Exemplo D.9 Plotar a helicéide X(t) = (sent,cos(t),t/10)
para t entre 0 e 20.

Solucao:

Plot3D[f [X,Y], {x, Xmin » Xmux}, {Y: Ymin » Ymax}]

Figura D.9: Helicéide.

Tal comando plota o grafico da funcéo f(x,y) no espaco
para x entre X, € Xyay € Y entre Ypyin € Ymax.

 Exemplo D.10 Plotar o grdfico de f(x,y) = senxcos x para x
sl e yentre 0 e 27t.

Solucéo:
Plot3D[Sin[x] Cosl[yl, x, 0, 2 Pi, y, 0, 2 Pi]

Figura D.10: Plot3D. O

D.2 CALCULO E ALGEBRA LINEAR

Limit [f [x] ,x->a]
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Calcula o limite de f(x) quando x tende a a:

lim f(x).

Exemplo D.11 Calcule limy_,(1/x).

Solucéo:

Limit[1/x, x -> Infinity]
Resultado:

lim (1/x) =0

X—»00

D[f[x], x]

Calcula a derivada de f(x) qem relacdo a x:

j—i(x)

Exemplo D.12 Calcule 452 (x).

Solucéo:
D[Cos[x], x]

Resultado:

dcosx
dx

(x) = —senx

Integrate[f[x], x]
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Encontra uma primitiva da funcéo f(x) quando integramos
em relacdo a x:

/f(x)dx

Exemplo D.13 Encontre uma primitiva de 1/ x.

Solucao:
Integrate[1/x, x]

Resultado:

/1/xdx =logx

O
Inverse [M]
Calcula a inversa da matriz M.
Exemplo D.14 Encontre a matriz inversa de:
1 2 0
M= 311
2 01
Solucao:
Inverse[{{1,2,0},{3,1,1},{2,0,1}}]
Resultado:
-1 2 =2
M= 1 -1 1
2 —4 5
O



Respostas de Alguns Exercicios
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Respostas de Alguns Exercicios

Capitulo 1

1.1 a) AB+ BF = Af = BF = AF — AB
b.) AG = AC +CG = AC + BF = AC + AF — AB
c.)Comoﬁ+ﬁ:ﬁeﬁ:ﬁ:ﬁ:ﬁ—ﬁ
d) BC = BE + FC
e.) Dica:ﬁ:zﬁ—i—ﬁ
£) AC

g.) Dica: AD — BC e HC — AB
1.2 a) DF = DC+ CO + OF = DC + 2DE ¢.) DB = DC + CO + OB = DC + DE + DC =

2DC + DE

e) EC = ED + DC = —DE +DC

£) 2DC g) DC

1.3 a)0b.) 0

c.)—lﬁz[ﬁ

d.) —OF = DE

1.5 3f;

1.6 AN = LAB + 1BC

BD — —1@%—11@

CM_—R+11ﬁ

1.8 Notequem:Y)\—klﬁecomo:
CM + MA + AC = 0

temosque
_>
CM = AH@JFR
c_fwz—(ﬁ—ﬁ)ﬂﬁ
—
CM = — /\+1‘LTC>+A+1%
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1.9 a.)
(ﬁ =2u—vVv
ﬁ =b5u—v
b.) Os lados AD e BC séo paralelos.
112 a)r =%+ Hy=4-fb)x— ey — 1o

1.14 a.) Observe que (—a) v+ (av) = 0 (Porque?)
Conclua que (—a) v é o oposto de (av).

1.18 Dica: suponha A; # 0 entdo u = —%V e logo u e v sdo paralelos absurdo. Logo
A =0

2.14

[AQll _ (n+m)m’ [[BQ|| _ (0 +m')m
DRIl (0" +m)n[|CQ[l  (n+m)n’

2.18 Sejab = ﬁ ec= ﬁ, entdo temos:

7D - Aboxp - AP AC

e logo:

ﬁ:@

Também temos que:

o AC

1+A

Como F, D e B sao colineares entio:
AF = aAD + (1-— zx)zﬁ
e assim
AF=(1- Za)ﬂ? + iaﬁ

_ 3y = 1p— 1 i —
E consequentemente 1 — za = 0 e o = ;75 e assim A = 2.

Logo F divide o segmento AC na razdo 1 : 2.

4.4 M= A+ 2 AB
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5.4 Dica: Observe que

AB+CB+2BA = AB+BA+CB+BA

5.9 Aigualdade equivale a
(my —mp)a+ (n —na)b =0
Como os vetores sdo L.I. temos que (m; —my) =0e (1 —np) =0

1+A+p
5.10 pY(E)

Capitulo 2

3.6 Dado que a+ b + ¢ = 0, calculando o produto de ambos os lados da equacdo sucessi-
vamente com a, b e ¢ temos:

a-at+a-b+a-c=0=a-b+a-c=-9

b-a+b-b+b.-c=0=b-a+b-c=-25

ccatc-b4+c-c=0=c-a4+c-b=-49
Resolvendo o sistema anterior temos a-b = 2 e assim cost = ;5 L elogof = 5

—
3.10 Denotando u = OA, —u = OB e u = OC temos lul| = [|—u|| = |v|] =r.
E assim:

AC . BC = (v+u)(v—u)=v-v—u-u=0

C

4.3
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4.4 a=(1,1,0)
45 v= (g,_%,_%)

4.14 [Dica: Escreva o determinante em termos dos menores da primeira linha e compare com
u- (v x w). Isto também prova que u- (v x w) = v- (w x u). Porque? ]

4.15 A drea do tridngulo é dada por:

A= uxv] = uxw]=3[vxwl|

e assim temos que

[ux v = [luxw|=[vxw]|
Mas [Ju x v|| = [[ul[|v][sena, [u x w|| = [[u][[w]sen p e [|v x w]| = [|v][[|w] seny
E logo:
[wll vl [l
Capitulo 3
x = —t
1.2 [A resposta ndo € tinica] a.) Equagdes paramétricas: ¢ y =1 — 3¢
z=1+43t
x =142t
Equacdes na forma simétrica: =7 = % = Zg—l b.) Equag¢bes paramétricas: { y =t
z=—2+43t
Equagdes na forma simétrica: XT_l =y = %2 c.) Equacoes paramétricas:

t
e Eixox: y=0
z=0

=0

e Eixoy: ¢ y=t
z=0

0

e Eixoz:q y=0
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x=1
Equacdes na forma simétrica: Ndo existem.d.) { y =2

z=1+t
Equacdes na forma simétrica: Ndo existem.
x=1+4+1¢
e.) y=2
z=1
Equacdes na forma simétrica: Ndo existem.
x=2-3t
f.) EquacOes paramétricas: § y =1+ 8¢
z =4t
Equacdes na forma simétrica: *=2 = y‘%l =Z
x=2-23t
g.) Equacdes paramétricas: ¢ y =1+ 5¢
z=—t
Equagbes na forma simétrica: xf_f = yS;l =%

1.3 r:3x+4y — 9 = 0. Intersecgdes: 0, 7 e (3,0).

x =3+5t
y=>5+2t
Equagdes na forma canénica: 2x —5y +19 =0

1.4 a.) Equacles paramétricas:

=t
b.) Equacbes paramétricas: { x 1}
y=1-

Equagdes na forma canonica: x +y —1 =0

Capitulo 4

Capitulo 5
Capitulo 6
Capitulo 7
Capitulo 8
Capitulo 9
Capitulo 10
Capitulo 11
Capitulo 12
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angulo
de abertura (cone), 175
entre dois vetores,
polar,

assintota, [I88

azimute, [166)]
base, 37

bases ortonormais,
bijecéo,
braquistécrona, [160

conicas, [T75]
cardiside, 165
cicldide,
circuncentro, [47]
coeficiente angular,
colatitude, [167]
colinear, [7]
combinacéo linear, 21]
cone reto, [I75]

conjunto principal de coordenadas polares,

161l

coordenadas,

esféricas,

polares, [161]
curva, 157

fechada, 158

loxodrdémica,

regular,

simples,

curva parametrizada, [157]

determinante,
diretriz, 184

de uma conica, 177
distancia

focal, 077

eixo

da parébola, [85] [184]
eixo conjugado

de uma hipérbole,
eixo maior

de uma elipse, [178]
eixo menor

de uma elipse, [178]
eixo polar, [161]
eixo transverso

de uma hipérbole,
elementos

de uma matriz, 247
eliminacdo gaussiana, 254
elipse, [T75]
equacao

afim,

cartesiana,

da elipse,

da hipérbole,

forma canonica,

reduzida,
equacgao geral

do plano, 103
equacgao vetorial
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da reta,
equacdo vetorial do plano, [107]
equacoOes paramétricas

da reta,
equacdes paramétricas da reta,
equagbes paramétricas do plano, [I07]
equacOes simétricas da reta,
escalar, 5]
esfera

de Dandelin, 177
excentricidade,

de cénicas, [177]

foco
de uma cobnica, 177
funcao
bijetora,
injetora,
sobrejetora,

gera, [37]

geratriz

de cone, [175]
hipérbole, 175, [18T]
injecéo,

LD, 23]

Lei
dos Cossenos,
dos Senos,

LL 23

linearmente
dependentes, 23]
independentes, 23]

longitude, [167]

lugar geométrico ,

matriz, 247
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coluna, 247
identidade, 247
invertivel,
linha, 247
nula, 247
produto,
quadrada, 247
soma, 247
menor
de uma matriz,
multiplicacdo por escalar,

norma, [4]
notacio de Grassmann,

operacdes com vetores, [T1]

ortocentro, [47] [69]

parabola, 175]
plano
equagdo geral,
equagdo vetorial, [T0T]
equagdes paramétricas, 107l
polo, [161]
ponto
inicial,
ponto médio, [57]
pontos
colineares, [7]
produto
de matrizes,
escalar,
interno,
produto vetorial, [74]

ramos

da hipérbole,
regra do paralelogramo, [8
reta



equacgdes simétricas, Versor,

equacao vetorial, vetor

equagdes paramétricas, multiplicacdo por escalar,
retas aplicado,

coincidentes, [107] coordenadas,

concorrentes, [107] direcional,

ortogonais, diretor, [6]

paralelas, [107] nulo, 3

perpendiculares, oposto,

posicao,

segmento unitério,

nulo, vetores, [3]

orientado, coplanares, @

sistema cartesiano de coordenadas, [51]

] ortogonais,
sistema de coordenadas,

paralelos, [4] [7]

associado, [162] soma,
obliquo, 5Tl subtracio,
sistema de coordenadas
vetorial, zénite,
sistema linear,
sobrejecio,
soma

de ponto com vetor, [41]
de matrizes, 247
soma de vetores, [§]
somatorio,
subtracfo de vetores,

tautdcrona,
Teorema
de Cramet,
teorema da base
espaco,
plano, 38
triangulo
ortocentro,

vértice

de cone, [I75]
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