= 2 p =
E‘:ﬂ TRO DE MATEMATICA, COMPUTACAO E COGNICAO

Universidade Federal do ABC

Introducado as Equag¢des Diferenciais e Ordindrias - 2017.2

Lista 2 - Modelagem, equac¢des autonomas, e Teorema de Existéncia e Unicidade

1 — Uma coldnia de bactérias cresce a uma razdo pro-
porcional ao ntimero de bactérias presente. Se o niimero
duplica em 5 horas, quando ela triplicard? Quantas ho-
ras serdo necessdrias para que o nimero de bactérias au-
mente de 100 vezes a quantidade original?

2 — Sabe-se que 0 Césio-137 é um elemento radioativo
e que a sua meia-vida é de 30 anos. Suponha que temos
uma amostra com 200mg de Césio-137.

a) Qual a massa de Césio-137 restante apds t anos?

b) Qual serd a massa de Césio-137 na amostra apds
90 anos?

¢) Depois de quanto tempo teremos apenas 1mg de
Césio-137 na amostra?

3 — Psicologos interessados em teoria do aprendi-
zado estudam as chamadas curvas de aprendizado.
Uma curva de aprendizado é o grafico de uma fungao
P(t), que representa o conhecimento adquirido por al-
guém aprendendo uma habilidade como uma fungao
do tempo de treinamento t. Um modelo para o apren-
dizado é dado pela equagdo

dpP

— =k(M—-P

il )
onde M e k sdo constantes positiva. A constante Py =
P(0) < M representa o conhecimento inicial do indivi-
duo.

a) Resolva a equacao diferencial para encontrar uma
expressdo para P(t).

b) Qual é o limite da expressdao encontrada em b)
quando t — oco? Interprete o resultado obtido para
concluir o que as constantes k e M representam.

4 — A taxa de variagdo de temperatura de um corpo
é proporcional a diferenca de temperatura entre esse

corpo e o meio ambiente. Seja T(t) a temperatura desse
corpo em fungdo do tempo.

a) Com as informacoes dadas (e definindo as cons-
tantes necessdrias), escreva a equagdo diferencial
que a fungdo T(t) deve satisfazer.

b) Suponha que um corpo com temperatura desco-
nhecida é colocado em um refrigerador mantido a
temperatura constante de —20°C. Se ap6s 20 minu-
tos a temperatura do corpo é 40°C e ap6s 40 minu-
tos é 20°C, qual a temperatura inicial do corpo?

5 — Um tanque contém 400¢ de uma mistura de 4gua e
cloro com uma concentragdo de 0, 05g de cloro por litro.
Para reduzir a concentracdo de cloro temos trés opg¢des:
I) A primeira é bombear dgua pura (sem cloro) para o
tanque a uma taxa de 4¢{/min; II) a segunda é bombear
um mistura de 4gua com cloro (concentracdo de 0,03g
de cloro por litro) a uma taxa de 6¢/min; III) a terceira
opcdo, por sua vez, é bombear uma outra mistura de
dgua com cloro (concentracdo de 0,05¢g de cloro por li-
tro) a uma taxa de 8{/min. Em todos os casos, a mistura
dentro do tanque é constantemente agitada e retirada a
uma taxa de 10¢/min.

a) Calcule o volume de liquido no tanque, em fungao
do tempo, em cada um dos casos.

b) Em cada um dos casos, calcule a quantidade de
cloro (em gramas) no tanque em fungdo do tempo.

c) Suponha que queremos obter, dentro do tan-
que, uma concentragdo de 0,04g de cloro por litro.
Quando isso ocorre, as valculas de entrada e saida
de liquido do tanque sdo fechadas. Com qual das
trés opgoes essa concentragdo é obtida mais rapi-
damente? (Calcule o tempo correspondente). Com
qual das trés opgdes conseguimos o maior volume
de liquido com essa concentracdo? (Calcule o vo-
lume correspondente.)



6 — Um novo produto é introduzido no mercado atra-

vés de uma campanha publicitaria cujo alvo sdo os Ny
habitantes de uma cidade X. A taxa com que a popula-
¢do fica sabendo sobre o produto é proporcional ao nui-
mero de pessoas que ainda ndo ouviram falar sobre o
produto. Supondo que no inicio da campanha ninguém
conhega o produto e que, ao fim de dois anos, metade
da populacédo tenha ouvido falar sobre o produto, qual
serd a fracdo da populagdo que terd ouvido falar sobre o
produto ao fim de quatro anos?

7 — Um circuito elétrico possui uma fonte de e = 5V
(5 volts), resisténcia de R = 10Q (10 ohms) e uma ca-
pacitancia de C = 10~2F (10~ faraday). Inicialmente, a
carga no capacitor é 5 coulombs. Um circuito como esse,
em que a resisténcia e o capacitor estdo ligados em sé-
rie, é denominado circuito RC. Sabemos que a ddp (dife-
renca de potencial) fornecida pela fonte alimenta a resis-
téncia e o capacitor. Se q(t) determina a carga no capa-
citor em funcdo do tempo e i(t) = dq(t)/dt representa
a corrente elétrica em fungdo do tempo, entdo a ddp re-
querida pela resisténcia é dada por Ri(t) enquantoa ddp
requerida pelo capacitor é dada por q(t)/C.

a) Determine a corrente transitéria i(t).

b) Determine tlim i(t) e interprete o resultado.
— 00

¢) Suponha que, ao invés da fonte de e = 5V (5 volts),
tivessemos uma fonte de corrente alternada, para
a qual a ddp varia com o tempo de acordo com
€(t) = 5sen(400t) [t é medido em segundos e €
em volts]. Mantendo todos os outros parametros
do circuito inalterados, qual seriam agora as res-
postas dos itens a) e b) acima?

8 — Uma equacdo que modela o crescimento popula-
cional é a equagao de Gompertz,

dy
2 —rylIn(K
a Y n(K/y),

onde r e K sdo constantes positivas.

a) Esboce o gréfico de f(y) = ryIn(K/y) em funcdo
dey. A partir dai encontre os pontos criticos dessa
equacao diferencial autbnoma e determine se cada
um deles é estavel ou instavel.

b) Resolva a equacdo de Gompertz sujeita a condi¢do
inicial y(0) = yp.

¢) O modelo de Gompertz foi aplicado & uma certa
populacdo de peixes. Seja y(t) a massa total (em
kg) desta populagdo num instante t. Os pardme-
tros da equagado foram estimados, tendo como va-
lorest=0,71/ano e K = 80,5 x 1O6kg. Se a massa
inicial é yo = K/4, encontre a massa total desta po-
pulagdo ap6s 2 anos.

d) Para os mesmos dados do item anterior, determine
o instante T no qual y(t) = 3K/4.

9 — Considere as equagdes autonomas abaixo. Em
cada caso, determine os pontos criticos da equagdo e
classifique-os quando a sua estabilidade. Sem resolver
explicitamente as equagdes diferenciais, esboce os grafi-
cos das suas solugdes para diferentes condig¢des iniciais

y(0) = yo.
(a)

D — 6y + 22 (b) ¥ =ev—1

() =ev-1 (d)y’ = (y?>—3y +2)eY

(y' =yly—-1Dy—2) Ny =y*(y*-1)

(9)y’ =y*(1—y)? My =2y-3y

10 — O modelo de Von Bertalanffy para crescimento
de peixes estabelece que o aumento do peso do peixe
é proporcional a drea de sua superficie externa (anabo-
lismo) e o decaimento é proposrcional a energia consu-

mida (catabolismo). Este modelo é descrito pela equa-
¢do diferencial autbnoma

dp 2/3

— = —

at — oP Bp
onde & > 0 e B > 0 sdo chamadas constantes de anabo-
lismo e catabolismo, respectivamente.

a) Encontre todos os pontos de equilibrio da equagdo
acima e classifique-os quanto a sua estabilidade.

b) Para cada condigdo inicial p(0) = py > 0 estude o
comportamento da solugdo p(t) quando t — oo.

11 — Considere a equacgdo diferencial y’ = \/y? —9. E
possivel garantir a unicidade de uma solugdo que passa
pelo ponto (1,4)? E de uma solugdo que passa pelo
ponto (2, —3)? Justifique.



12 — Nos itens seguintes, determine a regido no plano
ty onde as hipéteses do Teorema de Existéncia e Unici-
dade de Solugses sao satisfeitas.

t—
@Y =58 (b)y/ = (1 —y?)1/2
In [ty]
(C)y/:T}ilﬁ (d)y’' = (2 +y?)>?
(0 B _ 1+t
dt 3y—y?

13 — O problema de valor inicial

2
'—Zy =0, 0)=0
y -y y(0)
tem duas solugdes: y(x) = 0 e y(x) = x2. Por que este
resultado nédo contradiz o teorema de Existéncia e Uni-
cidade das solugdes? Explique detalhamente.

Respostas dos Exercicios

1 94 =KkN(t) = N(t) = Noe*t.

N(5) =2Ng = k = 22 hora .

N(t) = 3Ny = t = 383 horas ~ 7,295 horas.
N(t) =100Ng = t = 101}17“210 horas ~ 33,219 horas.

2 a) %—T = —km(t) = m(t) = moe ¥, my = 200,
In2 1

m(30) = 5 = k = L= anos .
b) m(90) =25mg.

¢) m(t)=1=t=(90+ %15) anos ~ 229,316 anos.

3 a) P(t)=M—(M—Pgle kt,

b) tlim P(t) = M. Logo, M representa o conhecimento
—00

final adquirido, apés um tempo infinito de estudos.
Como Py < M, a fungdo P(t) nunca é descrescente
e, portanto, M respresenta o maximo conhecimento
possivel. A constante k por outro lado, é uma cons-
tante de proporcionalidade que representa quao ra-
pido o conhecimento é adquirido.

4 a) A equagdo é % = —k(T(t) —Tin), onde Ty, € a
temperatura do meio ambiente. Observe que k > 0,
pois se a temperatura do meio ambiente é menor do
que a do corpo (T(t) > T,), entdo o corpo deve es-
friar e sua temperatura diminuir (dT/dt < 0). Resol-
vendo, temos T(t) = T + (Tg — Tin ) e <t

b) Temos T, = —20°C. Fazendo T(20) =40 e T(40) =
20, encontramos k = 55In (3) min~! e Ty = 70°C.

5 a) Mostre que a EDO é V/(t) = 1in — Tout, onde Tin
¢é a taxa de entrada e oy é a taxa de saida. Resolva

para encontrar Vi(t) = 400 — 6t, Vi1(t) = 400 — 4t,
Vi (t) =400 — 2t.

b) Mostre que a EDO é Q’(t) = CinTin — r"ﬁ}%gt), onde
Cin € a concentracdo do liquido que entra. Resolva
para encontrar:

(200 — 3t)>/3

t)= 22 ~0,002924(200 — 3t)5/3,
Qi) 200v/5 ( )
_3(100—1t) | (100 —t)3/2
QII(t) - 75 12500

~ 0,12(100 — t) + 0,00008(100 — t)%/2,
Qi (t) =20—1t/10. (1)
c) Calcule as concentragdes correspondentes fazendo
C(t) = Q(t)/V(t) em cada caso. Entdo resolva a
equacdo C(t) = 0.04 para encontrar o tempo corres-
pondente em cada caso. Com esse tempo t, calcula-
mos V(t) para encontrar o volume correspondente.
Assim:
Caso I: t = 200—3& min ~ 18,96min, V(t) =
128v/50 ~ 286,22¢,
CasoII: t = (100 - 503@) min ~ 37,00 min, V(t) =

200v/2 ¢ ~ 251,981,

Caso III: a concentragdo se mantém constante igual
a 0,05g/{. Portanto, é impossivel obter o que se de-
seja nesse caso.

A conclusdo é que no caso I a concentracdo desejada
é obtida mais rapidamente. Dentre as trés opg¢oes, no
caso I se obtém também o maior volume.

6 Seja S(t) o namero de habitantes que sabem sobre o
produto no instante t. Logo, o nimero de habitantes



que ainda ndo ouviram falar do produto é, em um ins-
tante t, Ny — S(t). Pelo enunciado temos S(0) = 0 e
43 = k(N —S), onde k é uma constante que representa
a efet1v1dade da campanha publicitdria. Temos entdo
S(t) = Ng(1 — e_kt). Fazendo S(2) = Ny/2, encontra-

mos k = 132 ano le, portanto, S(4) = 32‘—‘).
) q( e(n)—9
7 a) A EDO é ¢(t) = Ri(t) + :>q() —x
No caso €(t) = ¢ = constante = 5, temos uma

EDO separével. Como q(0) = 5, encontramos q(t) =
35 (99710 +1). Logo, i(t) = %il =—Pe 10 [Osi-
nal negativo indica que a corrente elétrica flui no sen-
tido oposto ao que foi inicialmente convencionado ao
montar o problema - nesse caso, indica que a corrente
flui do terminal negativo da fonte para o terminal po-

sitivo].

b) Usando o resultado acima, temos tlim i(t) =0.
— 00
¢) A EDO é a mesma de antes, porém agora e(t) ndo é
mais constante e a EDO nao é separdvel. Como ela é

linear, podemos resolvé-la usando o fator integrante.
160140e 19t sen (400t ) —40 cos (400t )
7

Com isso, q(t) =

32020
i) = dq _ 10(—8007e 10t +-80 sen (400t ) +2 cos (400t ) )
- dt 1601 :

Repare que, matematicamente, ndo existe lim i(t).
t—o0

Fisicamente, como a fonte possui uma ddp que
oscila, passado um tempo suficientemente longo,

a corrente também oscilard [de acordo com 1 =
800 sen (400t )+20 cos (400t ) ]
1601

8 a) Os pontos criticos sdo aqueles em que f(y) = 0.
Claramente isso ocorre paray = K. Note que a fun-
¢do ndo esta definida em y < 0 (por causa do loga-
ritmo). Mesmo assim, o limite liir}) f(y) existe. Como

Y

lirrb f(y) = 0, dizemos que y = 0 também é ponto
y—

critico. O esbogo do gréfico de f(y) é

fv)

~

Para 0 < y < K, temos y’(x) = f(y) > 0 e, por-
tanto, y(x) é crescente. Portanto, nessa regido, y(x)
tende a crescer, se afastando de y = 0 e se aproxi-
mando de y = K. Por outro lado, paray > K, te-
mos y’(x) = f(y) < 0 e, portanto, y(x) é decrescente.
Com isso, nessa regido, y(x) tende a se aproximar de
y = K. A conclusdo é que o ponto de equilibrioy = K
é estavel enquanto o ponto de equilibrioy = 0 € ins-
tavel.

b) Essa é uma equagdo separdvel. Faca a substituigdo
z = In(K/y) para integrar e use y(0) = yp para en-

K (2)"

¢) Substituindo os valores na soluc¢do acima, encontra-
se y(2) ~ 5.75797 x 107 kg.

contrar y(x)

d) y(t) =3K/4 = Tt~ 2,212anos.

9 Em cada caso temos uma equagao autonoma do tipo
% = f(y). Os pontos criticos sdo as solu¢des da equa-
¢ao f(y) = 0, correspondendo a solugdes da EDO que
sdo constantes (pois dy/dt = 0). Para saber se o ponto
de equilibrio é estdvel ou instavel, vocé deve analisar os
sinais de f(y) para saber onde y(t) é crescente e onde
é decrescente. Para analisar a concavidade do grafico

de y(t), vocé deve analisar os sinais de f’(y)f(y), pois

d? d dy) d
e %(H‘%) = %(%)% = f'(y)f(y). Os es-

bocos correspondentes em cada caso sdo (linhas pretas
horizontais indicam os pontos de equilibrio; linhas tra-
cejadas horizontais indicam mudanga de concavidade):

a) Ptos criticos: —3, 0. Mud. de concavidade: —3/2.

0]

W) J
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h) Ptos criticos: 0, %. Mud. de concavidade: 19—6
W

W)

1.0

——

2 3 4

T

10 Os pontos de equilibrio sdo p = 0 (instavel) e p = %

0.0

—

(estavel). O esbogo das solugdes é para diferentes valo-
res iniciais é:

p(t)

11 Temos f(x,y) = Vy2—9e g—; = \/in. A regido do

plano xy onde podemos garantir a aplicacdo do TEU é
{(x,y) € R?|y < —3 ouy > 3}. Portanto, podemos ga-
rantir existéncia e unicidade da solugdo que passa por
(1,4). Por outro lado, ndo podemos aplicar o TEU em
(2,—3). Temos, portanto, que tentar resolver explicita-
mente a equagdo nesse caso. Como a equagdo dada é
separavel, podemos integra-la para encontrar a solugdo
y(x) = —3cosh(2 —x), que satisfaz y(2) = —3. Com
isso, garantimos a existéncia de solugdo passando por
(2,—3). Observando a equagdo, é facil perceber que a

funcdo constante y(x) = —3 também satisfaz a EDO
e a condi¢do y(2) = —3. Como encontramos explici-
tamente duas solugdes distintas passando pelo ponto
(2,—3), ndo temos unicidade de solugdes nesse caso.

t—y of _ 7t -
2t+5y € oy Con

12 a) Temos f(t,y) = Btisy)
sequentemente, podemos aplicar o TEU em todos os
pontos do plano com excegdo daquelas que estdo na
retay = —2t/5. A regido de validade do TEU é, por-

tanto, {(t,y) € R? |2t + 5y # 0}.

of
b) Temos f(t,y) = v—t*—y>+1le g, = —\/ﬁ.
Consequentemente, podemos aplicar o TEU em to-
dos os pontos do plano que estdo dentro do circulo
de raio 1, isto é t> +y? < 1. A regido de validade do
TEU é, portanto, {(t,y) € R?[t? +y% < 1}.

log [ ty] e Of
—t24+y2+1 oy

Consequentemente, podemos

c¢) Temos f(t,y) = =
—t2—2y?log |ty|+y?+1
y(—2y2+1)°
aplicar o TEU em todos os pontos do plano com ex-
cecdo daqueles que estdo nasretast =0ouy =0e
daqueles que estdo na hipérbole t* —y? = 1. A re-

gido de validade do TEU é, portanto, {(t,y) € R? |t #
0,y #0,t2 —y? #1).

d) Temos f(t,y) = (t2+92)3/2 e gv = 3yVit2+y2
Consequentemente, podemos aplicar o TEU em to-
dos os pontos do plano, sem excegdo. A regido de

validade do TEU ¢, portanto, IR?.

2 t2+1)(2y—3)
e) Temos f(t,y) = 3;:32 e g—; = % Con-

sequentemente, podemos aplicar o TEU em todos os
pontos do plano com excegdo daqueles que estdo nas
retasy = 0 ouy = 3. A regido de validade do TEU
é, portanto, {(t,y) € R?|y # 0,y # 3}.

13 Temosy’ = f(x,y) = 279 e g—; = % Logo, o TEU néao

pode ser aplicado nos pontos do plano em que x = 0.
Em particular, ndo podemos aplicar o TEU para a con-
digdo inicialy(0) = Oe, porisso, o fato de existirem duas
solucdes distintas passando pelo mesmo ponto ndo con-
tradiz o TEU. Lembre que quando o TEU néo pode ser
aplicado, ndo podemos dizer nada nem sobre a existén-
cia nem sobre a unicidade de solugdes (a menos que uti-
lizemos algum outro método para anélise).



