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Lista 5 - EDOs lineares de ordem superior ( >

3) e sistemas de EDOs de primeira

ordem

1 — S&o dadas trincas de fungdes que sdo, em cada
caso, solugdes de alguma EDO de terceira ordem li-
near, homogénea, e com coeficientes continuos em
toda a reta. Determine, usando o Wronskiano, se as
fung¢des dadas sdo linearmente independentes ou li-
nearmente dependentes no intervalo (—oo, 00). Caso
sejam linearmente dependentes, escreva uma delas
como combinacdo linear das outras.

a) fi(t) =2t —3, fo(t) =t2+1, f3(t) =2t —t;
b) fi(t) =2t —3, fo(t) =2t2+1, f3(t) =3t> + t;
o) f1(x) =x, fa(x) =x%, f3(x) =x 1

d) f1(x) =5, fa(x) =sen’x, f3(x) = cos(2x).

2 — Verifique que as fun¢des dadas formam em
cada caso um conjunto completo de solugdes para
a EDO correspondente. Escreva a solugdo geral em
cada caso e resolva o PVI dado:

a) X3 ”’+6x2y”+4xy’—4y :0, X > 0;
y(1) =0, y'(1) =0, y"(1) =1,
y1(x) =x, ya(x) =%2, y3(x) =x2Inx;

b)y///l+y1/:0.
y(m) =0, y'(n) =0, y”(m) =1, y"'(m) =0;
yi(x) =1, ya(x) = x, ya(x) = senx, ys(x) =
COS X.

3 — Encontre a solugdo geral das seguintes equa-
¢Oes diferenciais:

)y —4y” — 5y’ =0;

b)y"” —y =0;

C)y(4)+y///+y//:0;

d)y"” —3y” +3y’ —y =0;

e)y® + 5y —2y” —10y” +y’ 45y = 0.

4 — Encontre a solugdo dos PVIs abaixo:

a)y”’+12y”+36y’:0,

y(]-) = 0/ y,(l) = 1/ y,,(]-) = _7/
b)y///+2y//_5yl_6y:0/

y(0) =0, y'(0) =0, y"(0) = 1.

5 — Encontre a solugdo geral das seguintes equa-
¢Oes diferenciais:

a)13/1176.9// :37
b)y¥ —y” =4x 4 2xe .

COS X;

6 — Encontre a solugdo dos PVIs abaixo:
a)y”’—Zy”er’ =2 _24eX +4065X,
y(0) =1/2, y'(0) =5/2, y"(0) = —-9/2;
b)y”' +8y =2x — 5+ 8e %,
y(0) = -5, y'(0) =3, y”(0) = —4.

7 — Utilizando o método de redugdo de ordem, de-
termine a solucao geral das EDOs abaixo:
a) 2—tly”+2t—-3)y"—ty'+y =0, t < 2,
sabendo que y;(t) = e* é solugao;
b) t2(t+3)y”" —3t(t+2)y” +6(1+t)y’ —6y =0,
t > 0, sabendo que y1 (t) = t? é solugéo.

8 — Considere os sistemas abaixo. Em cada caso: (i)
encontre a solugdo geral do sistema; (ii) determine e
classifique o ponto de equilibrio em (x,y) = (0,0),
explicando o que acontece quando t — oo.
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9 — Resolva o sistema

condigdes iniciais x(0) = 1, y(0) = 2.

10 — Seja puma constante real satisfazendo p # —1.
Mostre que (x,y) = (0,0) é sempre um ponto de equi-
librio instdvel do sistema linear

X=ux+y
y=-—x+y

Para quais valores de p o ponto (0,0) é um ponto de
sela? Para quais valores de p o ponto (0,0) é um
ponto espiral instdvel? Para quais valores de p o
ponto (0,0) é um ponto né instavel? (Os valores de p
para os quais as caracteristicas do equilibrio mudam
sdo chamados de bifurcacgdes.)

Respostas dos exercicios:

1 Se existir pelo menos um ty tal que o Wronskiano é
diferente de zero, i.e. W(tg) # 0, as fungdes serao LI;
caso contrario, sdo LD.

a) W(t)=14,L[
b) W(t) =0, LD; temos 1f1(t) + 3f2(t) = f5(t).
o) W(x)=2¢ LI
d) W(x) =0, LD; temos 1f1(x) —2f,(x) = f3(x).

2 Em cada caso devemos substituir as fungdes dadas
na EDO para verificar se sdo solu¢des ou ndo. Em se-
guida, devemos calcular o Wronskiano entre as fun-
¢Oes para verificar se sdo linearmente independentes
ou ndo. Depois de verificar que sdo solugdes e sao li-
nearmente independentes, escrevemos a solugdo ge-
ral y(x) = C1y1(x) + Coya(x) + C3ys(x) e através das
condigdes iniciais determinamos Cq, C, e C3. Os re-
sultados sao:

3 Em cada caso temos uma EDO linear homogénea
com coeficientes constantes. Para encontrar um con-
junto completo de solugdes, tentamos solugdes do
tipo y(t) = e**. Com isso, obtemos uma equagéo po-
linomial para a varidvel A que tem 0 mesmo grau da
EDO. As raizes desse polindmio correspondem a so-
lugdes da EDO. Em caso de raiz dupla A, tanto eMt

como te*t sdo solugdes; em caso de raiz tripla, tanto
eM como teM e t?eM sdo solugdes; e assim por di-
ante. Por fim, escrevemos a solugao geral fazendo
uma combinagdo linear (com coeficientes arbitrarios)
das solugdes encontradas. Os resultados sdo:
a) W—4N—BA=0=A\ =0\ =-1 A3=5
y(x) =Cy + Coe t + %e“;
b) M—1=0=A=1A=—L+i% A3 =11,

Yl = Caet +C2€(77+l\/§> +C3€<7%’i§)t ou

y(x) = Die' +Doe™ ZSen(\[t)+D3e 2 cos (@),

27
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U(X):C1+Czt+Cge< 2+12>t+c4e( 2 l2)tou

Mo
2

Dy + Dot + Dge’% sen(

)+

y(x) =
Dge™ 3 Ccos (ft)

d) B3N 4+3A-1=0=NM=Mh=N=1,
y(x) = Cret + Cotet + Cat?et.

e) M45A—2A3 — 10N+ A+5=0= A=A =1, A3 =
Ay =—1, A5 =5,
y(x) = Cret + Cotet + Czet 4 Cyte ™t 4+ Cze 5L,

4 Para encontrar a solugao geral, devemos seguir os
passos do exercicio 3. Depois de encontrada a solugao
geral, usamos as condicdes iniciais dadas para fixar as

constantes arbitrarias. Os resultados sdo:
—3t —t 2t

e e €
a) U( ) 10 =~ 6 15 ;

b) y(t) = i ééef’(l t) L %te6(1—t)‘




5 Para encontrar a solugdo geral, primeiro encontra-
mos um conjunto completo de solu¢des da EDO ho-
mogénea associada. Em seguida, encontramos uma
solugdo particular da EDO ndo-homogénea usando
o método dos coeficientes indeterminados. Basica-
mente, olhando para o lado direito das equacdes, ten-
tamos um “chute inteligente"para yp(t). Depois de
encontrar yp (t), podemos escrever a solucdo geral da
EDO ndo-homogénea como sendo y(t) = yn(t) +
yp(t), onde yn(t) é a solugdo geral da EDO homo-
génea associada.

a) EDO homogénea: N6 =0= A =N =
0, A3 = 6 = yn(x) = Cq; + Cox + C3e®*. Solu-
¢do particular da EDO ndo homogénea: o “chute"”
mais 6bvio é y, (x) = A + B cosx + Csenx. Como
A é solugao da EDO homogénea, temos que troca-
lo por Ax. Como Ax também ¢é solugdo da EDO
homogénea, temos que trocé-lo por Ax2. Em vista
disso, tentamos y, (x) = Ax? + B cosx + C senx e
encontramos A = —%, B = 37, C = 7. A so-
lucdo geral é, portanto, y(x) = yn(x) +yp(x) =
Ci+ Cox+ C3€6X 6

2
sen x
4 + 737 — 37 COSX;

b) EDO homogénea: M =0=2 7N =\ =
0, :3=1, Ay =—1=yn(x) = C1 + Cox + Cze* +
Cqe ™. Solugdo particular da EDO ndo homogé-
nea: o “chute" mais 6bvio é y,(x) = Ax+B +
Cxe™, porém ndo funciona. Tentando yp(x) =
(Ax +B)x? + Cxe * + Dx%e X e encontramos A =
—%, B=0C= —%, D= —%. A solucdo geral é,

portanto, y(x) = C; + Cox + Cze* + Cqe™™ 2%_

%xe x— %xze*".

6 Para encontrar a solugdo geral da EDO, fazemos
como no exercicio 5. Usamos entdo as condi¢oes inici-
ais para fixar as constantes que aparecem na solugao
geral e, com isso, resolvemos o PVI.

a) EDO homogénea: yn(x) = C; + Cpe* + Czxe™.
Solugéo particular da EDO ndo homogénea: ten-
tamos yp (x) = Ax + Bx?e* + Ce°* e encontramos
A=2B=-12 C = % A solugédo geral §,
portanto, y(x) = yn(x) +yp(x) = Cq+ Cre* +
Caxe* — XTZ +semx _ £ cosx. Usando as condigdes

iniciais encontramos as constantes C1, C, e Cj:
y(x) =20 —20e* + 18xe* + 2x — 12x%e* + Le%;

b) EDO homogénea: yn(x) = Cie™2* +
Cre*sen (\/gx) + Cze* cos (\@x) Solugédo parti-
cular da EDO nao homogénea: tentamos yp, (x) =
A + Bx + Cxe ?* e encontramos A = —%, B =

N
2

C = % A solugdo geral é, portanto, y(x) =
yn(x) + yp(x) = Cie 2* + Cre¥sen (V3x) +
Cze* cos (\/?:x) — % +3+ %xe‘Z". Usando as con-
dic¢des iniciais encontramos as constantes C1, C; e
C31

yx) = %gefzx—l—z;f[e sen (v/3x) —
% + Y + gXe X.

4e cos (v/3x) —

7 a) No método de reducdo de ordem buscamos
uma solugdo do tipo ya(t) = u(t)yi(t) = u(t)et.
Substituindo na EDO encontramos a seguinte
equagio para w: (t—2)u’ + (t —3)u” = 0. Defi-
nindo v(t) = u’(t), temos uma EDO de primeira
ordem: (t—2)v' + (t —3)v = 0. Resolvendo, en-
contramos v(t) = Cie '(t — 2). Integrando duas
vezes, temos u(t) = Cie 't + Cat + C; e, por-
tanto, ys(t) = u(t)et = Cyt + Catet + Czet. Ou
seja, além de e', temos t e te' como solugdes da
EDO. A solugdo geral é y(t) = Cit+ Cate' + Cse';

b) No método de reducao de ordem buscamos uma
solugdo do tipo Yy (t) = u(t)y:(t) = u(t)t2. Subs-
tituindo na EDO encontramos a seguinte equac¢do
para u: t(t +3)0u” +3(t+4)u” = 0. Definindo
v(t) = u”(t), temos uma EDO de primeira or-
dem: t(t+3)v' 4+ 3(t+4)v = 0. Resolvendo, en-
contramos v(t) = % Integrando duas vezes,
temos u(t) = % (é + %) + Cot 4 C3 e, portanto,
Yo(t) = u(t)t? = % (1+1t) + Cat® + C3t2. Ou seja,

além de t?, temos t3 e 1 + t como solucdes da EDO.

A solugdo geral é y(t) =Ky (1+t) + Kot + K3t2.

8 Em cada item temos um sistema do tipo
x=ax+by (I

{ y=cx+dy (II)

Repare que em todos os casos temos b # 0e d # 0 (ou
seja, as equagOes sempre misturam x e y). Derivando
a equacao (I), encontramos X = ax + by. Utilizando
a equacdo (II), essa equacao se torna X = ax + b(cx +
dy). Isolando y na equagdo (I) e substituindo nessa
altima, temos X = ax + bex 4+ d(x — ax) e, portanto,
X —(a+ d)x+ (bc — ad)x = 0. Com isso, transfor-
mamos o problema de resolver o sistema de EDOs no
problema de resolver uma EDO linear com coeficien-
tes constantes. O polindmio caracteristico associado
aessa EDO ¢, portanto, A2 — (a + d)A + (bc — ad). Em
termos de matrizes, o sistema pode ser escrito como

-0



Definindo M = (¢%), esendo I = (}9) repare

que encontrar as raizes do polindmio A —(a+d)A+
(bc — ad) é equivalente a resolver a equagdo det(M —
Al) =0:

a—A b
c d—A

‘:Az—(a+d)>\+(bc—ad):0.

Depois de resolver essa equagdo, encontramos a so-
lugdo geral para x(t). Pela equagdo (I), temos x =
ax+by = y(t) = %X(t) — px(t) e, portanto, conhe-
cendo x(t) usamos essa equagdo para encontrar y(t).
Em todos os casos, o ponto (x,y) = (0,0) é um ponto
de equilibrio isolado. O tipo de equilibrio esta relaci-
onado as raizes do polindmio caracteristico. As solu-
¢Oes sdo:

a) Raizes do polindmio: A\; = =2 e A, = 1. Como
A1 < 0e Ay > 0, o ponto de equilibrio é instavel
(ponto de sela). A solugdo geral é:

x(t) = Cre 2t + Cpet, y(t) = —%e_Zt + Caet;

b) Raizes do polindmio: Ay = 2+2ie A, =2 —2i.
Como Re(A;) > 0 e Re(Az) > 0, o equilibrio é ins-
tavel. Como Im(A1) # 0 e Im(A,) # 0, temos uma
espiral instavel. A solucdo geral é:

x(t) = C1e2t cos(2t) + Cye?t sen(2t),
y(t) = —Cqe?t cos(2t) 4+ Cre?t sen(2t);

¢) Raizes do polindmio: A; = =3 e A, = 2. Como
A1 < 0e Ay > 0, o equilibrio é instavel (ponto de
sela). A solucao geral é:

x(t) = Cre 3t + Cpe?t, y(t) = —2C1e 3t + %eZt

d) Raizes do polindbmio: Ay = -3 e Ay = 2. Como
A1 < 0e Ay > 0, o equilibrio é instdvel (ponto de
sela). A solucdo geral é:

x(t) = Cre 3t + Coe?t, y(t) = —Ste 32082

e) Raizes do polindmio: A; = —2 e Ay = —1. Como
Re(A1) < 0 e Re(A2) < 0, o equilibrio é assinto-
ticamente estavel. Como Im(A;) = Im(A,) =0, o
ponto de equilibrio é um né estdvel. A solugdo ge-
ral é:

x(t) = Cle’t + Czeizt, y(t) = Cle’t + %CQQiZt;

f) Raizes do polinémio: A\ =2 + V2el =2—2.
Como Re(A;) > 0 e Re(Az) > 0, o equilibrio é ins-
tdvel. Como Im(A;) = Im(A2) = 0, o ponto de

equilibrio é um n¢ instavel. A solugdo geral é:

( ) Cq e(2+\/) +Cy e(Zf\f)
( ) Cl <1+\f) 2+\[ (17\/5) e(Z—\ﬁ)tl,

g) Raizes do polindmio: A\; = ie Ay = —i. Como
Re(A1) = Re(Az) = 0, o equilibrio é estavel (cen-
tro). A solugdo geral é:

x(t) = Cisent + Cpcost, y(t) = —Cqcos(t) +
Cysen(t);

h) Raizes do polindmio: A; = —3+2ieA, = -3 —2i.
Como Re(A1) < 0 e Re(Az) < 0, o equilibrio € es-
tavel. Como Im(A1) # 0 e Im(A,) # 0, temos uma
espiral estavel. A solugdo geral é:

x(t) = Cre 3t cos(2t) + Coe 3t sen(2t),
y(t) = (%) e 3t cos(2t) + (#) e 3tsen(2t).

9 Repare que ndo podemos fazer exatamente da
mesma maneira que fizemos no exercicio anterior.
Mas podemos fazer parecido. Em termos de matri-
zes, esse sistema pode ser reescrito como

x\ (0 -1\ [(x 3t
(6= )66,

Fazendo uma analogia com o que aprendemos sobre
as EDOs lineares, esse sistema pode ser entendido
como uma versao ndo-homogénea dos sistemas ho-
mogéneos que aparecem no exercicio 8. Derivando
a primeira equagdo do sistema, encontramos X =
—y + 3. Substituindo y dado pela segunda equacéo,
temos X = —4x — 2t +3 = X +4x = —2t + 3. Resol-
vendo essa EDO linear ndo-homogénea, encontrarnos
a solugdo geral x(t) = C; cos(2t) + C, sen(2t) —|— g — 7.
Substituindo na primeira equagdo do sistema e iso-
landoy, temos y(t) = 2Cy sen(2t) —2C; cos(2t) + % +
3t. Usando as Condigf)es iniciais, temos x(0) = 1 =
c1+§_1:»c1 =leyl0)=2=20+1i=2=
Cp = —= Com isso, x(t) = icos(Zt) - %sen(Zt) +
31 ey( ) = sen(2t) + 2 cos(2t) + § + 3t.

10 Note que a condigdo p # —1 é importante para
que o ponto de equilibrio seja um ponto de equli-
brio isolado. Quando p = —1, o sistema se torna
X = Uy = —x+y. Nesse caso, todos os pontos na
reta y = x sdo pontos de equilibrio e, portanto, (0,0)
é um ponto de equilibrio que ndo é isolado. Para
u # —1, fazendo como no exercicio 8 encontra-se o se-
guinte polindmio caracteristico: A2 —A(p+1) +p+1,
cujo discriminante é A(p) = (p+1)> —4(p+1) =
(L4 1)(n—3). As raizes desse polindmio caracteris-

ticosdo A1 = HT”Jri”AZ(H) el = HT“—ivAZ(“). Para

analisar a estabilidade do ponto de equilibrio, temos
que conhecer Re(A1) e Re(Az). Se pelo menos um des-
ses valores for positivo, o ponto serd instavel.



Para encontrar Re(A;) e Re(A;), precisamos analisar o
sinal do discriminante A(n) = (u+1)(n—3). Essa
fungdo representa uma parabola com concavidade
para cima e, por isso, tem valores positivos se p < —1
oup > 3. Para—1 < pn < 3, a funcdo A(p) tem valores
negativos. Vamos analisar trés casos separadamente:
Caso I: p < —1. Nesse caso, A > 0 e, portanto, A1 e A,
sdo numeros reais. Como p < —1, temos —4(pu+1) >
0e, portanto, A(n) = (p+1)2—4(p+1) > (u+1)? =

VA1) > lp+1]. Logo, Ay = HT“—I—i”AZ(H) >0e

> >— < 0. Isso significa que o ponto de
equilibrio é instavel (ponto de sela) nesse caso.
Caso II: —1 < p < 3. Nesse caso, A < 0 e, por-
tanto, A; e A sdo nameros complexos. Logo, Re(A;) =
Re(A;) 145” > 0. Isso significa que o ponto de equili-
brio é instavel (espiral) nesse caso.
Caso III: p1 > 3. Nesse caso, A > 0 e, portanto, A; e Ay

sdo numeros reais. Como p > 3, temos —4(pn+1) <0
e, portanto, A(n) = (p+1)? —4(pu+1) < (p+1)? =

}\zzlit_\/m

> T) > 0. Isso significa que o ponto de
equilibrio € instavel (n6) nesse caso.
Como pn < —1, temos —4(pn+1) > 0 e, portanto,
Alp) = (p+ 12 —4(p+1) > (p+1) = /AW >
I+ 11 Logo, A = 5 4 YA 5 gep, = Lin

2
7VA2(H) < 0. Isso significa que o ponto de equilibrio é
instavel (ponto de sela) nesse caso.
Resumindo: as bifurca¢des ocorrem quando A(u) =
0, isto é, quando © = —1 ou quando p = 3. Para
n < —1, o ponto de equilibrio (0,0) é um ponto de
sela. Para —1 < p < 3, o ponto de equilibrio (0,0) é
uma espiral instdvel. Para u > 3, o ponto de equili-
brio (0,0) é um né instavel.




