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Prefacio

Este texto cobre o material para um curso de Algebra Linear ministrado para estudantes da 4rea de Ciéncias
Exatas. O texto pode, mas nio é necessario, ser acompanhado de um programa como o MATLAB® *, SciLab
ou 0 Maxima.

s .

O contetido é dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1 o conceito de vetor do R" é introduzido e entdo
sdo definidos os espagos vetoriais abstratos. Dependéncia Linear, conjunto de geradores e base sdo definidos
o mais geral possivel de forma a incluir espagos vetoriais que possuem uma base infinita, como o espago dos
polinémios, por exemplo. Splines sdo estudados neste capitulo como uma aplicagdo dos conceitos apresenta-
dos.

No Capitulo 2 sdo estudados os espagos com produto interno, bases ortonormais e complemento ortogonal.
Contém também uma aplicagdo aos polindmios de Legendre e uma aplicagdo as séries de Fourier.

O Capitulo 3 aborda transformagoes lineares. Aqui é apresentada uma abordagem bastante geométrica deste
tema. A matriz mudanca de base aparece de maneira natural como a matriz da transformacao identidade em
relacdo a duas bases. A matriz jacobiana de uma transformacao é apresentada como uma aplicacdo ao tema.

*MATLAB® ¢ marca registrada de The Mathworks, Inc.

Vi



Conteddo vii

Aqui também ¢ estudada a adjunta de uma transformagdo linear e é apresentada uma aplicagdo ao problema
de quadrados minimos.

O Capitulo 4 traz um estudo da diagonalizacdo de operadores, incluindo a diagonalizacdo de operadores
normais e auto-adjuntos e uma aplicacdo na identificacdo de conicas. A tdltima secdo traz a forma canodnica de
Jordan. Além de serem provados resultados sobre existéncia, ¢ mostrado também como se obtém uma base de
autovetores generalizados em relagdo a qual a matriz do operador estd na forma canonica de Jordan. Como
aplicagdes sao apresentados: cdlculo das poténcias de uma matriz, fun¢des de matrizes e Sistemas de equagdes
diferenciais.

Os exercicios estdo agrupados em trés classes. Os “Exercicios Numéricos”, que contém exercicios que sdao
resolvidos fazendo célculos, que podem ser realizados sem a ajuda de um computador ou de uma maquina
de calcular. Os “Exercicios Tedricos”, que contém exercicios que requerem demonstragdes. Alguns sdo sim-
ples, outros sdo mais complexos. Os mais dificeis complementam a teoria e geralmente sdo acompanhados
de sugestoes. Os “Exercicios usando o MATLAB®”, que contém exercicios para serem resolvidos usando o
MATLAB® ou outro software. Os comandos necessarios a resolucio destes exercicios sdo também forneci-
dos juntamente com uma explicacdo rdpida do uso. Os exercicios numéricos sdo imprescindiveis, enquanto a
resolugdo dos outros, depende do nivel e dos objetivos pretendidos para o curso.

O MATLAB® é um software destinado a fazer calculos com matrizes (MATLAB® = MATrix LABoratory). Os co-
mandos do MATLAB® sdo muito préximos da forma como escrevemos expressdes algébricas, tornando mais
simples o seu uso. Podem ser incorporados as fung¢des pré-definidas, pacotes de fungdes para tarefas es-
pecificas. Um pacote chamado gaal com fungdes que sdo direcionadas para o estudo de Geometria Analitica
e Algebra Linear pode ser obtido na web na pagina do autor, assim como um texto com uma introdugao ao
MATLAB® e instrugdes de como instalar o pacote gaal. O MATLAB® ndo é um software gratuito, embora antes
a versdo estudante vinha gratis ao se comprar o guia do usudrio. Atualmente o SciLab é uma alternativa gra-
tuita, mas que ndo faz calculo simbélico. O Maxima é um programa de computagdo algébrica gratuito. Ambos
podem ser usados como ferramenta auxiliar na aprendizagem de Algebra Linear. Na pagina do autor na web
podem ser encontrados pacotes de fungdes para estes programas além de links para as paginas do SciLab e do
Maxima e varias paginas interativas que podem auxiliar na aprendizagem.

No fim de cada capitulo temos um “Teste do Capitulo”, onde o aluno pode avaliar os seus conhecimentos. Os

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



viii Preficio

Exercicios Numéricos e os Exercicios usando o MATLAB® estao resolvidos ap6s o ultimo capitulo utilizando o
MATLAB®. Desta forma o leitor que ndo estiver interessado em usar o software pode obter apenas as respostas
dos exercicios, enquanto aquele que tiver algum interesse, pode ficar sabendo como os exercicios poderiam ser
resolvidos fazendo uso do MATLAB® e do pacote gaal.

Gostaria de agradecer ao professor Helder C. Rodrigues pelas frutiferas discussdes e aos professores que co-
laboraram apresentando corregdes, criticas e sugestdes, entre eles Joana Darc A. S. da Cruz, Francisco Satuf,
Hamilton P. Bueno e Antoénio J. Engler.

Histoérico

Julho 2010 Varias corregdes. O texto foi completamente reformatado.

Margo 2006 Vdrias correc¢des. Foi acrescentado o Exemplo 3.40 na pagina 282. Foram acrescentados diagramas
para a formacao da base de Jordan no Capitulo 4.

Julho 2004 Na pagina 74 o Exemplo 1.65 foi substituido pela Proposi¢do 1.11 com demonstragao.

Julho 2003 Na pagina 31 foi definido espago vetorial finitamente gerado. Foi acrescentado o Exemplo 1.65 na
pégina 46. As Proposi¢des 4.5 na pagina 306 e 4.20 na pagina 367 foram reescritas, assim como as suas
demonstragdes. Foram adicionados dois exercicios tedricos a segdo 4.1.

Junho 2002 Criado a partir da Parte I do texto ‘Geometria Analitica e Algebra Linear’ para ser usado numa
disciplina de Algebra Linear.
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Capitulo 1

Espacos Vetoriais

1.1 Definicao e Exemplos

Os vetores no plano sdo definidos por pares ordenados de ntimeros reais e que veto-
res no espago sdo definidos por ternos ordenados de nimeros reais. Muito do que é
estudado sobre vetores em Geometria Analitica pode ser estendido para n-uplas de
nimeros reais, em que 7 pode ser um nimero inteiro positivo.

1.1.1 Os Espacos R"



2 Espacos Vetoriais

Definicdo 1.1. O espago R” (n é um inteiro positivo qualquer) é definido pelo conjunto de todas as n-uplas
ordenadas X = (xq,...,x;) de nimeros reais.

O conjunto R! é simplesmente o conjunto dos nimeros reais. O conjunto R? é o
conjunto dos pares de ntimeros reais e 0 R3 é o conjunto dos ternos de ntimeros
reais.

No R3 o terno de ntimeros (x1,x2,x3) pode ser interpretado geometricamente de
duas maneiras: pode ser visto como um ponto, neste caso x1, xp e x3 sdo as coorde-
nadas do ponto (Figura 1.1), ou como um vetor, neste caso x1, X € X3 S0 as com-
ponentes do vetor (Figura 1.2). Também no R" uma n-upla pode ser pensada como
um vetor ou como um ponto. Por exemplo, a quintupla X = (1, —-2,3,5,4) pode ser
pensada como um ponto no R%, quando consideramos X como um elemento do con-
junto R>, ou como um vetor do R, quando fazemos operagdes com X, como as que
iremos definir adiante. Vamos chamar os elementos do R" de pontos ou de vetores
dependendo da situagéo.

Dois vetores V = (vy,...,0,) e W = (wy, ..., wy,) no R" sdo considerados iguais se

vy = wi,...,0y = Wy. As operagdes de soma de vetores e multiplicacdo de vetor
por escalar no R” sdo definidas de maneira andloga ao que fizemos no plano e no
espaco.

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010



1.1  Espacos Vetoriais 3
Definicdo 1.2.  (a) A soma de dois vetores V = (v1,...,0,) e W = (wy, ..., wy,) do R" é definida por
V4+W=(v14+wy,...,on+wy); (1.1)
(b) A multiplicagdo de um vetor V = (vy,...,v,) do R" por um escalar « é definida por
aV=(avy,...,00). (1.2)

O vetor nulo do R" é denotado por 0 e é definido por 0 = (0,...,0). Se
V = (v1,...,0,) é um vetor do R", entdo o simétrico de V é denotado por —V
e é definido por —V = (—v1,..., —v,). A diferenca de dois vetores no R" é definida
porV—-W =V 4 (—W). Se V e W sdo vetores do R" tais que W = aV, para algum
escalar «, entdo dizemos que W é um muiiltiplo escalar de V.

Umvetor V = (v1,...,v,) do R" pode também ser escrito na notagdo matricial como
uma matriz linha ou como uma matriz coluna:

01
V=] : ou V=[ov ... v,].

Un

Estas notagdes podem ser justificadas pelo fato de que as operagdes matriciais

U1 wq U1+ Wy 4] Qv
V+W= : + : = : , oV =u : =

Uy wy Uy + Wy Uy oy,

JuTho 2010

Reginaldo J. Santos



4 Espacos Vetoriais

ou
VAW=[0v ... v |+[w1 ... wy]=][vi4+w ... vatwy, ],

aV=alov ... vg|=[av; ... av, ]

produzem os mesmos resultados que as operagdes vetoriais
V4+W=(v1,...,00) + (w1,...,wy) = (01 + w1,..., 05+ wy),
aV =a(vy,...,04) = (avy,...,004).

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de ve-
tores e multiplicagdo de vetores por escalar no R".

Teorema 1.1. Sejam U = (uy,...,uy), V= (v1,...,0,) e W = (w9, ..., wy) vetores do R" e a e B escalares. Sio
vilidas as sequintes propriedades:

(W U+V=V+U; (e) a(BU) = (ap)U;

b)) (U+V)+W=U+(V+W); ) a(U+V)=al+aV;
(c)U+0=U; (g) (a+p)U = al + BU;
(d) U+ (~U) =0; (h) 1U = U.

Demonstracdo. Segue diretamente das propriedades da algebra matricial (ver por
exemplo, [24]). [ |

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010



1.1  Espacos Vetoriais 5

1.1.2 Espacos Vetoriais Abstratos

Podemos generalizar o conceito de vetores ainda mais. Vamos estabelecer um con-
junto de axiomas, os quais se forem satisfeitos por um conjunto de elementos, estes
serdo chamados de vetores. Os axiomas serdo escolhidos abstraindo-se as proprie-
dades mais importantes de vetores no R”. Assim, os vetores do R" satisfardo auto-
maticamente estes axiomas.

Definicdo 1.3. Dizemos que um conjunto V # @, munido de duas operagdes, uma soma e uma multiplicacao
por escalar:

0) SeV,WeV,entaioV+W €V;
0)SeVeVeacR(ouC), entdoaV €V,
¢ um espago vetorial sobre R (ou C) se satisfaz os seguintes axiomas:
(1) Paratodosos V,W eV, V+W=W+V;
(2) Paratodosos V,W,U €V, V+(W+U)=(V+W)+U;
(3) Existe um elemento 0 € V, talque V+0=0+V =V, paratodo V € V;
(4) Paracada V €V, existe um elemento —V € Vtalque V+ (—=V) = (-V)+V =0;
(5) Paratodo V € V e todos os escalares aw e B, a(BV) = (aB)V;
(6) Paratodosos V,W € Ve todo escalar o, a(V + W) = aV + aW;
(7) Paratodo V € Ve todos os escalaresw e B, (x + B)V = aV + BV;
(8) ParatodoV € V,1V = V.

Julho 2010 Reginaldo J. Santos
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1.1  Espacos Vetoriais 7

Os elementos de V sdo chamados vetores. O vetor 0 é chamado vetor nulo e para
cada V € V o vetor —V é chamado o simétrico ou inverso aditivo de V. A diferenca
de dois vetores é definida por V. —W = V + (—W). Se V e W sdo vetores tais que
W = aV, para algum escalar &, entdo dizemos que W é um madltiplo escalar de V.

Exemplo 1.1. Para n um ndmero inteiro positivo, o conjunto V. = R" com as
operagdes de soma e multiplicacdo por escalar definidas em (1.1) e (1.2) é um espago
vetorial sobre R, pelo Teorema 1.1 na pagina 4. Em particular R é um espaco vetorial
sobre ele mesmo.

Exemplo 1.2. O conjunto dos nimeros complexos, C, com as operagdes usuais € um
espago vetorial sobre ele mesmo, mas é também um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 1.3. Segue-se das propriedades da algebra matricial, que o conjunto M,
de todas as matrizes m x n com entradas que sdo ntimeros reais (nimeros comple-
X0s) com as operagdes usuais de soma e multiplicagdo por escalar é um espago veto-
rial sobre R (sobre C).

Exemplo 1.4. Seja X um conjunto nio vazio qualquer. Seja F(X; R) o conjunto das fungdes reais, f : X — R.
Para f e g fun¢des de F(X;R) e « um escalar definimos a soma f + g por

(f+¢)(x) = f(x) +g(x), paratodox e X

e a multiplicacdo de f pelo escalar « por
(e f)(x) =af(x), paratodox e X.

Vamos mostrar que o conjunto F (X;R) é um espaco vetorial sobre R. Sejam f, ¢, h € F(X;R) e a, B escalares.

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



8 Espacos Vetoriais

(1) (f +8)(x) = f(x) +g(x) = g(x) + f(x) = (g + f) (x), para todo x € X

@) [f+(g+m)(x) = f(x) +(g+h)(x) = f(x) + (g(x) + h(x)) = (f(x) +g(x)) +h(x) =
= (f +g)(x) +h(x) = [(f + &) + h](x), para todo x € &X;

(3) Seja 0 a fungdo identicamente nula. (f 4+ 0)(x) = f(x) +0(x) = f(x), para todo x € X;

(4) Dada a fungéo f definimos a fungao —f por (—f)(x) = —f(x), paratodo x € X
[f + (=N](x) = f(x) + (= f(x) = 0= 0(x), para todo x € &;

©) [a(B)](x) = a(Bf)(x) = a(Bf(x)) = («p)f(x) = [(«p)f](x), para todo x € A
6) [a(f +8)](x) = a(f +8)(x) = a(f(x) +g(x)) = af(x) +ag(x) = (af)(x) + (ag)(x) = (af +ag)(x),

para todo x € &;
@) [+ B)fI(x) = (a + B)f(x) = af (x) + Bf (x) = (af)(x) + (Bf) (x) = [af + Bf](x), para todo x € A
) (1f)(x) =1f(x) = f(x), para todo x € X;

Variando o conjunto X obtemos varios exemplos de espago vetorial.

Se X éiguala{l,..., n}, entdo F(X;R) = R", pois podemos identificar cada vetor (xi,...,x,) de R"” com a
fungdo f : {1,...,n} — R definida por f(1) = xy,..., f(n) = xy,.
Se X ¢ igual ao produto cartesiano {1,..., m} x{1,..., n}, entdo F(X;R) = My, pois podemos identificar

cada matriz (a;;)mn com a fungao f : {1,...,m} x {1,...,n} — R definida por

fL,1)=ay,...,.f(Ln)=ay,..., f(m1) =ay,..., f(mn) = au.

Exemplo 1.5. O conjunto R* das sequéncias de nimeros reais, ou seja, o conjunto
das listas infinitas (x1,x2,..., X, ...) tais que x, € R, paran = 1,2,3,..., com as
operagoes
(x1,%2, .-, Xn, o)+ (Y1, Y2, - - -, Yn, o) = (X1 4+y1, x4+ y2,..., Xn 4+ Yn,--)
a(x1, X0, ..., Xp, .. ) = (@x1,0X0, ..., 0Xp,...)

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010



1.1  Espacos Vetoriais 9

é um espaco vetorial sobre R. Pois R® = F({1,2,3,...};R), ja que podemos iden-
tificar cada sequéncia (x,), com a fungdo f : {1,...,n,...} — R definida por

f)=x9,...,.f(n) =xp4,....

Exemplo 1.6. Seja P = R[] o conjunto dos polindmios sobre R em uma variével t, ou seja, o conjunto das
expressdes da forma

p(t) =ag+mt+at +- - +ant"+...= Y at),
jeN

em que existe um inteiro positivo 7 tal que a; = 0, para todo inteiro j > n e ag,ay,...,a, € R. O polindmio
identicamente nulo € aquele em que a; = 0, para todo j € N.

Sejam p(t) = ap+art+---+aut"™ +... = Za Heq(t)=by+byt+ - +bt +...= ijtj dois polinémios
jeN jEN
quaisquer. A soma é definida por

p(t) +q(t) = (ap +bo) + (a1 + b))t + -+ (@ + b)t" + ... = Y (a;+ )P

A multiplicagdo por um escalar « é definida por

ap(t) = (aap) + (aa)t+- -+ (aa)t" + ... = Z(oca]-)tj.

Vamos rnostrar que o conjunto P = R[t] é um espago vetorial sobre R.

Sejam p(t) = ) _ ajt =) bitl, r(t) = Y. c]-tj e a, B escalares.
jEN jEN jEN
1) p(t) =Y al + Y bt/ =Y (aj+ b))t =Y (bj+a)t =q(t) + p(t).
jeN jeN jeN jeN

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



10 Espacos Vetoriais

@ pt)+ @) +r(t) =Y at/ + (Z bit! + chﬂ) =Y [aj+ (bj+ )] =

jeN jeN jeN jeN
Y [(aj+ b)) +¢c]¥ <Zu]tf+2bt1) + Y ot = (p(t) +q(t) +r(t).
JEN jeN jeN jeN

(3) Se] al(t)o pohnomlo nulo.

0)=Y at/+ Y 00 =Y (a;+0) = Y at/ = p(t)

jeN jeN jeN jeN

4) Definaopolinémio( p)(t) = Z]EN( a])tf.

p(t) + =Y al + Y (—a)t =Y (a;+ (—aj))t = Y 0 =0(¢).
jeN jeN jeN jeN
(5) a(Bp(t)) = a(}_ pajt)) = }_(apajt = (ap)p(t).
jeN jeN
6) a(p(t)+q(t)) =a ) (a;+bj)t Z[a(aj+bj)]tf = Z(zxaj+szj)tf
jeN jeN jeN
=Y (aaj)t + Y (abj)t/ = ap(t) +aq(t).
jeN jeN
7) (a+B)p(t) = Y (a+B)ajt) = Y (aaj+ paj)tl = Y (xaj)t/ + Y (Baj)t! = ap(t) + Bp(t).
jeN jeN jeN jeN
®) 1p(t) = Y (Qa)t = Y ait/ = p(t
jeN jeN

Proposicao 1.2. Sao vdlidas as sequintes propriedades em um espaco vetorial V:

(a) 0V =0, para todo V em V;

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010



1.1 Espacos Vetoriais

11

(b) a0 =0, para todo escalar a;
(c) SeaV=0,entdoa =00uV =0;
(d) (=1)V = =V, para todo V pertencentea V.

Demonstracdo. (a) Usando-se o axioma (2) de espago vetorial, temos que
0OV4+0V=(0+0)V=0V.

Somando-se o simétrico de 0 V' ao primeiro e ao dltimo membro e usando os
axiomas (2) e (4) temos que

(=(0V)+0V)4+0V =—-0V+0V =0.

Aplicando-se novamente o axioma (4) no primeiro membro, chegamos a

oV = 0.
(b) Este item se prova de forma inteiramente andloga ao anterior, mas a partir de

a0+ a0.
(c) Se a # 0, entdo pelos axiomas (8) e (5) e pelo item (b), temos que

V=1V = <1zx> v="l=to=0
o o !
(d) Usando-se os axiomas (8) e (7) e o item (a) temos que
(-HV4+V=(-1)V+1V=(-14+41)V =0V =0

Somando-se —V ao primeiro e ao tltimo membro e usando os axiomas (2), (4),
(3) temos que
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12 Espacos Vetoriais

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 398)
1.1.1. Determine o vetor X, tal que 3X — 2V = 15(X — U), para vetores V e U fixos dados.

6X — 2Y = U

3X + Y — u4y -paa vetores V e U fixos dados.

1.1.2. Determine o vetor X, tal que {

1.1.3. Verifique que o polindmio * + 2t + 7 é combinagao linear (soma de multiplos escalares) de t> +1 e t + 3.

1.1.4. Verifique que a fungao constante igual a 3 é combinagdo linear de g(t) = 5tan?t e h(t) = ﬁ.
1.1.5. Quais dos seguintes vetores sdo combinagdo linear de X; = (4,2,-3), X, = (2,1,-2) e
X3 = (=2,-1,0)?
(a) (1/1/1)/ (C) (_21_1/ 1)/
(b) (4,2,-6); (d) (-1,2,3).

1.1.6. Verifique se sdo espagos vetoriais os seguintes conjuntos:
(@) OR? com a adigdo usual e a multiplicacdo por escalar definida por a(x,y) = (ax,0).
(b) OR? com (x1,y1) + (x2,¥2) = (x1 + 2x2,y1 + 2y») e a multiplicacao por escalar usual.
(c) OR? com (x1,y1) + (x2,¥2) = (y1 + y2, X1 + x2) e a multiplicagdo por escalar usual.

(d) O conjunto dos ntimeros reais positivos, com x 4+ y = xy e ax = x*. Qual é o vetor nulo?

Exercicios Teoricos

1.1.7. Sejam X um conjunto ndo vazio e V um espaco vetorial. Mostre que, com as defini¢des naturais de
soma e multiplicagdo por escalar de fungdes, o conjunto das funcdes de X em V, F(X;V), é um espaco
vetorial.

1.1.8. Mostre que em um espago vetorial o vetor nulo é tnico e para cada vetor V o simétrico —V também é
anico.

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010
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1.1.9. Prove que em um espago vetorial V, X + W = X + U implica que W = U.
1.1.10. Em um espago vetorial, «X = X implica que « = p? Ese X # 0?

1.1.11. Mostre que se V pertence a um espago vetorial V e n é um inteiro positivo, entdionV =V +...+V (n
parcelas).
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14 Espacos Vetoriais

1.2 Subespacos

Definicdo 1.4. Seja V um espago vetorial. Dizemos que um subconjunto W # @, de V é um subespaco de V,
se ele também é um espaco vetorial com relacdo as mesmas operagdes definidas em V.

Para verificarmos se um subconjunto de um espaco vetorial é um subespaco nao
é necessaria a verificacdo dos oito axiomas além dos dois que definem a soma e a
multiplicagdo por escalar.

Teorema 1.3. Seja V um espago vetorial. Um subconjunto ndo vazio, W C 'V, é um subespago de V se, e somente se, as
operagdes de soma e multiplicagdo por escalar estdo bem definidas, ou seja, se

(0) SeV,W e W,entioV+W eW;

(0°) Se V€ W en éum escalar, entio aV € W;

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010
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Demonstracido. Se W é um subespago, entdo obviamente as (0) e (0’) sdo satisfeitas.
Suponha, agora, que as condicoes (0) e (0’) sdo verificadas para W. Como W é um
subconjunto de V, entdo os Axiomas (1), (2), (5), (6), (7) e (8) da Definicdo 1.3 na
pégina 5 sdo satisfeitos para os elementos de W, pois sdo satisfeitos para todos os
elementos de V.

Vamos mostrar que os Axiomas (3) e (4) sdo também satisfeitos, se (0) e (0") sdo verifi-
cados. Para qualquer elemento V de W, pela Proposi¢ao 1.2,0V = 0e -V = (-1)V,
ou seja, o vetor nulo 0 e o simétrico de V sdo multiplos escalares de V, que por (0")

pertence a W.
[ |

Exemplo 1.7. Se V é um espaco vetorial, entdo V é um subespago dele mesmo. E o
subconjunto formado apenas pelo vetor nulo, W = {0}, é claramente um subespago
de V. Assim, todo espago vetorial V # {0} possui pelo menos dois subespacos.

Exemplo 1.8. O conjunto R? ndo é um subespago de R3, pois R? ndo é um subcon-
junto de R3.

Exemplo 1.9. Os subconjuntos

A={(x,y) eR? | x>0,y >0}eB={(x,y) € R? | xy > 0}
ndo sdo subespacos de R?. Pois, para o primeiro, enquanto

V=(11)€A -V = (-1)V=(-1,-1) ¢ A
Enquanto para o segundo,

vV =(1,0,W = (0,-1)€B,V+W=(1,—-1) € B.
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z z
A
IREER TG
r v v
X y y
Figura 1.1: Ponto (x,y,z) € R3 Figura 1.2: Vetor (x,y,z) € R3
y y
v
V X
. VW
(-1)v
Figura 1.3: A={(x,y) € R?|x >0,y > 0} Figura 1.4: B = {(x,y) € R? | xy > 0}
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Exemplo 1.10. Seja V # {0} um espago vetorial. Seja V um vetor ndo nulo de V.
Vamos mostrar que o conjunto dos multiplos escalares de V,

W = {aV | « é um escalar},

é um subespacgo de V.

(0) Sejam V;j e V;, elementos de W. Entdo existem escalares aq e o tais que V; = a1V
eV, =waV. Logo

Vi+ Vo=V 4+aV = (0(1 +D£2)V.
Assim, V7 + V5 é um multiplo escalar de V e portanto pertence a W.
(0”) Seja W um elemento de W e B um escalar. Entdo existe um escalar « tal que
W = aV. Logo
BW = B(aV) = (Ba)V.

Assim, BW é um multiplo escalar de V' e portanto pertence a W.

Exemplo 1.11. Seja N = (ay,...,a,) um vetor de R" fixo. O conjunto definido por
W={(x1,...,xn) ER" | 131 + ... + apx, = 0}

é um subespaco de R".

(0) Se X = (x1,...,xn) e Y = (y1,...,Yyn) pertencem a W, entdo
a1x1+...+ayxy, = Oeayy +...+a,y, = 0e portanto

X+Y=(x14+y1,--- Xn+Yn)
também pertence a W, pois

ap(x1+y1) +. ..+ an(xn+yn) = (a1x1+ ... +anxy) + (a1y1 +. .. +anyn) =0+0 = 0.
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X1+Xo
Xa X

X1

Figura 1.6: Multiplicagdo de vetor por escalar
dareta X =aV

Figura 1.5: Soma de vetores da reta X = aV

Figura 1.7: Soma de vetores do plano a;x + Figura 1.8: Multiplicagdo de vetor por escalar
ay +aszz =0 do plano ayx + ay + a3z =0
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(0") Se X = (x1,...,x,) pertence a W, entdo
aX = (axq,...,ax,)
também pertence a W, pois

ay(axy) + ... 4 ap(ax,) = alayx; + ...+ apx,) = a0 =0.

Por outro lado, suponha que o conjunto definido por
W= {(x1,..., %) ER" | 321 + ... + apxy, =}

seja um subespaco de R", em que c é um niimero real fixado.

Se W é um subespaco e X € W, entdo 0X = 0 também pertence a W, ou seja, o
subespago tem que conter a origem. Substituindo-se 0 = (0, ...,0) na equagdo que
define o conjunto, obtemos que 410+ ...+ 4,0 = ¢, ou seja, c = 0.

Se N = (ay,...,a,) # 0, entdo W é chamado um hiperplano de R". Para n = 3 os
hiperplanos sdo planos e para n = 2 os hiperplanos sao retas.

Exemplo 1.12. O conjunto das matrizes simétricas n x n:
Wi ={A € My, | A = A}
e o conjunto das matrizes anti-simétricas n x n:
Wy = {A € My, | A' = —A}

sdo subespagos do espago M, das matrizes n x 1, pois a soma de matrizes (anti-

)simétricas é uma matriz (anti-)simétrica (verifique!). O mesmo ocorre com a
multiplicagdo por escalar.

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



20

Espacos Vetoriais

Exemplo 1.13. O conjunto P, dos polindmios de grau (o maior indice j tal que
aj # 0) menor ou igual a n juntamente com o polinémio nulo é um subespago
do espaco dos polinémios P. Pois, a soma de polindmios de grau menor ou igual
a n é um polindmio de grau menor ou igual a 7 e a multiplicagdo de um polind6mio
por escalar é um polindmio de mesmo grau.

Exemplo 1.14. Seja R(®) o conjunto das listas infinitas (xq,x2,...,Xp,...) de
ntimeros reais tais que x; # 0 apenas para um ntmero finito de indices i. R(®) é um
subespago de R, pois a soma de duas listas com um ntimero finito de componentes
ndo nulas é uma lista que também tem somente um ntimero finito de componentes
ndo nulas. O mesmo ocorre com a multiplicagdo por escalar.

Exemplo 1.15. O conjunto

Wy ={f € F(R;R) | f(—x) = f(x) para todo x € R}
das fungdes, f : R — R, pares e o conjunto

Wy = {f € F(R;R) | f(—x) = —f(x) para todo x € R}

das fungoes, f : R — R, impares sdo subespacos, pois a soma de fung¢des (im)pares
e a multiplicacdo de uma funcdo (im)par por um escalar sdo também funcoes
(im)pares (verifique!).

Exemplo 1.16. O conjunto C°(I) das funcdes reais continuas, que sdo definidas no
intervalo I, é um subespaco do espago das fungdes reais F(I;R). Pois, a soma de
fung¢des continuas é uma fungdo continua e o0 mesmo acontece com a multiplicacdo
de uma fungado continua por um escalar.

Algebra Linear e Aplicacoes
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Exemplo 1.17. Seja C"(I), para n inteiro positivo, o conjunto das fung¢des reais que
possuem a n-ésima derivada continua no intervalo I. C"(I) é um subespaco de
C™(I), para0 < m < n. E C*®(I), o conjunto das fungdes que possuem todas as
derivadas, é um subespaco de C"(I), para todo n inteiro positivo.

Exemplo 1.18. Dados os ndmeros reais x; < xp < ... < x,. Seja S 0 subconjunto
de C?[x1, x,] formado pelas fungdes que sdo polindmios de grau menor ou igual a 3
em cada subintervalo [xg, xx,1], parak = 1,...,n — 1. Este conjunto é chamado de
splines (ctibicos) em [x1, x,] com pontos de quebra xy,...,x; 1.*

Vamos mostrar que o conjunto S é um subespaco de C?[x1, x,]. Sejam f,g € Se«
um escalar. Entdo
aél) + agl)x + aél)xz + agl)x3, sex] < x < xp,
flx) = :

(n—1)

e R R e S

b(()l) + bgl)x + bgl)x2 + bél)x3, sex; < x < xp,
g(x) = : :
bénil) + bg"il)x + bénil)x2 + bgnil)x% sex,_1 < x < xp,

Assim as fungdes f e ¢ sdo combinacdo linear de 4(n — 1) = 4n — 4 fungdes. Mas, os
coeficientes ndo sdo independentes, pois f, g, f', &', "' e ¢’" sdo continuas nos pontos

*A motivacdo para estudar este conjunto S vem do fato de que a equacado da curva que descreve uma barra eldstica que vai de x1 a x,,
sujeita a forcas externas localizadas nos pontos xy, . . ., x,_1 satisfaz y¥) (x) = 0 nos subintervalos (x;, x;11) e YEI;l+ y"(x) — Jim y" (%)
- i B i

proporcional a forga aplicada no ponto x;. O que leva a que y(x) seja um polindmio de grau menor ou igual a 3 em cada subintervalo
(x;, xi11) com i’ (x) continua no intervalo [x1, xy].
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de quebra xy,...,x,_1.

c(()l) + cgl)x + cél)x2 + cgl)x3, sex] < x <Xy,

(f+8)(x) = :
A e 2 4 U sex, g < x <
em que ng) = ”Ej) + bl(j),parai =0123ej=1,...,n—1
oca((,l) + ucagl)x + Mél)xz + Mél)x:%, sex; S x <Xy
(af)(x) = :
zxa(()"*l) + aagnﬂ)x + aaé”’”xz + "‘“gnil)xe}f S€ X1 S X < Any

sdo splines, pois f + g, af, (f +8)', (af)’, (f + §)" e (af)” também sdo continuas nos
pontos de quebra xy, ..., x,_1.

Exemplo 1.19. Uma equacdo diferencial é uma equagdo envolvendo pelo menos
uma das derivadas de uma funcdo y = y(t). Considere a equagao diferencial

y'(t) = ay(t), (13)
paraa € R,a # 0.

Vamos determinar o conjunto solugdo da equagdo (1.3). Em primeiro lugar, supo-
nhamos que a funcdo y : R — R seja solucdo de (1.3). Vamos supor também que a
fungdo ndo se anula em nenhum ponto. Assim sendo, como y é continua ela terd o
mesmo sinal para todos os valores de t € R. Assim (1.3) é equivalente a

Algebra Linear e Aplicacoes
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Integrando-se membro a membro obtemos
In|y(t)| = at +k  para uma constante k € R.

Portanto,
y(t) = efe = we.

Vamos mostrar que toda solugdo é desta forma, ou seja, que ndo existem outras
solugdes além das ja encontradas. Seja y(t) uma solugdo qualquer de (1.3). Defina

2(t) = e~y ().
Derivando z(t) obtemos,
2(t) = (e )'y(t) + e~y (t) = —aeTy(t) + e~y (£) = 0.

O que implica que z(t) é uma constante, ou seja, z(t) = e~y (t) = a. O que implica
que y(t) = ae. Portanto o conjunto solugéo de (1.3) é o conjunto

W = {ae |« € R},

que é um subespago de C®(RR), pois é o conjunto dos multiplos escalares da funcdo
f(t) = e™ (Exemplo 1.10 na pagina 17).

Exemplo 1.20. Considere a equagdo diferencial
any™ + a1y L ay +agy = f, (1.4)

onde ay,...,a, e f sdo fungdes de t e y(k), denota a k-ésima derivada de y. Esta
equagdo é chamada linear. Se as fungoes ay, . . ., 2, forem constantes, dizemos que a
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equagdo é linear com coeficientes constantes. Quando f é a fun¢do identicamente
nula, a equacdo é chamada linear homogénea.

any™ 4+ a,_ 1y + L ay +agy =0, (1.5)

Vamos mostrar que o conjunto solu¢do de uma equacdo diferencial linear ho-
mogénea com coeficientes constantes, W, é um subespaco de C*°(R). Em primeiro
lugar, W é ndo vazio, pois a fungdo identicamente nula é uma solucao de (1.5)

(0) Sejam y1 () e y»(t) duas solugdes de (1.5). Vamos mostrar que y(t) = y(t) +
y2(t) é também solugdo de (1.5).

a1 +y2)" + a1 +y2) Y 4+ ai (i +y2) Fao +y2) =

(anygn) + an_lygnfl) + ...+ ary) +agyr) + (anygn) + an_lygnfl) + .ot aryh +agyr) =
0+0= 0

(0") Sejam y(t) uma solugdo de (1.5) e & um escalar. Vamos mostrar que z(t) = ay(t)
também é solugdo de (1.5).

an(ay) ™ + a1 (ay) "V + .+ a4y (ay) + ag(ay)
w(any™ +a,_ 1y 4 4 ay +agy) = a0=0

1.2.1 Soma e Intersecao de Subespacos

Proposicao 1.4. Sejam Wy e W, dois subespagos de um espago vetorial V. Entdo:
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(a) W1 N'Wy é um subespago.
(b) W1 UW,; é um subespago se, e somente se, W1 C Wy ou Wy C Wj.

Demonstracdo.

(@) Sejam V,W € W; N'W; e « um escalar. Entdo, V, W € Wy e V,IW € W,. O que
implica que V 4+ W e aV pertencem a W; e a W5, ou seja, pertencem a W1 N'W5.

(b) Por contradigdo, suponha que exista V € Wy, que ndo pertencaa W e W € W,
que ndo pertenca a W;. Como a unido Wy U Wy, por hipétese, é um subespaco,
entdo U = V + W pertence a unido W1 U W5, ou seja, U pertence a Wy ou a
W,. Se U € Wy, entdo W = U — V pertenceria a Wy, contradizendo a hipétese
feita inicialmente. Agora, se U € W;, entdo V = U — W pertenceria a Wy,
contradizendo a hipétese feita inicialmente.

Exemplo 1.21. O conjunto solu¢gdo de um sistema linear homogéneo com m
equagdes e 7 incognitas,

a11xy + apxy + + ayxy, = 0
ar1x1 + daxpxy + + ayx, = 0
amx1 + amxy + N + aunxy, = 0

onde ajj sdo constantes reais, parai = 1,...,mej = 1,...,n, pode ser visto como
a intersecdo de m subespacos de R”, que sdo hiperplanos que passam pela origem
(Exemplo 1.11 na pagina 17).
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Exemplo 1.22. Considere os sistemas lineares

1 -2 3 x 0 1 -2 3 x 0

@ |2 -46||y|=1|0 ® | -3 7 =8 ||y|=]0

13 —6 9 z 0 -2 4 -6 z 0
1 -2 3 x 0
| -3 7 =8||yl|=]0
4 1 2 z 0

Todos sdo sistemas homogéneos, portanto os conjuntos solugao sao subespacos de

R3.

(a) A solugdo geral do primeiro sistema éx =25 —3t,y =sez =toux =2y — 3z,
que é um plano que passa pela origem, com vetor normal N = (1,-2,3)
(verifique!);

(b) A solugao geral do segundo sistema é x = —5t,y = —t e z = t que é a equagdo
de uma reta que passa pela origem, com vetor diretor V. = (-5, —-1,1).

(c) A solugdo do terceiro sistema é x = 0,y = 0 e z = 0, que é somente a origem

{0}

O conjunto solucao de um sistema homogéneo também é chamado de espaco solu¢do do sistema homogéneo.

Definicdo 1.5. Sejam W; e W, dois subespagos de um espago vetorial V.

(a) Definimos a soma dos subespacos, W; + W5, como sendo o conjunto de todos os vetores de V que sdo
soma de um elemento de W; com um elemento de W5, ou seja,

Wi+W, = {(Vi+Va |V eWieV, e Wy}
{(VeV|V=Vi+VocomV; € WyeV, e Wy}
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(b) Se o espago V é tal que
V=W +W, e
WiNnW, = {0},

dizemos que V é soma direta de W; e W; e denotamos por V = W; @& W.

Exemplo 1.23. Vimos no Exemplo 1.12 na pédgina 19 que o conjunto das matrizes

simétricas n X n:

e o conjunto das matrizes anti-simétricas n x n:
Wy ={A € M,, | A = —A}

sdo subespagos de M ;. Vamos mostrar que M, = W1 @ W;. Seja A uma matriz
qualquer n x n. Sejam A; uma matriz simétrica e A, uma matriz anti-simétrica a
serem determinadas tais que

A=A+ A (1.6)
Tomando a transposta da equacdo (1.6) e usando o fato de que Aﬁ =AeAl=—A,
obtemos

Al = A1 — A, (1.7)

Tomando-se a soma e a diferenga das equagdes (1.6) e (1.7) obtemos
241 =A+ A" e 24, =A- A,

ouseja, A] = 3(A+ Al) e Ay = 3(A — A'). Assim obtemos que a matriz A pode
ser escrita como a soma de uma matriz simétrica e uma anti-simétrica da seguinte
forma:

A= %(A+At) + %(A—At).
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Assim, M, = W1 + W,. Além disso, se uma matriz A é ao mesmo tempo simétrica
e anti-simétrica, entdio A = A" = —A" = —A. O que implica que A = 0. Ou seja,
WiNnW, = {0}

Exemplo 1.24. Vimos no Exemplo 1.15 na pagina 20 que o conjunto
Wy ={f e F(R,R) | f(—x) = f(x) para todo x € R}
das fungdes, f : R — R, pares e o conjunto
Wy ={f € F(R;R) | f(—x) = —f(x) para todo x € R}
das fungdes, f : R — R, impares sdo subespagos. Vamos mostrar que
F(R;R) = W; & W,. Seja f : R — R uma fungdo qualquer. Sejam f; uma fungdo
par e f, uma fungdo impar a serem determinadas tais que
fx) = (h+f2)(x) = filx) + folx). (1.8)
Calculando-se f(—x) usando a equagdo (1.8) e o fato de que f1(—x) = fi(x) e
f2(=x) = — f2(x) obtemos
f(=x) = fi(x) = fa(x). (1.9)

Tomando-se a soma e a diferenga das equagdes (1.8) e (1.9) obtemos que
2f1(x) = f(x) + f(=x) e 2fa(x) = f(x) = f(—x),

ouseja, f1(x) = L(f(x) + f(—x)) e fo(x) = L(f(x) — f(—x)). Assim, toda fungio
f pode ser escrita como a soma de uma fungdo par e uma funcdo impar da seguinte
forma:

Fx) = 3 (F() + F(=2) + 3 () = F(-).

Ou seja, F(R;R) = Wy + W,. Agora, se f € Wi NW;, entdo para todo x € R,
f(x) = f(—x) = —f(x), ouseja, f(x) = 0, para todo x € R. Portanto, f é a fungdo
identicamente nula e W1 N'W, = {0}.
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Proposicao 1.5. Sejam Wy e Wy subespacos de um espago vetorial V. Entdo:

(a) W1 + W, é um subespago que contém Wy e W.

(b) V=W, & W, se, e somente se, todo elemento V € V se escreve, de modo tinico, como soma V = Vi + V5, onde

VieWieV, e Wy

Demonstragdo.

(a) Claramente W; e Wy estdo contidos em Wy + W,. Vamos mostrar que Wy + W,
é um subespaco.

0) Sejam V = Vi + Vo e W = Wy + W,, onde Vi, W; € Wy e Vo, W, € W,.
Entao,

eWq eW,
—N— ——
V4+W= (V1+V2)+(W1+W2) = (V1+W1)+(V2—|-W2).

(0) Sejam V = V; + V,,onde V] € Wy e V, € Wj e & um escalar.

cWq eW,
AN AN
aV=aWVi+W)= aVy + aVp .

Assim, pelo Teorema 1.3 na pagina 14, Wy + W, é um subespago.

(b) Suponhamos, em primeiro lugar, que V = Wy & W,. Entao, W; N W, = {0}.
Sejam Vi, W; € Wy e Vo, W, € W, tais que

Vi+ Vo =W+ W,
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Somando-se —W; — V5, obtemos

ceWq eW,
——
Vi—-Wi =W, —-1,.
O que implica que V; — Wy = W, — V, € Wy N'W, = {0}. Logo, V1 = W; e
Vy = W,

Por outro lado, suponhamos que todo elemento de V' € V se escreve, de modo
tnico, como soma V = V; + V,,onde V; € Wy eV, € W;. Seja V€ Wi NW,.
Vamos mostrar que V = 0. Mas,

€Wy €W €Wy €W,
V=v + 0 = 0 4+ V

Ou seja, se V # 0, terfamos duas formas de escrever V como uma soma de um
elemento de W; e um de W,. Logo, V = 0 e W; N W, = {0}. Portanto, como
claramente W = W; + W;, temos que W = W; & W,.

Na verdade W + W; é o menor subespago que contém W; e W5 no sentido de que
qualquer subespaco que contenha W; e W, tem que conter W; + W,. Deixamos

para o leitor como exercicio a verificagdo deste fato.

Exemplo 1.25. Sejam W o conjunto dos polindmios da forma p;(t) = a + at + at?,
paraa € R e W, o conjunto dos polindmios da forma p,(t) = b+ ct, para b,c € R.
Vamos mostrar que P, = Wy & W,. Seja p(t) = a + Bt + yt? um polindmio qualquer
de P,. Vamos determinar p; € Wy e pp € W, tais que

p=rpritp.

Algebra Linear e Aplicacoes
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Agrupando os termos de mesmo grau obtemos
a+Bt+qt = (a+b)+ (a+o)t+ (a)t?,
que é equivalente ao sistema
a + b =
a + ¢
a =

n
B
v

que tem solugdo tinicaa = 7,b = o —yec =  — . Como todo elemento de P, se
escreve de maneira tnica como a soma de um elemento de W; e um de W,, entdo
pela Proposicdo 1.5, P, = Wy & W.

1.2.2 Conjunto de Geradores

Definicdo 1.6. Seja X um subconjunto ndo vazio de um espago vetorial V.

(a) O conjunto [X] de todas as combinag¢des lineares (somas de multiplos escalares) de vetores de X, ou
seja,

[X] = {mVi+...4+a; V)| ajsdoescalareseV; e X, i=1,...,k}
{(VeV|V=axVi+...+aVcoma; escalarese V; € X, i =1,...,k}

é um subespago de V (verifique!) chamado de espaco gerado por X'
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(b) Quando [X] = V, dizemos que X é um conjunto de geradores de V. Assim, X é um conjunto de
geradores de um espaco vetorial V, se todo vetor V de V pode ser escrito como combinagdo linear

V=oxVi+...4+a Vi

de vetores V, ..., Vj pertencentes a X'.

(c) Se o conjunto de geradores X de um espaco vetorial V tem um ndmero finito de elementos dizemos que
0 espaco vetorial é finitamente gerado.

Observacdo. A maior parte dos resultados que apresentaremos aqui refere-se a espagos vetoriais finitamente
gerados.

Exemplo 1.26. Vamos verificar que os vetores V; = (1,1,0), V» = (0,1,1),
V3 = (1,0,1) e V; = (1,2,1) geram o R3. A equagao vetorial

X1 (1/ 1/0> + xZ(Or 1/1) + X3(1,0,1) + x4(1/2/1) = (ﬂ, blc) (110)

ou
(X1 + x3 4+ x4, X1 + X + 2x4, X2 + X3 + X4) = (Ll,b,C)

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010



1.2  Subespacos 33

é equivalente ao sistema de equagdes lineares

X1 + x3 + x4 = a
X1 + X + 2x4 = b , (1.11)
X + x3 + x4 = ¢

Escalonando a matriz aumentada deste sistema

101 1ia 100 1)%h=<
110 2:b obtemos a matriz 010 1 b*S*”
011 1ic 00 1 0 ==t

Assim, o sistema (1.11) e a equagdo vetorial (1.10) possuem solucao
at+c—b b+cfa_lxx _atb—c
2 2 T

Portanto, V1, V2, V3 e V4 geram o R3.

(x4 =, x3 = ,Xp = — a, para todo « € R).

Exemplo 1.27. Os vetores

E; = (1,0,...,0),E; = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1) geram o R". Vamos
encontrar um conjunto de geradores para o R”. Um vetor qualquer do R" é da forma
V = (ay,...,a,) e pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um vetor para
cada parametro e cada vetor depende apenas de um pardmetro, obtendo A equacao

X1E1+...+ann =V
ou
x1(1,0,...,0) +...+x,(0,...,0,1) = (ay,...,a,)

ou ainda
(x1,...,x0) = (a1,...,an)

tem solugdo x1 = ay, ..., X, = a,. Em particular os vetores i= (1,0,0), ]_": (0,1,0) e
k= (0,0,1) geram o R?.
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Exemplo 1.28. Parai =1,...,mej=1,...,nseja E;; a matriz m X n cujo elemento
na posicdo ij é igual a 1 e os demais elementos sdo iguais a zero. Vamos mostrar
que as matrizes E;; geram o espago das matrizes m x n. Seja A = (a;;) uma matriz
qualquer m x n. A equagdo

xnEn+...+x1En+ oo+ x5 Ei + oo+ XunEn = A.

tem solugdo x;; = a;;. Assim toda matriz m x n € combinacdo linear das matrizes E;;,
que portanto geram M ;. Em particular as matrizes

1 0 0 1 00 00
Enz[o 0],5122{0 0},5212{1 0]95222[0 1]

geram o espaco das matrizes 2 x 2.

Exemplo 1.29. O conjunto X = {1,¢, 2,0 .} é um conjunto de geradores para
o espaco P = R[t], pois todo polindmio

p(t) = ag+...ant" = ag(1) +ay(t) 4 ... + a,(t")
é combinagdo linear de elementos de X. Além disso, X, = {1,t, 2,..., t"} é um
conjunto de geradores para o espago Py, pois todo polindmio de grau no méximo n
é combinacao linear de elementos de X},.

Observacdo. O exemplo anterior mostra que um conjunto de geradores ser um conjunto infinito ndo signi-
fica que todo vetor do espago tenha que ser escrito como uma “combinagdo linear infinita” dos geradores do
espaco. Em caso de diivida dé uma olhada novamente na definigdo de conjunto de geradores.

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010



1.2  Subespacos 35

Exemplo 1.30. Vamos mostrar que as matrizes M; = { L }, M, = [ 01 },

1 0 11
1 0 1 2 . . .
Ms = 0 11¢ My = 5 1 | geramoespaco das matrizes simétricas 2 x 2. Seja
M = [ Z IZ ] uma matriz simétrica qualquer. A equagdo matricial

X1 M1+ xoMp + xsM3 + x4yMy = M

é equivalente ao sistema linear

X1 + x3 + x4 = a
X1 + x 4+ 2x4 = b
X1 + x 4+ 2x4 = b’
X + x3 + x4 = c
que possui solugdo x; = %b_c -, Xy = H% -, X3 = W exy =a paran € R.

Portanto, My, My, M3 e M, geram o espago das matrizes simétricas 2 x 2.

Exemplo 1.31. Considere o sistema linear homogéneo AX = 0, onde

1 1 0o 2
A=| =2 =2 1 -5
1 1 -1 3

Ja vimos que o conjunto solugdo de um sistema homogéneo é um subespago. Vamos
encontrar um conjunto de vetores que gere este subespaco. Escalonando a matriz
aumentada do sistema acima, obtemos a matriz escalonada reduzida

110 20
001 —1:0
000 0:0
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E assim a solugdo geral do sistema pode ser escrita como

X1 =—a—2B, xp =a, x3 =0, x4 =, paratodososvaloresdex,p € R,

ou seja, 0 conjunto solugdo do sistema AX =0 ¢é

W = {(x1,x2,x3,x4) = (—a —2B,a,B,B) | o, B € R}.

Agora, um elemento qualquer de W pode ser escrito como uma soma de vetores,
sendo um vetor para cada parametro e cada vetor depende apenas de um parametro,

obtendo

(= —2B,a,8,B) = (—a,a,0,0) + (—28,0, 8, B) = a(—1,1,0,0) + B(—2,0,1,1).

Portanto, X; = (—1,1,0,0) e X, = (—2,0,1,1) geram W.

Exemplo 1.32. Sejam W o espago gerado por V; = (—1,1,0) e V, = (—1,0,1)e Vo
espago gerado por V3 = (1,0,—4) e V4 = (0,1, —2). Devemos encontrar os vetores
que sdo combinagdes lineares de V; e V, que sdo também combinagdes lineares de
V3 e Vy, ou seja, devemos encontrar vetores V que satisfazem as duas equagoes:

V = a1 +yW
V = zVz+wV,

Para isso, podemos resolver a equagdo

V) +yVo =zV3 +wVy, ou

Vi +yVo + Z(—Vg) + ZU(—V4) =0.

Esta equagdo ¢ equivalente ao sistema linear AX = 0, onde
-1 -1 -1 0

A= 1 0 0 -1
0 1 4 2

(1.12)
(1.13)

Algebra Linear e Aplicacoes
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100 —-1:0
A forma escalonada reduzida da matriz aumentada [A[0]é | 0 1 0 2/3:0

0 01 1/3:0
Assim, a solugdo do sistema linear é w = t,z = —t/3,y = —2t/3 e x = t, para todo

t € R. Substituindo-se x e y em (1.12), obtemos que a intersecdo V N'W é formada
por vetores da forma

2t 2
V=1tVi— SV =1V = 3Va) = £(-1/3,1,-2/3)

ou substituindo-se z e w em (1.13),

1
V= *éVg, +tVy = t(*gv_w, +Vy) =#(-1/3,1,-2/3).

Assim, a reta que é a interse¢do, VN'W, tem equacdo (x,y,z) = t(—1,3,—-2), para
todo t € R, que é também um subespago.

Exemplo 1.33. Dados os ntimeros reais x; < x2 < ... < X, igualmente espacados,
isto é, xp 1 — X = (¥ —x1)/(n—1), parak = 1,...,n — 1. Seja S o espago dos
splines (ctibicos) em [x7, x,] com pontos de quebra xy,...,x,_1 (Exemplo 1.18 na
pagina 21).

Seja f um elemento genérico de S. Entdo

a((]l) + agl)x + agl)xz + aél)XS, sex; < x < xp,

flx) = 5
a(()nfl) + agnil)x + agnil)xz + aénil)x:;, seXp—1 < X < Xp,

Assim a fungdo f é uma combinagéo linear de 4(n — 1) = 4n — 4 fun¢des. Mas, os co-
eficientes ndo sdo independentes, pois f, f’ e f” sdo continuas nos pontos de quebra
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X,...,X,—1. Do fato de que f, f’ e f” sdo continuas em x, obtemos as equag¢des

a(()l) + agl)xz -+ aél)x% + agl)xg — a(()z) — agz)xz agz)x% agz)xg =0
ugl) + Zagl)x2 + 3(151)36% agz) — 2a£2)x2 — 3u§2)x% =0
2a§1) + 3a§1)x2 — Zagz) — 6aé2)x2 = 0
Do fato de que f, f" e f” sdo continuas em x3 obtemos as equagdes
a(()z) + a§2)§3 + aé?x% + a%)xg — a(()s) - a§3)x3 - aés)xg - a§3)xg 0
ag ) + Zaé )x3 + 311& )x% — a§3) — 2a£3)x3 — 3a§3)x% = 0
2{1&2) + 3a§2)x3 — Zagj) — 6aé3)x3 = 0
Juntando os dois conjuntos de equagdes obtidos aos que podemos obter para os pon-
tos de quebra restantes obtemos um sistema linear homogéneo triangular superior
com 3(n —2) = 3n — 6 equagdes e 4n — 4 incégnitas. Como o sistema é triangular
superior, entdo ao escalonarmos a matriz do sistema obteremos que a solugdo de-
pende de (4n — 4) — (3n — 6) = n + 2 parametros. Assim podemos escrever todo
spline de S como combinacdo linear de apenas 1 + 2 splines. Ou seja, podemos ter
um conjunto de geradores para S com apenas 7 + 2 splines.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 400)

1.2.1. Considere os seguintes conjuntos de vetores. Quais deles sao subespagos de R3?

(@) (x,y,z); tais que z = x3 (e) (x,y,z), taisque x =z = 0;
(b) (x,y,z), taisquez = x +y; (f) (x,y,2), tais que x = —z;

(c) (x,y,2), taisquez > 0; (g) (x,y,z), taisquey =2x +1;
(d) (x,y,z), taisquez =0exy > 0; (h) (x,y,z), tais que 2> = x? + 2.

1.2.2. Considere os seguintes conjuntos de vetores. Quais deles sao subespagos de R*?
(@ (x,y,z,w), taisque x —y = 2;
(b) (x,y,z,w), taisquez =x =2yew = x — 3y;
(¢) (x,y,z,w),taisque x =y = 0;
(d) (x,y,z,w), taisquex =0ey = —w;
1.2.3. Verifique se os seguintes conjuntos sdo espagos vetoriais.
(a) O conjunto das funcdes f em C°[—1,1] tais que f(—1) = f(1).
(b) O conjunto de todas as fungdes continuas ndo decrescentes em [0, 1].
(c) O conjunto de todas as funcdes f em C°[—1, 1] tais que f(—1) = 0ou f(1) = 0.
(d) O conjunto de todas as fungdes f em C°[—1,1] tais que f(—1) =0e f(1) = 0.
(e) O conjunto de todos os polindmios de grau 3.
1.2.4. Seja A uma matriz n x n fixada. Determine se os conjuntos dados sdo ou ndo espagos vetoriais.
(@) {B € My, |AB = BA}.
(b) {B € My, |AB # BA}.
(¢) {B € My, |BA =0}.
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1.2.5. Seja X um conjunto ndo vazio. Mostre que para qualquer ¢y € X" fixado, o conjunto
{f € F(XR) | f(to) = 0}
é um subespaco de F(X;R).
1.2.6. Sejam
Wi ={(x,y,2) eR}|x=y=12}
o subespaco de R? formado pelos vetores que tém as trés componentes iguais e
W, = {(x,y,2) € R® |z =0}
o subespaco de R® formado pelos vetores que tém a terceira componente igual a zero. Mostre que
R3 = Wy @ W.
1.2.7. Quais dos seguintes conjuntos de vetores geram o R*?
(@) {(1,0,0,1),(0,1,0,0),(1,1,1,1),(1,1,1,0) };
(b) {(1/ 2/ 1/ O)/ (]-/ ]-/ _1/ O)/ (0/ 0/ O/ 1)}/
(C) {(61 4/ 72/ 4)/ (2/ Or 0/ 1)/ (3/ 2/ 71/ 2)/ (51 6/ 73/ 2)/ (0/ 4/ 72/ 71)}/
(d) {(1,1,0,0),(1,2,-1,1),(0,0,1,1),(2,1,2,2) };
1.2.8. Encontre um conjunto de vetores que gera o espago solugdo do sistema homogéneo AX = 0, em que
1010 11 2 -1
@A=1|12 3 1]|,; (b) A= 2 3 6 2
2131 -2 12 2
1.2.9. Considere os seguintes subespacos de R®: V = [(—1,2,3),(1,3,4)] e W = [(1,2,-1),(0,1,1)]. Encontre a

equagdo paramétrica da reta VN W. A notacdo [V, V3] significa o subespaco gerado por V; e V;, ou seja,
o conjunto de todas as combinagdes lineares de V; e V5. (Sugestdo: revise o Exemplo 1.32 na pégina 36.)
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1.2.10. Verifique que o espago gerado pelo conjunto {sen?t,cos? t} é igual ao espaco gerado por {1,cos 2t}
1.2.11. Encontre conjuntos geradores para os seguintes subespagos:

(@) {(a,b,c) € R3|3a—5b+2c=0} (© {pePs|p(2 =0}
(b) {A € My, [3an = 2a12} d) {pePs|p2)=p(-1)}
1.2.12. Mostre que {2,t+1,t*+1,...,t" +1,...} é um conjunto de geradores para P = R[¢].
1.2.13. Encontre um conjunto de geradores para o subespaco dos polindmios pares, ou seja, para o subespago
dos polindmios p(t) que satisfazem p(—t) = p(t), paratodo t € R.
Exercicios Teoricos
1.2.14. Mostre que o conjunto dos quocientes de polindmios chamado fra¢des racionais,
p(t) ;
R(t) = gy P84t € Rt q(t) 70,
é um espaco vetorial sobre R.
1.2.15. Mostre que um subconjunto ndo vazio, W, de uma espaco vetorial V é um subespaco se, e somente se,
V + aW pertence a W, para quaisquer vetores V e W de W e qualquer escalar «.
1.2.16. Mostre que W; + W5 é o menor subespago que contém W; e W5 no sentido de que qualquer subespago
que contenha W; e W5 tem que conter Wy 4 W.
1.2.17. Seja X um subconjunto néo vazio de um espago vetorial V.

(a) Mostre que o conjunto, [X], de todas as combinagdes lineares
Vi + .o Vg

de vetores Vi, ..., Vi € X é um subespago de V.
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(b) Mostre que [X'] é o menor subespaco de V que contém X, ou seja, se W é um subespago de V e
X C W, entdo [X] C W.

(c) Mostre que se X e X, sdo subconjuntos de um espago vetorial Ve X; C &), entdo [X;] C [A3].
(d) Mostre que se X; e X, sdo subconjuntos de um espaco vetorial V, entdo [X; U X5] = [X7] + [A2].

1.2.18. Sejam X um subconjunto de um espago vetorial V e J um conjunto obtido de X" substituindo-se um de
seus elementos V por V + all, para U € X e a € R. Mostre que [X]| = [V].

1.2.19. Mostre que {Vj,..., Vi} subconjunto de um espago vetorial V e {V},Vo — Vi,...,V, — V1 } geram o
mesmo subespago de V.
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Figura 1.9: Os subespacos W,V e VW
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1.3 Dependéncia Linear

Defini¢do 1.7. Um subconjunto & ndo vazio de um espaco vetorial V é chamado conjunto linearmente de-
pendente (L.D.), se existe um ndmero finito de vetores Vi, ..., Vi, € X e escalares oy, ..., & ndo todos nulos tais
que

auVi+ ... +a Vi =0.

Neste caso dizemos que os elementos de X’ sdo linearmente dependentes (L.D.). Se o subconjunto X’ ndo é
linearmente dependente, dizemos que ele é linearmente independente (L.L.).

Proposicao 1.6. Um subconjunto X nio vazio de um espago vetorial V é linearmente independente se, e somente se,
qualquer subconjunto finito de X é linearmente independente.
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Demonstracdo. Pela definicdo dada acima, um subconjunto X" de um espaco veto-
rial V é L.D. se, e somente se, existe um subconjunto finito de X, Vi, ..., Vi que é
L.D. Portanto, X é L.I. se, e somente se, ele ndo possui subconjunto finito L.D., ou
seja, todo subconjunto finito de X é L.I.

|

Exemplo 1.34. Um conjunto que contém o vetor nulo é L.D., pois o subconjunto
{V; =0} é tal que a1V} = 0, para todo escalar aq, em particular para a; # 0.

Exemplo 1.35. Um conjunto formado por um tnico vetor, {V; }, ndo nulo é L.L, pois
x1V1 = 0 é equivalente a x; = 0 ou V; = 0. Mas, V; # 0; portanto x; = 0.

Exemplo 1.36. Um conjunto formado por dois vetores, { V3, V,} é L.D. se, e somente
se, a equagdo x1Vj + x,V, = 0 possui solugdo ndo trivial. Mas se isto acontece,
entdo um dos escalares x; ou xp pode ser diferente de zero. Se x; # 0, entdo
Vi = (—xa/x1)Vaesex; # 0, entdo Vo = (—x1/x2)V;. Ou seja, se {Vq, Va} é
L.D., entdo um dos vetores é multiplo escalar do outro.

Reciprocamente, se um vetor é multiplo escalar do outro, digamos se V; = aVj,
entdo 1 V] —aV, = 0 e assim eles sdo L.D. Portanto, podemos dizer que dois vetores
sdo L.D. se, e somente se, um é um multiplo escalar do outro.

Por exemplo, o conjunto S = {V;,V,}, em que V; = (1,0,1) e V, = (0,1,1), é L.L,
pois um vetor ndo é multiplo escalar do outro.

Exemplo 1.37. Um conjunto formado por trés vetores, {Vl, \%y V3} é L.D. se, e so-
mente se, a equagdo x1Vj + x2V, + x3V3 = 0 possui solugdo ndo trivial. Mas se isto
acontece, entdo um dos escalares x1 ou x, ou x3 pode ser diferente de zero. Se x1 # 0,
entdo Vi = (—xa/x1)Va + (—x3/x1) V3, ou seja, o vetor V; é combinagéo linear de V;
e V3. De forma semelhante, se x; # 0, entdo V, é combinacio linear de V; e V3 e se
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Figura 1.10: Dois vetores linearmente depen-
dentes

z

141

Figura 1.12: Trés vetores linearmente depen-
dentes (paralelos)

4

%]

Figura 1.11: Dois vetores linearmente indepen-
dentes

Figura 1.13: Trés vetores linearmente depen-
dentes (dois paralelos)
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x3 # 0, entdo V3 é combinacédo linear de V; e V,. Assim, se trés vetores Vi, V, e V3 de
um espaco vetorial V sdo L.D., entdo um deles é uma combinagdo linear dos outros
dois, ou seja, em deles é uma soma de mdltiplos escalares dos outros dois. No R3
temos que se trés vetores ndo nulos sdo L.D., entdo ou os trés sdo paralelos (Figura
1.12), ou dois deles sdo paralelos (Figura 1.13) ou os trés sdo coplanares, isto é, sdo
paralelos a um mesmo plano (Figura 1.14).

Reciprocamente, se um vetor é uma combinacdo linear dos outros dois, digamos se
Vi = aV, + BV3, entdo 1V — aV, — BV3 = 0 e assim eles sdo L.D. Portanto, pode-
mos dizer que trés vetores sdo L.D. se, e somente se, um deles é uma combinacdo
linear dos outros dois. No R3, se trés vetores sdo L.I,, entdo eles ndo sdo coplanares
(Figura 1.15).

Exemplo 1.38. Trés ou mais vetores no R?, assim como quatro ou mais vetores no R3
e mais de n vetores no R"” sdo sempre L.D. Pois, nestes casos, o problema de verificar
se eles sdo ou ndo L.I. leva a um sistema linear homogéneo com mais incégnitas do
que equagdes, que tem sempre solucdo nao trivial.

Exemplo 1.39. Sejam V| = (1,2,5), Vo = (7,—1,5) e V3 = (1, —1, —1) vetores do R3.
Para sabermos se eles sdo L.I. ou L.D. escrevemos a equacao

x1(1,2,5) + x2(7,-1,5) + x3(1,—1,—1) = 0. (1.14)
Esta equagdo vetorial é equivalente ao sistema linear
X1 + 7xp + x3 = 0
le — X2 — X3 0
5x1 + 5xp -— X3 = 0
Escalonando a matriz aumentada deste sistema
1 7 1:0 1 0 —-2/5i0
2 -1 -1 : 0 obbtemos a matriz 0 1 1/5 : 0
5 5 -1:0 0 0 0:0
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Assim a variavel x3 pode ser uma varidvel livre que pode, portanto, assumir qual-
quer valor. Concluimos que o sistema acima e a equagdo vetorial (1.14) tém solucao
ndo trivial. Portanto, V4, V, e V3 sdo L.D.

Exemplo 1.40. Considere os polindmios
pr(t) =1+, pa(t) =t + 2 eps(t) = 1+t+ 12
Para sabermos se eles sdo L.I. ou L.D. escrevemos a equacao

x1(1+£2) +x2(t+£2) + x3(1+t+t*) = Oparatodo t € R (1.15)
Agrupando os termos de mesmo grau obtemos
(X1 + X3)(1) + (XQ + Xg)i’ + (x1 + xo + X3)i’2 =0 paratodot € R.

Como um polindmio é identicamente nulo se, e somente se, todos os seus coeficientes
sdo iguais a zero, a equagdo (1.15) é equivalente ao sistema linear

X1 + x3 = 0
X2 + x3 = 0,
X1 + x 4+ x3 = 0
Escalonando a matriz aumentada deste sistema
1 0 1:0 10 0:0
01 1:0 obtemos a matriz 01 0:0
11110 0 0 1.0

Concluimos, entdo que o sistema acima e a equagdo vetorial (1.15) possui somente a
solucdo trivial x; = x = x3 = 0. Portanto os polindémios p1, ps e p3 sdo L.I

Exemplo 1.41. Vamos mostrar que as matrizes M; = [ 1 (1) ], M, = [ (1) i } e
1

Mz = [ 0 (1) } sdo linearmente independentes no espago das matrizes 2 x 2. A

Algebra Linear e Aplicacoes

Julho 2010



1.3 Dependéncia Linear 49

equagdo matricial

x1Mq 4+ xo My 4+ x3M3 = [ 8 8 :|

é equivalente ao sistema de equagdes lineares

X1 + x3 = 0

X1 + X2 = 0

X1 + X = 0’
X + x3 = 0

que tem somente a solugdo trivial x; = xp = x3 = 0. Portanto, My, My e M3 sdo
linearmente independentes.

Exemplo 1.42. Vamos mostrar que os vetores
E;=(1,0,...,0), E, =(0,1,0,...,0), ..., E, = (0,...,0,1)
sdo L.I. A equagao
x1E1+...+x,E, =0

pode ser escrita como

ou

que é equivalente ao sistema
x1=0,..., x,=0.

Em particular os vetores i= (1,0,0), 7: (0,1,0) e k= (0,0,1) sdo L.L
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Exemplo 1.43. Parai =1,...,mej=1,...,nseja E;; amatriz m X n cujo elemento
na posigdo ij € igual a 1 e os demais elementos sdo iguais a zero. As matrizes E;; sdo
linearmente independentes, pois a equagdo

xnEn+.. -+ xmEn+ oo+ xp1Em + oo+ XunEnn = 0.

tem somente a solugéo trivial x;1 = ... = x1, = ... = X1 = ... = Xy = 0. Em
particular as matrizes

1 0 0 0 0 0 0
E11—[0 0},1512—{0 0},1521—[1 O]QMzz—{o 1}

sao L.I.

—_

Exemplo 1.44. Vamos mostrar que o conjunto X, = { 1,t, tz, R t”} é um conjunto
linearmente independente no espago dos polindmios P. Vamos considerar a equagado
vetorial

xo(1) +x1(t) +...+x,(t") =0, VteR.

Do lado esquerdo temos um polindmio cujos coeficientes sdo os escalares x, . .., X,
e do lado direito temos o polinémio nulo. Isto implica que os coeficientes do po-
lindbmio do lado esquerdo sdo todos iguais a zero. Assim, todos os escalares sdo
iguais a zero e a equacdo vetorial acima tem somente a solugdo trivial. Portanto o
conjunto X, é L.I.

Exemplo 1.45. O conjunto X = {1, ¢, 2,0 .} é um conjunto linearmente inde-
pendente no espaco dos polindmios P. Ja mostramos no Exemplo 1.44 que o con-
junto X, = {1,t, t2,...,t"} é LI Pela Proposi¢do 1.6 na pagina 44 o conjunto X é L.L
pois todo subconjunto finito de X é um subconjunto de algum X, que é L.L

Exemplo 1.46. Seja ) um conjunto de polindmios {po, p1,- -, Pn, - - -} tais que o grau
de p, é n, paran = 0,1,.... Vamos mostrar que ) é um conjunto linearmente
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independente. Para isso, vamos mostrar em primeiro lugar que os subconjuntos
Yu = {po,p1,---,pn} sdo LI Podemos escrever p,(t) = ag, + aiut + ... + aput",
paran =0,1,2.... Precisamos resolver a equagdo

xopo + x1p1+ .- + Xppn = 0.
Agrupando-se os termos de mesmo grau obtemos
(agoxo + .-« + anoxy) + (a11x1 + ... F a1 X))t + .. 4 (Aupx)t" =0

que é equivalente ao sistema

agpxo + appxi + o + amxn = 0
+ apx; + .. + aypxp, = 0
aypxy = 0
que tem somente a solucdo trivial xp = ... = x, = 0. Assim, os subconjuntos ),

de Y sdo L.I. Agora, pela Proposicdo 1.6 na pagina 44 o conjunto ) é L.I. pois todo
subconjunto finito de ) é um subconjunto de algum ), que é L.I.

Exemplo 1.47. Considere o polindmio
g(t) = (t—a))™ ... (t—a)"™ (£ + byt +c)™ ... (4 bt +¢)™ € R[H],

com a; € R distintos parai = 1,...,k e (b;,c;) € R? distintos tais que bi2 —4c; <0,
parai =1,...,I. Considere os polindmios p;;(t) = g(t)/(t — a;)),paraj=1,...,n;
ei = 1,...,kePi]'(t) = g(t)/(tz—i—bit—i—ci)j,paraj =1,...,mjei=1,...,1. Vamos
mostrar que o conjunto de polindmios

{pllr--'rplnl/-"/pk1/~'-rpknk/PH/'--rplmlr--~1Pllr--~fle,rtPlll~--rtlel}

Julho 2010

Reginaldo J. Santos



52

Espacos Vetoriais

é linearmente independente. Considere a combinacao linear nula

k0 1 om 1 om
Yo N wiipii(t)+ )Y BiPi(t) + Y Y vijtP(t) =

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
Isolando o termo &1, p1y,, (t) obtemos

1111

1 m;
X1y P1ny (F) = — Z ayjpj(t 2 ZD‘ZJPU 2 Z Bij =+ ijt) P (£).

i=2j=1

O polinémio t — a; é um fator do segundo membro da equagéo acima, mas nao é de
Pin, (t) 0 que implica que aq,, = 0 e assim o segundo membro é igual ao polindmio
nulo. Se n; > 1, entdo dividindo-se o segundo membro por t — a; podemos isolar o
termo &y (,, _1)P1(n,—1)(t)/ (t — a1) e pelo mesmo argumento anterior mostramos que
X(ny—1) = 0. Repetindo-se isso obtemos que ajj=0paraj=1,...,njei=1,.. k.
A combinagdo linear inicial agora tornou-se

I m;
Y Y (Bij + vijt) Py (t) = 0.
i=1j=1

Isolando o termo (B1u, + Yim,t)Pim, (t) obtemos

ml—1
(lglml + 71m1t)P1m1( = - Z ﬁl] =+ ')’1] Pl] Z Z :Bl] + 71] )
j=1 i=2j=1

O polindmio 2 + byt + ¢; é um fator do segundo membro da equagdo acima, mas
nao é de Py, (t) o que implica que By, + Y1im,t € 0 polindmio nulo e assim o se-
gundo membro é igual ao polinémio nulo. Se m; > 1, entdo dividindo-se o segundo
membro por 41 (t) podemos isolar o termo (B, —1) + Y1(my—1)t) Prgmy—1) (1) /1 (t) €
pelo mesmo argumento anterior mostramos que ﬁl (my—1) T ’Yl(m1 nt é o pohnom1o
nulo. Repetindo-se isso obtemos que f;; = y;; =0, paraj=1,... mjei=1,... L
Vejamos alguns exemplos:
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(a) Seg(t) = (t—a)(t—b)(t—c),coma,b,c € R distintos, entdo os polindmios

pi(t) = (t=b)(t—c), pa(t) = (t —a)(t —c), p3(t) = (t —a)(t =)
sao L.LI.

(b) Se g(t) = (t —a)?(t —b)3, com a,b € R distintos, entao os polindmios

p1(t) = (t—a)(t—b)?, pa(t) = (t—b)?, p3(t) = (t—a)*(t—b)?,
pa(t) = (t—a)’(t—Db), ps(t) = (t—a)

sdao L.I.

(c) Seg(t) = (t—a)?>(t> + bt +c),coma,b,c € Reb*—4c < 0, entao os polindmios
p1(t) = (t—a) (B +bt+c), pa(t) = 2+ bt+c, p3(t) = (t—a)?, pa(t) = t(t —a)?

sdo L.L.

Teorema 1.7. Um subconjunto X nio vazio de um espago vetorial V é linearmente dependente se, e somente se, X = {0}
ou existem vetores distintos V, V1, ..., Vx em X tais que V é combinagdo linear de V1, . .., V.

Demonstragio. Seja X # {0}.

(a) Se X é L.D., entdo existem vetores V, Vi, ..., Vi em X tais que a equagdo

xoV+x1Vi+xV+...+xV =0 (1.16)
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admite solucdo ndo trivial, o que significa que pelo menos um x; ¢ diferente
de zero. Podemos supor sem perda de generalidade que xg # 0. Entdo,
multiplicando-se a equagdo (1.16) por 1/x( e subtraindo-se

(3)Vi +...+ () V} obtemos

Portanto, o vetor V é combinacéo linear de V4, ..., V.

(b) Se existem vetores V,Vy,..., Vi em X tais que V é uma combinagdo linear de
Vi,..., Vg, isto é, se existem escalares ay, . ..,y tais que

Vit V=V,
entdo somando-se —V a ambos 0os membros ficamos com
—V4+umVi+.. 4V =0 (1.17)
Isto implica que a equagdo xoV + x1V; + ... 4+ xVy = 0 admite solugdo nao

trivial, pois o coeficiente de V em (1.17) é —1. Portanto, X é L.D. ]

Exemplo 1.48. Considere as fungdes 1,cos2t, cos?t,cosdt,...,cos"t,... A funcédo
cos 2t é combinacdo linear de cos? t e 1, pois

cos2t = cos?t —sen?t = 2cos® t — 1,

o que implica, pelo Teorema 1.7, que elas sdo linearmente dependentes.
q p p q P

Exemplo 1.49. Sejam V; = (1,2,5), Vo = (7,—1,5) e V3 = (1,—1,—1) vetores do
R3. Vimos no Exemplo 1.39 na pagina 47 que estes vetores sdo L.D. Vamos escrever
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um dos vetores como combinagdo linear dos outros dois. Ja vimos que a equagdo
vetorial
X1V +xVo +x3V3 =0

é equivalente ao sistema linear

X1 + 7xp 4+ x3 = 0
27 — xp» — x3 = 0
59 4+ 5xp — x3 = 0

Escalonando a matriz aumentada deste sistema

1 7 10 1 0 —-2/5 ‘ 0
2 -1 -1:0 obbtemos a matriz 0 1 1/5:0
5 5 -1;0 0 0 0:0
Assim a solucdo da equacgdo vetorial acima é x; = (2/5)a, x, = —(1/5)a e x3 = a,

para todo « € R. Substituindo-se os valores de x1, x e X3 na equacdo acima, ficamos
com
(2/5)aVy — (1/5)aV, +aVz =0

Tomando-se & = 1, obtemos
(2/5)V1 — (1/5)V2 + V3 = 0

multiplicando-se por —5 e somando-se 2V; + 5V3, temos que V, = 2V; 4 5V3. Ob-
serve que, neste exemplo, qualquer dos vetores pode ser escrito como combinacdo
linear dos outros. O préximo exemplo mostra que isto nem sempre acontece.

Exemplo 1.50. Sejam V; = (-2,-2,2), V, = (-3,3/2,0) e V3 = (-2,1,0).
{V1, V, V3} ¢ L.D., mas V; ndo é combinacdo linear de V; e V3 (Figura 1.13 na pdgina
46).
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1.3.1 Independéncia Linear de Funcdes

Exemplo 1.51. Dados ntimeros reais x; < x3 < ... < xy, igualmente espagados, isto
é, tais que xx,1 — xx = (x, —x1)/(n—1), parak = 1,...,n — 1. Defina os splines
(Exemplo 1.18 na pagina 21), gx(x) = 0, se x estd fora do intervalo [x;_3, Xx 1] €

p1(t), emquet=(x—x;3)/h sexp 3<x<x o,
(x) = pa(t), emquet = (x—xxp)/h sexp o <x<xq,
i pa(l—t), emquet=(x—2x,_1)/h sex_1 <x<xy,
p1(1—t), emquet=(x—x¢)/h se X < x < Xgiq,
parak=1,...,n+2,em que
pls) = 35
3
pa2(s) = 1- i (145)(1—s)?

eh = x4 —xp = (x, —x1)/(n —1). Vamos mostrar que o conjunto de splines
{qx | k=1,...,n+2} élinearmente independente.
Vamos considerar a combinacdo linear nula dos splines g

n+2
Y g (x) =0. (1.18)
k=1

Em cada intervalo [xy, xx, 1] somente as fun¢des g, gx+1, k12 € Jks3 podem ser dife-
rentes de zero, e sdo dadas neste intervalo por

a(x) = pi(1—t),
qG1(x) = pa(l1-1),
Gr2(x) = pa(t),
q3(x) = pa(f)
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emquet = (x—xg)/hcomh = x 1 —x = (x, —x1)/(n—1).

Derivando a equacao (1.18) e substituindo nos pontos x = x; e x = x, obtemos as
equagoes
{ —ét)q + %0&3 = 0
3 3 —
— ZD‘Z + Zl’(4 =0
Juntando com as equagdes correspondentes aos pontos x3,...,x; obtemos n
equagdes que ddo que
M =03 =...=ay1, parak=1,...

My =w0g=...=ny, parak=1,...

Substituindo x = x1 e x = x na equagdo (1.18) obtemos as equagdes

{ o+ w4+ e =0
%0&7_ + a3 + }10(4 = 0
Como a3 = a1 e vy = &y, obtemos as equacdes
{ fog + ap =0
w1+ %D&z = 0
oqueddquea; =wap = ... = a,p = 0. Portanto as fung¢des g, parak =1,...,n+2,

sdao L.I.

Provaremos a seguir que se as fungdes fi, . .., fn € C"~1(Z) forem tais que

fi(to) fo(to) -+ fulto)
fi(to) fr(te) - fulto)
WIFL ..., fal (fo) = det 5 5 5 £0
A7) V) o A (k)

para algum ponto ty € Z, entdo as fungdes fi, .. ., f, sdo linearmente independentes.
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Proposicio 1.8. Sejam fi,..., fu funcies de C"~V)(T), ou seja, funcdes que possuem a derivada de ordem n — 1
continua no intervalo Z. Defina a fungido W(f1, ..., fu|(t) no intervalo Z por

A() f(t) e fal)
f1(6) L e fal)

. . ’

WIfi,..., fal() = det

1 1 -1
A0 /70w A0
chamada de Wronskiano de f1, ..., fy. Se existe um ponto ty € T tal que W|fy,..., fu](to) # 0, entdo fy,..., fu sio
linearmente independentes.

Demonstracdo. Sejam fi, ..., f, funcdes de C("~1)(Z). Vamos considerar a equagio
funcional

x1f1(t) + ...+ xufn(t) =0(t) =0, paratodo t € 7. (1.19)
Derivando a equagdo (1.19) 1,...,n — 1 vezes obtemos o sistema
xlfl(t) + foz(f) + ...+ xnfn(t) =0
afi)  + wfit) + o+ xfy) = 0
afVE TV 4+ T = 0

que pode ser escrito como A; X = 0, onde

fi(t) f(t) o fa(t) X1
fi(t) L) o fult) X
Ap = : : : e X=| .
A7 A0 2
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Vamos supor que para algum ty € Z,

Wifs, ..., ful (fo) = det(Ay,) # 0.

Isto implica que a matriz do sistema é invertivel, de onde segue-se que para ty o
sistema A; X = 0 s6 admite a solugdo trivial. Logo a equagdo (1.19) s6 admite a
solucgdo trivial e assim fi, ..., f, sdo L.L

|

Exemplo 1.52. As fungoes fi(t) = ¢, fo(t) = e* e f3(t) = €* sao L.I, pois pela
Proposicao 1.8, temos que

et o2 o3 111
W[fl,fz, f3](t) =det | ¢! 2e% 3¢t e W[fl,fz, f3](0) =det| 1 2 3 |=2#0.
et 4€2t 9€3t 1 4 9

Exemplo 1.53. As func¢des f1(t) = cost, fo(t) = sent, f3(t) = cos2t sdo LI, pois
pela Proposigao 1.8, temos que

cos t sen t cos 2t
WI(f1, f2, f3](t) = det | —sent cost —2sen2t e
—cost —sent —4cos2t

_ o -

0 1
WIf1, f2, f3](0) = det [ 1 0 ] = -3 #0.
0 —4
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A reciproca da Proposicdo 1.8 ndo é verdadeira, ou seja, mesmo que para todo
t tenhamos W(t) = 0, ndo significa que as solugdes dos sistemas A;X = 0 na
demonstragdo da Proposicao 1.8 sejam as mesmas para todo t, ou seja, ndo signi-
fica que as fungdes sejam linearmente dependentes. Vejamos o préximo exemplo.

2 >
Exemplo 1.54. Sejam f1(t) = t2 e fo(t) = t|t| = { jtz zz : - 8 .

WIf1, o] (t) = de’f[ Z ztm ] =0.

Apesar do Wronskiano ser zero para todo t € R as fungdes fi e f, sdo L.L, pois
uma fung¢do ndo é maltiplo escalar da outra. Parat > 0, fo(t) = f1(f) e parat < 0,

f2(t) = —f1(t).
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1.3.1.

1.3.2.
1.3.3.

1.3.4.

1.3.5.

1.3.6.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 406)
Quais dos seguintes conjuntos de vetores sdo linearmente dependentes?
(@ {(1,1,2,1),(1,0,0,2),(4,6,8,6),(0,3,2,1)};
®) {(1,-2,3,-1),(-2,4,-6,2)};
() {(1,1,1,1),(2,3,1,2),(3,1,2,1),(2,2,1,1) };
(d) {(4,2,-1,3),(6,5,—-5,1),(2,—1,3,5) }.
Para quais valores de a o conjunto de vetores {(3,1,0), (a®> +2,2,0)} ¢ L.D.?
Verifique se os polindmios seguintes sdo linearmente dependentes ou independentes.
(@) 2 —2t+3,2t2+t+8,t>+8t+7
(b) 2 —1,t+1,t+2
Verifique se as fun¢des seguintes sdo linearmente dependentes ou independentes.
(a) t,cost,sent em C?[—m, 7.
(b) cost,1,sen?(t/2) em C?[—m, 7).
(©) 1,et+etef —efem C?[-1,1].

Verifique que as fungdes e’ cos 3t e e sen 3t sdo solugdes linearmente independentes da equagio diferen-
cial y" — 2y’ 4+ 10y = 0.

Suponha que S = {Xj, X, X3} seja um conjunto linearmente independente de vetores de um espago
vetorial V. Responda se 7 = {Y3,Y,Y3} é linearmente dependente ou independente nos seguintes
casos:

(@ Y1 =X +X2, Y2 =X+ XzeYs =Xy + X3;
b)) Y1=X,Yo=X; +XzeYz = X1+ Xp + X3.
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1.3.7.

1.3.8.

1.3.9.

1.3.10.

1.3.11.

Para k = 0,1,...,1, seja pp(t) = tF + "1 ..+ #". Mostre que o conjunto {po(t), p1(t),..., pn(t)} é
linearmente independente em P = R[¢t].

Mostre que as fungoes fi(t) = teM, f(t) = t2eM, ..., fi(t) = t*eM, onde A € R, sdo linearmente indepen-
dentes.

Mostre que as funcdes fi(t) = eMt, fo(t) = e, ..., fi(t) = eM!, onde Ay,...,A; € R, sdo linearmente
independentes se, e somente se, A; # Aj, para i#jei,j=1,...,k

Suponha que {Xj, Xy, ..., X, } seja um conjunto de vetores do R" linearmente independente. Mostre que
se A é uma matriz n X n ndo singular, entdo {AX;, AXy,..., AX,} também é um conjunto linearmente
independente.

Mostre que {2,t +1,241,... " +1,.. } é um conjunto de polinémios linearmente independente.

Exercicios usando 0 MATLAB®

Comandos do MATLAB®:

>> clf limpa a janela grafica.

>> hold on segura o grafico atual de forma que o préximo grafico sera desenhado por cima do atual.
>> subs(expr,t,a) substitui na expressdo expr a varidvel t por a.

>> axis([a,b,c,d]) define que serd mostrada uma janela no plano cartesiano que vaidex =aax =10
edey=cay=d.

Comandos do pacote GAAL:

>> plotf1(f, [a,b]) desenha o grafico da funcdo f(x), em que f(x) é dada pela expressdo £, no inter-
valo [a,b].
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>> gk=splinel(k,x,nbp,a,b) calcula o spline g;(x) = 0, se x estd fora do intervalo [x;_3, X 1] €

p1(t), emquet = (x—x;_3)/h, sexp3<x<x[p,
(x) = pa(t), emquet=(x—x;3)/h sexp,<x<x(q,
Tw\X) = pa(l—t), emquet= (x—x;_ 1) se Xp_1 < x < Xy,
p1(l1—t), emquet=(x—x¢)/h se xp < x < Xgiq,
parak=1,...,n+2,em que
1
ps) = ;5
3
pas) = 1-2(1+s)1-s)

eh = x,1 —x = (x, —x7)/(n — 1) no ponto x para um intervalo [a,b] dividido em nbp-1 subinter-
valos e >> gk=splinel(k,X,nbp,a,b) calcula o spline g; nos pontos dados pelas componentes do vetor
coluna X.

>> A=splinel(X,nbp,a,b) cria a matriz a;; = q]( i), em que X é um vetor coluna, para um intervalo
[a,b] dividido em nbp-1 subintervalos.

nbp+2
>> plotsplinel(C,nbp,a,b) desenha o spline definido por ) ¢ (x).
k=1
1.3.12. (a) Defina os vetores V1=[1;2;3], V2=[3;4;5] e V3=[5;6;7]. Defina o vetor V=randi(3,1). Verifique
se V é combinacdo linear de V1, V2 e V3.

(b) Defina M=randi(3,5). Verifique se os vetores definidos pelas colunas de M sdo combinacéo linear de
V1, V2 e V3. Tente explicar o resultado.

(c) Verifique se V1, V2 e V3 sdo linearmente independentes. Se eles forem linearmente dependentes,
escreva um deles como combinagdo linear dos outros e verifique o resultado.
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1.3.13. (a) Declare a variavel t simbdlica com o comando >> syms t.

t)? no intervalo [0, 1] com os comandos

>> clf

>> plotf1(p1,[0,1])
>> hold on

>> plotf1(p2,[0,1])

Defina as varidveis pl=t~3/4 e
p2=1-3*(1+t)*(1-t) “2/4. Desenhe os graficos das fun¢des p1(t) = %t3 epa(t) =1— %(1 +6H(1 -

(b) Observe que p1(1) = p2(0), pi(1) = p5(0) e p{(1) = p4(0). Verifique estas igualdades analitica-
mente. Usando p; e uma translag¢do de p; defina um spline no intervalo [0,2]. Use os comandos

abaixo para desenhar o novo spline.

>> clf

>> plotfi(p1,[0,1])

>> hold on

>> plotfl(subs(p2,t,t-1),[1,2])
>> axis([0,2,0,1])

(c) Observe que colando o spline anterior com uma translacdo da reflexdo deste spline em relagdo ao
eixo y obtemos um novo spline no intervalo [0,4]. Use os comandos abaixo para desenhar o novo

spline.

>> plotfl(subs(subs(p2,t,1-t),t,t-2),[2,3])
>> plotfl(subs(subs(pl,t,1-t),t,t-3),[3,4])
>> axis([0,4,0,1])

(d) Considere os splines gi(x) = 0, se x estd fora do intervalo [x;_3, Xk 1] €

pi(),  emquet=(x— 2 3)/h

(x) = pa(t), emquet = (x—xx )/h,

I p2(1—t), emquet= (x—x;_1)/h
p1(1—t), emquet=(x—x¢)/h,

se Xp—3 < X < Xk,
seXg_p <X < Xg_q,
sexp 1 < x < Xg,
se xp < X < Xgg1,
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parak = 1,...,n+2, em que pi(s) = §s° pa(s) = 1 -3 (1+s)(1—s)2eh = x3 1 —x; =
(xp —x7)/(n —1). Use os comandos abaixo para desenhar o spline g7, definidos no intervalo [0, 1]
com pontos de quebra x; =0,x, =1/3,x3 =2/3exy = 1.
>> I=eye(6);
>> plotsplinel(I(:,1),4,0,1)
Substitua k no comando abaixo por 2,3,4,5 e 6 para desenhar os splines 42, 43, 44, 95 € ge.
>> plotsplinel(I(:,k),4,0,1)
(e) Mostre que os splines 41, 92,93, 44, G5 € g do item anterior sdo linearmente independentes usando
o0s seguintes comandos.
>> X=[0,1/5,2/5,3/5,4/5,1]1;
>> A=splinel(X,4,0,1);
>> det (A)
Exercicios Teoricos

1.3.14. Sejam V7,..., V1 vetores de um espago vetorial V, tais que {V1,...,Vi} é linearmente independente.
Mostre que se Vi, 1 ndo pertence ao subespago gerado por {Vy,..., Vi}, entdo {Vy,..., Vi1 } € linear-
mente independente. (Sugestdo: Considere a equagdo x1 Vi + ... + x4 Vi1 = 0. Separe em dois casos:
X1 =0expq #0)

1.3.15. Sejam Vj, ..., V}, vetores de um espaco vetorial V. Mostre que um vetor V € Vi,..., Vi pode ser escrito
de maneira tnica como combinacio linear de Vj,..., V) se, e somente se, Vj,...,V, sdo linearmente
independentes.

1.3.16. Sejam X e ) dois subconjuntos linearmente independentes de um espago vetorial V. Mostre que X U Y
é linearmente independente se, e somente se, [X] N [V] = {0}.

1.3.17. Seja V um espago vetorial.

(a) Mostre que se X1 C A, C Ve A] é linearmente dependente, entdo A, é linearmente dependente.
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(b) Mostre quese X1 C &, C Ve A&, é linearmente independente, entdao &) é linearmente independente.

1.3.18. Seja X um conjunto de polindmios em que quaisquer dois polindmios pertencentes a X" tém graus dife-
rentes. Mostre que X" é linearmente independente.
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1.4 Base e Dimensao

Ja vimos que, em um espaco vetorial V, um conjunto de geradores pode ser line-
armente independente ou linearmente dependente. Se o conjunto de geradores for
linearmente dependente, entdo existe um vetor no conjunto que é combinacdo linear
de outros elementos do conjunto. Entdo este elemento nédo é necessdrio na geracao
do espago V. Portanto, um conjunto de geradores linearmente dependente contém
vetores que ndo sdo necessarios para gerar V.

1.4.1 Base

Definicdo 1.8. Um subconjunto B de um espago vetorial V é uma base de V, se

(a) B éum conjunto de geradores de V e

(b) B é um conjunto linearmente independente.

Exemplo 1.55. Os vetores

E, =(1,0,...,0),E =(0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1)
formam uma base do R". Pois, vimos no Exemplo 1.27 na pédgina 33 que Eq, ..., E,
geram o R" e no Exemplo 1.42 na pégina 49 que E;, Ey, ... E, sdo L.I. Esses vetores

formam a chamada base canénica de R”. No caso doR?, E; = i Ey=jeE3 =k
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Exemplo 1.56. Vamos determinar uma base para o espago solucdo do sistema ho-
mogeéneo

2x1 + 2xp — x3 + x4 = 0
—x1 — X + 2x3 + x4 = 0
X1 + Xp — 2x3 — x4 = 0

A matriz aumentada deste sistema é

2 2 -1 1.0
-1 -1 2 1.0
1 1 -2 -1:0

Resolvendo o sistema pelo método de Gauss-Jordan, transformamos a matriz au-
mentada na sua forma reduzida escalonada, obtendo

110 1:0
001 1:0
000 0:0

Portanto, o sistema dado é equivalente ao seguinte sistema:

o o

X1 + x + x4 =
X3 + x4 =

cuja solugéo é dada por
(xll X2,X3, x4) = (_06 - ,B/ , _,B/ ,B) ’
para todos os ntimeros « e f reais. Assim, o espago solugdo do sistema é

V={(-a-pua—pp)npcR}.

Agora, vamos determinar uma base para este subespago. Qualquer vetor V de
V pode ser escrito como uma soma de vetores de V, sendo um vetor para cada
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parametro e cada vetor depende apenas de um parametro, obtendo
(—a—Ba,—p,p) = (—x,,0,0)+(=p,0,—p,p)
=wa(-1,1,0,0) + p(-1,0,—1,1)

Assim, V; = (—1,1,0,0) e V, = (—1,0,—1,1) geram V. Além disso, eles sdo L.I,
pois se

«(—1,1,0,0) 4+ B(—1,0,—1,1) = (—a — B, —B, B) = (0,0,0,0),

entdo « = 0 e f = 0. Portanto, V; e V, formam uma base de V.

Exemplo 1.57. Seja V = {(a +¢c,b+c,a+b+2c) | a,b,c € R} um subespago de
R3. Qualquer elemento V de V pode ser escrito como uma soma de vetores de V,
sendo um vetor para cada parametro e cada vetor depende apenas de um parametro,
obtendo

V=(a+cb+ca+b+2c) = (a0,a)+(0,b,b)+ (crc 2c)
= a(1,0,1) +5(0,1,1) +¢(1,1,2).
Logo, definindo V; = (1,0,1), V, = (0,1,1) e V3 = (1,1,2), entdo {V;, V,, V3} gera

V. Para sabermos se {V1, V5, V3} é base de V, precisamos verificar se Vi, V; e V3 sdo
L.I. Para isto temos que saber se a equagdo vetorial

xVi+yVo+2zV3=0 (1.20)

s6 possui a solugdo trivial, ou equivalentemente, se o sistema A X = 0 s6 possui a
solugdo trivial, onde A = [V} V; V3. Escalonando a matriz [ A | 0], obtemos

O O =
o = O
O =
o O O
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A solucdo de (1.20) é dada por x = —a,y = a e z = «, para todo « € R. Substituindo-
se esta solugdo em (1.20) obtemos

—aVi+aVo+aV3 =0

Tomando-se &« = 1 e somando-se V| — V, obtemos V3 = V, + V;. Assim o vetor V3
pode ser descartado na geragdo de V, pois ele é combinagdo linear dos outros dois.
Logo, apenas V; e V, sdo suficientes para gerar V. Como além disso, os vetores V;
e V; sdo tais que um ndo é multiplo escalar do outro, entdo eles sdo L.I. e portanto
{V1,V2} é uma base de V.

Exemplo 1.58. Parai =1,...,mej=1,...,nseja Ei]- a matriz m X n cujo elemento
na posicdo ij € igual a 1 e os demais elementos sdo iguais a zero. As matrizes Ej;
formam uma base para o espago das matrizes m X n, pois mostramos no Exemplo
1.28 na pédgina 34 que elas geram M,;,;,, e no Exemplo 1.43 na pdgina 50 que elas sdo
linearmente independentes.

Exemplo 1.59. O conjunto X = {1,t, 2,0 .} é uma base para o espago
P = R[t], pois ja mostramos que todo polindmio é combinacdo linear de elemen-
tos de & (Exemplo 1.29 na pagina 34) e que X’ é um conjunto linearmente indepen-
dente (Exemplo 1.45 na pagina 50). O conjunto &, = {1,t, 2,..., "} é uma base
para o espago Py, pois ja mostramos que todo polindmio de grau no maximo n é
combinacdo linear de elementos de &), e além disso é um conjunto linearmente in-
dependente, pois X, C X

Teorema 1.9. Um subconjunto B de um espago vetorial V é uma base de V se, e somente se, cada vetor de V se escreve
de maneira tinica como combinagio linear dos vetores de B.
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Demonstracdo. Em primeiro lugar, suponha que todo vetor V de V seja escrito de
maneira inica como combinagdo linear de elementos de B. Vamos mostrar que 5 é
uma base de V. Como todo vetor é escrito como combinacao linear de elementos de
B, basta mostrarmos que B é L.I. Sejam V7, ..., V,, € B. Considere a equagdo

xVi+...+x3, Vi =0.

Como todo vetor X de V é escrito de maneira tinica como combinagdo linear de
elementos de 53, em particular temos que para X = 0,

Vit +xuVyy =0=0V]+...+0V,,

o que implica que x; = 0,...,x; = 0, ouseja, Vj,..., Vy, sdo linearmente indepen-
dentes. Como Vi,..., V), sdo vetores quaisquer de B, entdao B é L.I. Portanto, B é
base de V.

Suponha, agora, que B seja base de V. Seja V um vetor qualquer de V. Se V é escrito
de duas maneiras como combinagdo linear de elementos de B, entdo podemos supor,
sem perda de generalidade, que existem vetores Vi, ..., V), € B tais que

x1V1+...+mem:V:y1V1+...+yme,

entdo
(xl *yl)Vl +...+ (xm *ym)vm =0.

Como B é uma base, entdo Vi, ..., V;; sdo L.I. o que implica que

X1=Yi, X = Y-
Portanto, todo vetor V de V é escrito de maneira tinica como combinacéo linear de
elementos de B. [ ]
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Teorema 1.10.  (a) Se B = {V4,..., Vi } é uma base de um espago vetorial V, entdo um subconjunto de V com mais

de m vetores é linearmente dependente.

(b) SeB={Vy,...,Vy}eB ={Wy,..., Wy} sio duas bases de um espago vetorial V, entdo m = n.

Demonstragio. (a) Seja {Wy,...,W,} um subconjunto de V, com n > m. Va-
mos mostrar que {Wy, ..., W,} é L.D. Considere a combinagao linear nula de

Wi, ..., Wy,
Wi + x0Wo + ...+ x,W,, = 0. (1.21)

Como {Vy,...,V;;} é uma base, qualquer elemento do espago pode ser escrito
como combinacdo linear de V3, ..., Vj;,. Em particular,

m
Wi =ajVi+ayVa+ ...+ ayiViy =Y a;Vi, paraj=1,...,n. (122)
i=1
Assim, substituindo (1.22) em (1.21) e agrupando os termos que contém V;, para
i=1,...,m, obtemos
(ap1%1 + ..+ apxn) Vi + oo+ (@gax1 + oo + @GmnXn) Vip = 0. (1.23)

Como {Vl, .., Vm} ébase, Vi, ..., Vy; sdo L.I. e portanto os escalares na equagdo
(1.23) sdo iguais a zero. Isto leva ao sistema linear

AX =0,

onde A = (a;;)mxn- Mas, este € um sistema homogéneo que tem mais incégnitas
do que equagdes, portanto possui solugdo ndo trivial, como queriamos provar.
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(b) Suponha por contradicdo que n > m. Pelo item anterior, segue-se que
{Wy,...,W,} é LD, o que é impossivel. O caso n < m pode ser tratado de
forma analoga.

Exemplo 1.60. Segue do Teorema 1.10 e dos exemplos anteriores que mais de n ve-
tores no R”, mais de n + 1 polindmios de P, e mais de mn matrizes m x n sdo line-
armente dependentes.

1.4.2 Dimensao

Definicdo 1.9. Dizemos que um espaco vetorial V tem dimensao finita se ele tem uma base consistindo de um
numero finito de vetores ou V. = {0}. Se V # {0}, o nimero de elementos de uma de suas bases é chamado de
dimensio de V, denotado por dim(V) e dim({0}) = 0. Quando um espaco ndo tem dimensao finita, dizemos
que ele tem dimensao infinita.

Exemplo 1.61. A dimensdo do R" é n, pois como foi mostrado no Exemplo 1.55 na
pagina 67, E; = (1,0,...,0), E; =(0,1,0,...,0),..., E, = (0,...,0,1) formam uma
base do R".
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Exemplo 1.62. A dimensdo do subespaco
W={(a+cb+cat+b+2c)]|abcecR}deR?

é 2 pois como foi mostrado no Exemplo 1.57 na pagina 69, os vetores V; = (1,0,1) e

Vo = (0,1,1) formam uma base de V.

Exemplo 1.63. O espago M, das matrizes m X n tem dimensdo mn, pois foi mos-
trado no Exemplo 1.58 na pagina 70 que as matrizes E;;, que tem o elemento i, j igual
a1 e todos os outros elementos iguais a zero formam uma base de M,;;,.

Exemplo 1.64. O espaco P, tem dimensdo n + 1, pois como foi mostrado no Exem-
plo 1.59 na pagina 70 o conjunto X = {1, x,...,x"} é uma base de P;,.

Proposicao 1.11. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita n. Se W é um subespago de V, entdo W é de dimensio

finita e dim(W) < dim(V).

Demonstracio. Se W = {0}, entdo dim(W) = 0 < n.

Caso contrario W contém um vetor ndo nulo Vj. Entdo {V;} é um conjunto linear-
mente independente. Seja W, o subespago gerado por V;. Se W1 = W, entdo {V;} é
uma base de W e dim(W) =1 < n.

Caso contrério acrescentamos vetores V5, ..., Vi de forma que {Vq,..., Vi} seja line-
armente independente. Pelo Teorema 1.10 (a) na pagina 72 k < n. Se {V;,..., V}
gera W, entdo {Vj,..., Vi } é umabase de W e dim(W) =k < n.

Algebra Linear e Aplicacoes

Julho 2010



1.4 Base e Dimensao

75

Caso contrario, seja Vi, 1 um vetor que pertence a W, mas ndo pertence ao subespago
gerado por {Vj,...,V;}. Entdo, o conjunto {Vy,...,V,, Vi 1} é L1, pois caso
contrario x1V; + ... + x,41 Vi1 = 0, implicaria que x¢ 1 # 0 (por que?) e
assim, Vj.q seria combinagdo linear de Vi,...,Vk, ou seja, Vi1 pertenceria ao
subespago Wy. Se {V4,..., Vi, 1} gera W, entdo {V;,..., Vi 1} é uma base de W e
dim(W) = k+ 1 < n pelo Teorema 1.10 (a) na pagina 72.

Pelo Teorema 1.10 (a) na pagina 72 este processo tem que parar, ou seja,
existe um inteiro positivo m < n tal que {Vy,...,V, Viy1,..., Vi} é LI, mas
{1, .., Vi, ik, ..., Vi, V} é LD. para qualquer vetor V de W. O que implica
que V é combinagdo linear de {Vy,..., Vi, Viki1,..., Viu} (por que?). Portanto,
{1, -, Vi, Vet - - ., Vi } € uma base de W e dim(W) = m < n.

[ |

Teorema 1.12. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita n > 0.

(a) Todo subconjunto de V linearmente independente que contém n elementos é uma base de V.

(b) De todo conjunto de geradores de V pode ser extraida uma base de V.
(c) Todo conjunto de geradores de V com n elementos é uma base de V.
(d) Todo conjunto de geradores de 'V contém pelo menos n elementos.

(e) Todo subconjunto de V linearmente independente pode ser estendido a uma base de V.
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Demonstracdo. (a) Sejam Vi,...,V, vetores L.I. e seja V um vetor qualquer do
espago V. Vamos mostrar que V é combinagdo linear de Vj, ..., V},. Considere a
equagcdo vetorial

x1 Vi +x2V2+...—|—ann+xn+1V:(_). (1.24)

Pela Proposicao 1.10 (b), V4,...,Vy, V sao L.D., pois sdo n + 1 vetores em um
espago de dimensdo n. Entdo a equagdo acima admite solugdo nao trivial, ou
seja, pelo menos um x; # 0. Mas, x,41 # 0, pois caso contrério, Vy,...,Vy
seriam L.D. Entdo, multiplicando-se a equagdo (1.24) por 1/x,,,1 e subtraindo
(x1/%p11)V1 + (x2/xp41)Va + ... + (X4 / Xp41) Vi, obtemos

V:—< 1 )Vl—...—( A >Vn.
Xn+1 Xn+1

(b) Seja B um conjunto de geradores de V. Se B é L.I,, entdo B é uma base de V.
Caso contrério, B é L.D. e pelo Teorema 1.7 na pdgina 53, um dos vetores de 3
é combinagdo linear dos outros. Assim, o subconjunto de 53 obtido retirando-se
este vetor continua gerando V. Se esse subconjunto for L.I.,, temos uma base
para V, caso contrario, continuamos retirando vetores do subconjunto até ob-
termos um subconjunto L.I. e ai neste caso temos uma base para V.

(c) Se ndo fosse uma base entdo, pelo item anterior, poderfamos extrair deste con-
junto uma base com menos de n vetores o que é impossivel pela Proposicao 1.10
na péagina 72.

(d) Se existisse um conjunto de geradores com menos de 1 elementos, entdo po-
derfamos extrair deste conjunto uma base com menos de n vetores o que é im-
possivel pela Proposicdo 1.10 na pagina 72.

(e) Seja B = {V4,..., Vi} um conjunto de vetores linearmente independente. Se
k = n, pelo item (a), ndo hé o que fazer. Se k < n, entdo seja Wy = [V;,..., V4],
o subespago gerado por B. Seja Vi1 um vetor que pertence a V, mas nao
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pertence a Wy. Entdo, o conjunto {V,..., Vi, Vi 1} é L.L, pois caso contrario
x1Vi + ...+ x1 Vi = 0, implicaria que xx,1 # 0 (por que?) e assim, Vi q
seria combinagdo linear de Vj,...,Vj, ou seja, Vi1 pertenceria ao subespaco
Wy. Se n = k + 1, entdo pelo item (a), {V4,..., Vi, Vky1} é uma base de V. Caso
contrdrio, ou seja, se n > k + 1, entdo o mesmo argumento é repetido para o
subespagco Wy, = [Vi,..., Vi, Viiq1]. Este processo pode ser continuado até
que um conjunto Vi, ..., Vi, Viy1, ..., V, de vetores L.I. seja obtido. Neste caso,
peloitem (a), {V4,..., Vi, Vki1,..., Vi } é umabase de V.

Exemplo 1.65. Vamos determinar uma base para o espaco W gerado pelas matrizes

2 3 3 3 -1 0 5 6
e C O O i e
Como por definicao do subespago, M1, Mp, M3 e My geram W, precisamos saber se
elas sdo L.I. Para isso, precisamos resolver a equagdo

xMy +yMy +zMz + wMy = 0. (1.25)

que é equivalente ao sistema linear

2x + 3y — z + bw =20
3x + 3y + 6w =0

- v + z - w=0
x — 3y + 4z — w=20

cuja solucdo é dadaporx = —a — B,y = —a + B,z = few = a, paratodos o, B € R.
Portanto, as matrizes sdo L.D. Substituindo-se os valores encontrados de x,y,z e w
na equacao (1.25) temos que

(—(X — ﬁ)M] + (—06 -+ ‘B)Mz + ,3M3 +aMy = 0.
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Tomando-se « = 1 e f = 0 obtemos que —M; — My + My = 0 ou somando-se
M; + My, My = My + M. Agora, tomando-se « = 0 e § = 1 obtemos que
—M; + M + M3 = 0 ou somando-se M; — My, M3z = My — M,. Assim, as matrizes
M3z e My podem ser descartadas na geragdo do subespago W. Como as matrizes M;
e M sdo tais que uma ndo é multiplo escalar da outra, entdo elas sdo L.I. e formam,
portanto, uma base para W.

Exemplo 1.66. Vamos mostrar que os polindmios py(t) = t2 +1, pa(t) = > —1e
p3(t) = t + 2 formam uma base de P,. Como sabemos que a dimensdo de P, é
3, basta mostrarmos que estes polindmios sdo L.I. Para isso, precisamos resolver a
equagdo vetorial

x(P+1) +y(P—1)+z(t+2) =0, VteR (1.26)
ou agrupando os termos de mesmo grau,
(x+y)P+ (2)t+ (x—y+22) =0, VtecR.

Como o polinémio nulo tem todos os coeficientes iguais a zero, entdo (1.26) é equi-
valente ao sistema linear

x + y =0
z =0
x —y + 22=0

que tem somente a solugdo trivial, x = y = z = 0. Portanto, p1, p2 e p3 sdo LI e
como a dimensdo de P, é 3, pelo Teorema 1.12 (a), eles formam uma base de P;.

Exemplo 1.67. Considere o polindmio

g(t) = (t—ay))™ ... (t—a)"™ (£ + byt +c)™ ... (4 bt +c)™ € R[t],
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com a; € R distintos parai = 1,...,k e (b;,c;) € R? distintos tais que bl-2 —4¢; <0,
parai = 1,...,1. Sejan = ny+...+ng+2my + ...+ 2m; o grau de g(t). Con-
sidere os polinémios p;;(t) = g(t)/(t - a)), paraj = 1,...,n;ei = 1,...,ke
Py(t) = g(t)/(* + bit +c¢;), paraj = 1,...,m;ei = 1,...,I. O conjunto de po-
lindbmios
{pllr‘-'/plnll-'wpklw-'/pknk/PH/”'rP1m1/~"/Pllf-"/le,/tplll'”rtplml}

é uma base para o espago dos polindmios de grau menor ou igual an —1, P,_;,
em que 1 é o grau de g(t), pois sdo n — 1 polindmios de grau menor que n que foi
mostrado no Exemplo 1.47 na pagina 51 sdo L.I. Vejamos alguns exemplos:

(a) Seg(t) = (t—a)(t—b)(t—c),coma,b,c € R distintos, entdo os polindmios
pr(t) = (t=b)(t—c), pa(t) = (E=a)(t =), p3(t) = (t —a)(t = b)

formam uma base de P».

(b) Se g(t) = (t —a)?(t — b)3, com a,b € R distintos, entdo os polindmios

pr(t)=(t=a)(t=bP  pt) = (=0  ps(t)
pa(t) = (t—a)®(t—0), ps(t)

(t—a)*(t—b)?,
(t—a)?

formam uma base de Py.

(c) Seg(t) = (t—a)?(t* +bt+c),coma,b,c € Reb? —4c < 0, entdo os polindmios
pi(t) = (t—a) (P +bt+c), palt) = 2 +bt+c, pa(t) = (t—a)?, pa(t) = t(t—a)?

formam uma base de Ps.

Vamos, agora, provar um resultado interessante sobre a dimensdo da soma de

subespacos.
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Proposicao 1.13. Sejam W e Wy subespacos de dimensdo finita de um espago vetorial V. Entdo

dim(W; + W;) = dim(Wq) + dim(W;) — dim(W;, NW,).

Demonstragio. Seja By = {Uj, ..., Uy} umabase de W1 N'W,. Estenda-a a uma base
Bl = {Ul,...,uk,Vl,...,Vm} de W1 e a uma base Bz = {Ul,...,llk,Wh...,Wp}
de W,. Vamos mostrar que B = {Uy,..., Uy, Vi,..., Vy, Wl,...,Wp} é base de
Wi + W,. Vamos mostrar em primeiro lugar que B é um conjunto L.I. Considere
a combinagao linear nula

oy + .o+ + Vit A+ BV + 1 iWi 4.+ W, =0. (1.27)
Somando-se —y1 Wy — ... — 7, W), temos que
cW, EW,
ary + .o +BiVi+ o A BV = —1iWi — ... — Wy
O que implica que — YWy —... — 7,W, € W; N W, e portanto se escreve como

combinacéo linear de Uj, . .., Uy, ou seja, existem escalares x1, ..., Xy tais que
—7Wy—...— 'prp =xU + ...+ x U
Somando-se YW1 + ... + 7,W,, temos que

71W1+...+fprp+x1U1+...+xkuk:0

Algebra Linear e Aplicacoes
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Dai segue-se que x; = ... = x = 791 = = 9 = 0, pois B, =
{Uy,..., U, W,..., Wp} é uma base. E assim, substltumdo -se 0s valores de
71, ---,7p em (1.27) obtemos uma combinagéo linear nula de

By =A{Uy,..., U, V,..., Vu},
o que implica que

m=..=t=p1=...=pn=0.
Assim, B é um Conjunto L.I. Como alem dlSSO, todo vetor de Wy + W, se escreve
como combinacgéo linear dos vetores de BB, entdo 53 é uma base de Wy + W5, de onde
segue-se o resultado.

]

Exemplo 1.68. Seja V um espago de dimensado n. Sejam W; e W, dois subespagos
de V com dim(W;) = n—1. Se W, ¢ Wy, entdo dim(W; N W;) < dim(W,).
Aplicando-se a Proposicdo 1.13, podemos afirmar que V = W; + W,. Além disso,
se dim(W;,) = 1, entdo V = W; & W,. Por exemplo, se V = R", W; é igual a
um hiperplano e W, é igual ao subespaco gerado por um vetor V ¢ W;, entdo
R" = W, & W,.

Exemplo 1.69. Em virtude do exemplo anterior, se W, for igual a um subespaco
gerado por um polindmio de grau n, entdo P, = P,,_1 & W.

1.4.3 Aplicacao: Frac¢des Parciais

Vamos mostrar, usando Algebra Linear, que o procedimento usado no célculo para
integrar fragdes racionais que se baseia na decomposicdo em fragdes parciais sempre

funciona.
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Considere a fragdo racional

Py - 0

0
em que f(t) e g(t) sdo polindmios de R[t] com grau de f(t) menor do que o grau de
g(t) e vamos supor que g(t) possa ser decomposto da seguinte forma:

g(t) = (t—a)™ ... (t—a)"™ (£ + byt +c)™ ... (B4 bt +c)™,

com a; € R distintos parai =1,...,ke (b;c;) € R? distintos tais que bl.2 —4c; <0,
parai=1,...,L

Vamos mostrar que existem escalares

X171, - .,Délnl,. e X1, ~/“knk/ﬁ11/- . '/,811111/' . '/ﬁll/' . ‘/ﬁlﬁ‘lll’)/lll' . -/,Ylmlw . -/')’lml
tais que

t
t

’71
\,.,

k n; m; ‘Bi.+ry..t

] 1
-3} } y (1.28)
i=1j=1 t_a)] i=1j= l t2+bit+ci)]

A

Multiplicando-se a equagdo acima por g(t) obtemos
k n; 1 m;
=) ) aypy(t) + Z 2 BijPij(t) + 3 Y vt Py (1), (1.29)
i=1j=1 i=1j= i=1j=1

em que
pij(t) =g(t)/(t —a;)), paraj=1,...,mjei=1,...,k

P;(t) =g(t)/ (P +bit+c;), paraj=1,...,mjei=1,...,1L

Mostramos no Exemplo 1.67 na pagina 78 que o conjunto

{pllf“'/p1n1/~'-rpklr-"/pknkrpllr'-~/P1m1/-~-/Plll~-'rplmlltpllr-“ftplml}
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é uma base para o espago dos polindmios de grau menor ou igual a n — 1,
Py—1, em que n é o grau de g(t). Como o grau de f(t) é menor do
que o grau de g(t), entdo f(t) pertence a P,_; e assim existem escalares

X171, - .,061,11,. ces X1, '/aknk/ﬁlll' . '/,817111/' . '/ﬁll/' . -/,Blmlz’)’ll/- . 'I,Ylmll' . -/')’lml
que satisfazem a equagdo (1.29) e portanto também a equacao (1.28).
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1.4.4 Aplicacao: Interpolacao por Splines

Dados ntimeros reais x; < xp < ... < X, igualmente espacados, isto é, tais que
Xpp1 — X = (xp —x1)/(n—1), parak = 1,...,n — 1. Defina os splines (Exemplo
1.51 na pégina 56) g (x) = 0, se x estd fora do intervalo [x;_3, Xx.1] €

p1(t), emquet = (x—x;3)/h sexp 3<x<x_o,

) pa(d), emquet = (x—xx p)/h sexp o <x<xq,
9x(x) = p2(1—t), emquet=(x—2xq)/h sexj 1 <x<xg,
pi(1—t), emquet= (x—ux¢)/h sexp < x < xpyq,

parak=1,...,n+2,em que

pi(s) = 353,
pals) = 1-2(1+s)1-s)

eh =xp1 —x¢ = (x4, — x1)/(n —1). Mostramos no Exemplo 1.51 na pagina 56 que
o conjunto de splines {gx | k = 1,...,n + 2} é linearmente independente. Isto mostra
que a dimensdo do espago de splines (ctibicos) com 1 pontos de quebra igualmente
espagados é maior ou igual a n + 2 (Teorema 1.12(e) na pégina 75).

Por outro lado, no Exemplo 1.33 na pagina 37 vimos que podemos escrever todo
spline do espaco de splines (ctibicos) com n — 2 pontos de quebra, S, como
combinagdo linear de apenas 7 + 2 splines. Ou seja, podemos ter um conjunto de
geradores para S com apenas # + 2 splines. Isto mostra que a dimensédo do espago
de splines (ctibicos) com n — 2 pontos de quebra é menor ou igual a n + 2 (Teorema
1.12(b) na pagina 75). Isto nos permite concluir que a dimensdo do espago de splines
(ctbicos) com 1 pontos de quebra igualmente espagados, S, é n + 2.
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Proposicao 1.14. A dimensdo do espago de splines (ctibicos) com n — 2 pontos de quebra igualmente espacados, S, é
n+2.

Assim cada fungdo f € S tem uma tinica representacdo como uma combinagdo linear

(Teorema 1.9 na pégina 70)
n+2

fx) =Y cjq;(x).

j=1
Usando abase {gx | k =1,...,1n+ 2} o problema de encontrar uma fungéo de S que
se ajusta a um conjunto de pontos (x1,¥1), ..., (Xy+2,Yn+2) toma a forma

n+2

Zc]-q]-(xi):f(xi), i=1,...,.n+2

j=1
ou

AX =B,

em que a matriz A ¢é definida por a;; = g;(x;), o vetor B é dado por b; = y; e X é 0
vetor dos coeficientes ¢j, para i,j=1,...,n42.

Exemplo 1.70. Considere o seguinte conjunto de dados

x[-1]0[1]2]3
y| 1(4[1]3]0

Dividindo-se o intervalo [—1,3] em dois subintervalos e usando a base
{41,92,93, 94,95}, 0 problema de encontrar um spline

f(x) = c1q1(x) + caga(x) + c393(x) + cag4(x) + c595(x)
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que melhor se ajusta ao conjunto de pontos (—1,1), (0,4), (1,1), (2,3), (3,0) toma a
forma

c191(x;) + c2g2(x;) + c3g3(x;) + caqga(x;) + csq5(x;) = f(x;), i=1,2,3,4,5

ou

AX =B,
em que a matriz A é definida por a;; = q;(x;), B por b; = y; e X por x; = c;, para
i=1,...,5j=1,...,5. Neste caso

— 1 1 —_
11 1 0 o0
123 28 1 1 o
2 32 32 3 4 ¢
A=]10 3 1 3 0|, B=|1|, X=]a |,
0 L B B 1 3 C4
32 32 32 32 0 Cs5
1 1
Lo o 1 1 1]

Os coeficientes Cj obtidos resolvendo o sistema linear sdo

cp=—103/3, 3 =95/9, c3=-35/9, c4=9, c5=—289/9

Algebra Linear e Aplicacoes

Julho 2010



14

Base e Dimensao

87

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 413)

1.4.1. Quais dos seguintes conjuntos de vetores formam uma base para o R*?

(@) {(1,0,0,1),(0,1,0,0),(1,1,1,1),(0,1,1,1)};
() {(1,-1,0,2),(3,-1,2,1),(1,0,0,1)};
(©) {(0,0,1,1),(-1,1,1,2),(1,1,0,0),(2,1,2,1) };

1.4.2. Encontre uma base para os seguintes subespagos do R>:

(a) Todos os vetores da forma (a,b,c), onde b = g;
(b) Todos os vetores da forma (a,b,c), onde a = 0;

(c) Todos os vetores da forma (a — b, b+ ¢,2a — b+ ¢).

1.4.3. Encontre as dimensdes dos seguintes subespacos do R*:

(a) Todos os vetores da forma (a,b,c,d), onde d = a + b;
(b) Todos os vetores da forma (a,b,c,d),ondec=a—bed=a+b;

(c) Todos os vetores da forma (a +c,a —b,b+c¢,—a+D).

1.4.4. Determine os valores de a para os quais {(aZ, 0,1),(0,4,2),(1,0,1)} é uma base do R3.

1.4.5. Encontre os valores de A tais que o sistema homogéneo (A — AI,)X = 0 tem solugdo ndo trivial e para
estes valores de A, encontre uma base para o espago solugdo, para as matrizes A dadas:

00 1
@A=|1 0 -3 |; (€ A=
0 1 3
(2 2 3 4
0232
b)yA=1|49 09111 (d) A=
000 1

S O O
o RN
S W W Ww

-2

11;

-1

N WN
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1.4.6. Sejam Vi = (2,1,3), Vo = (3,—1,4) e V3 = (2,6,4).
(a) Mostre que V1, V2 e V3 sdo L.D.
(b) Mostre que V;j e V, sdo L.L
(c) Qual a dimensao do subespago gerado por Vi, V; e V3, [V1, V3, V3].
(d) Dé uma interpretagdo geomeétrica para o subespago [V, V5, V3.
1.4.7. Dados V; = (1,1,1) e Vo = (3, —1,4):
(a) Os vetores V; e V, geram o R3? Justifique.
(b) Se;a V3 um terceiro vetor do R3. Quais as condigdes sobre V3, para que { Vi, V5, V3} seja uma base de
R>?
(c) Encontre um vetor V3 que complete junto com V; e V, uma base do R>.
1.4.8. Seja W o subespaco de R3 formado pelos vetores V = (x,y,z) tais que x + 2y + 4z = 0. Obtenha uma
base {V1, V5, V3} de R3 tal que V; e V, pertencam a W.
1.4.9. Mostre que os polinémios 1,t — 1, > — 3t + 1 formam uma base de P,. Exprima o polinémio 2t> — 5t + 6
como combinacdo linear dos elementos desta base.
1.4.10. Em CY [—7t, 7], encontre a dimensdo do subespago gerado por 1, cos 2t, cos? t.
1.4.11. Seja W; o subespaco de P3 que consiste de todos os polindmios p(t) tais que p(0) = 0, e seja W, o
subespaco de P3 dos polindmios ¢(t) tais que q(1) = 0. Encontre bases para
(@) Wy;
(b) Wo;
(c) Wi NW,.
1.4.12. Determine uma base e a dimensao de cada um dos subespacos de M,,;, abaixo:

(a) Matrizes simétricas.
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1.4.13.

1.4.14.

1.4.15.

1.4.16.

1.4.17.
1.4.18.

(b) Matrizes anti-simétricas.
(c) Matrizes de trago igual a zero.
(d) Matrizes que tém a primeira linha igual a tltima coluna.

(e) Matrizes em que a soma dos elementos da primeira linha € igual a soma dos elementos da tltima
coluna.

Para a € R fixado, determine a dimensdo do subespaco de P;, definido por

W= {p € Pulp(a) =0}

Se Vi, V, e V3 sdo vetores de um espago vetorial Ve W é o subespacgo gerado por V;, V, e V3, entdo a
dimensao de W é igual a 3?

Suponha que {Xy, X, ..., X, } seja uma base do R". Mostre que se A é uma matriz n X n ndo singular,
entdo {AXy, AXy, ..., AX, } também é uma base de R". E se A for singular?

Mostre que se V e W sdo subespacos de dimensdo 2 de um espago vetorial de dimensdo 3, entdo
VNW #£ {0}.
O mesmo seria verdade se estes fossem subespagos de um espago vetorial de dimensdo 4? (Sugestao:
Vi +xVo = y1 Wi +y2Wr € VW se, e somente se, x1 Vi + x2Vo — y1 Wy — o Wh = 0.)
Mostre que {2,t+1,#> +1,...,t" +1,...} é uma base para P = R[t].

Mostre que {1,?,t4,...,t?",...} é uma base para o subespaco dos polindmios que satisfazem
p(—t) = p(t), paratodo t € R.
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Exercicios usando o MATLAB®
Comandos do pacote GAAL:
>> A=randi(m,n) cria a matriz m X n com entradas inteiras e aleatdrias entre —5e 5. >> A=randi(m,n,p)
cria a matriz m X n com entradas inteiras e aleatérias entre —p e p.
>> A=splinel(X,nbp,a,b) cria a matriz a;; = qj(xi), se X=[x1,...,xn], para um intervalo [a,b] divi-
dido em nbp-1 subintervalos.
nbp+2
>> plotsplinel(C,nbp,a,b) desenha o spline definido por ) cq(x).
k=1
1.4.19. Defina A=randi(3,2)*randi(2,5,2). Verifique se as colunas de A sdo linearmente independentes. Se
elas forem linearmente dependentes, escreva trés das colunas de A como combinagdo linear das outras
duas.
1.4.20. Defina a matriz A=randi (4,3)*randi(3,5,2). Considere o subespaco gerado pelas colunas de A. Extraia
das colunas de A uma base para este subespaco.
1.4.21. Defina a matriz A=randi(4,2). Verifique que as colunas de A sdo L.I. Considere o conjunto formado
pelas colunas de A. Complete este conjunto até obter uma base do R*.
1.4.22. (a) Defina a matriz A=randi (4,3)*randi(3,5,2). Considere o subespago gerado pelas colunas de A.
Obtenha uma base para este subespago, cujo primeiro vetor é a soma das duas primeiras colunas de
A.
(b) Defina a matriz B=A*randi(5,2). Sejam V1, V2 as colunas de B, complete a uma base do subespago
gerado pelas colunas de A.
1.4.23. (a) Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleatérias entre —5 e 5.

Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.
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(b) Use o MATLAB® para tentar encontrar um spline com 3 pontos de quebra cujo grafico passa pe-
los pontos cujas coordenadas sdo dadas pelas linhas da matriz P (veja o Exemplo 1.70 na pagina
85). O comando A=spline1(P(:,1),3,-5,5) cria a matriz cuja coluna j é q]-(P(:, 1)). O comando
C=A\P(:,2) resolve o sistema linear AX=P(:,2). Se ndo conseguiu, repita o item anterior. Por que
pode néo ser possivel?

(c) Desenhe os pontos e o spline com os comandos
clf, po(P), plotsplinel(C,3,-5,5).

(d) Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.
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Exercicios Teoricos
1.4.24. Seja P, o subespaco dos polindmios de grau menor ou igual a 7.
(a) Mostre que existe um subespago W5 de P, tal que P = P, & W.
(b) Seja W3 um subespago de Py,. Seja {po,..., px} uma base de W3 e {po, ..., Px, Pks1,---,Pn} Uma
base de P,,. Mostre que {py, . .., pn, x" 1, x"*2,...} é uma base de P.
(c) Mostre que existe um subespago W, de P, tal que P = W3 @ Wy.

1.4.25. Seja X um conjunto infinito. Para cadaa € X, seja f, : X — R a funcdo tal que f,(a) = 1e fa(x) =0,
se x # a. Mostre que o conjunto G C F(X;R) formado por estas fungdes é linearmente independente.
Mostre ainda que G nédo gera F(X;R).

1.4.26. Sejam W, e W, subespagos de dimensdo finita. Seja V = Wy + W,. Mostre que V é soma direta de W e
W, se, e somente se, dim(V) = dim(W7) + dim(W5).

1.4.27. Sejam W; e W, subespagos de um espaco vetorial V.

(a) Seja V.= W; & W,. Se B; é uma base de Wy e B, é uma base de W, mostre que B1 N B, = G e
B1 U By é uma base de V.
(b) Reciprocamente, se B; e By sdo bases disjuntas de W; e W, respectivamente e By U 3, é uma base
de V, mostre que V = W; & W.
1.4.28. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita. Mostre que se W; é um subespago de V, entao existe um

subespago W, tal que V = W & W.
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Figura 1.14: Trés vetores linearmente depen- Figura 1.15: Trés vetores linearmente indepen-
dentes (coplanares) dentes
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0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

Figura 1.16: Funcoes q;, para k =1,

y !
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 : 0 5
-0.2 -0.2
05 0 05 1 0 05 1
y !
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 s 0 s
-0.2 -0.2
05 0 05 1 0 05 1

...,6no intervalo [0,1] dividido em 3 subintervalos
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Figura 1.17: Fungdes g, parak = 1,...,6 no intervalo [0, 1] dividido em 3 subintervalos
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1 Iy 1 bty
0.5} - 05}
0 - 0 q
-0.5 -0.5
= 05 0 0.5 1 1 05 0 05 1

Figura 1.18: f1(t) = t? e fo(t) = t|t| sdo L.I. mas o wronskiano é igual a zero para todo ¢

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010



1.4 Base e Dimensio 97

Figura 1.19: Ajuste dos dados do Exemplo 1.70 por splines dividindo-se o intervalo [—1, 3] em dois subinter-
valos
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Teste do Capitulo

1. Determine uma base e a dimensédo de cada um dos subespacos abaixo:
(a) Das matrizes n x n que tém a primeira linha igual a tltima linha.

(b) Das fung¢des que possuem a segunda derivada identicamente nula.

2

2. Mostre que {t,t3,t°,...,t2"*1 ..} é uma base para o subespaco dos polindmios que satisfazem
p(—t) = —p(t), paratodot € R.

3. Mostre que y1 ) = eM, yp(t) = teM sdo solugdes linearmente independentes da equagao diferencial

( =
Y —2Ay" + A%y = 0.

4. Seja S = {po, p1,--.,Pn} um conjunto de polinémios tais que o grau de py é igual a k, parak =0,...,n.
Mostre que S é uma base para o espago dos polindmios de grau menor ou igual a 7.
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Capitulo 2

Espacos com Produto Interno

2.1 Produto Escalar e Norma

2.1.1 Produto Interno

Produto Escalar em R”

Vimos que podemos estender a soma e a multiplicacdo de vetores por escalar para o
R". Podemos estender também os conceitos de produto escalar e ortogonalidade.

99
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Definicdo 2.1. Definimos o produto escalar ou interno de dois vetores X = (x1,...,x,),Y = (y1,...,yn) €ER"
por

n
XY =xy1+Xoy2 + .o+ XnYu = Y XiYi -
i=1

Exemplo 2.1. Sejam V = (1,-2,4,3,5) e W = (5,3,—1,—2,1) vetores do R>. O
produto escalar entre V e W é dado por

V-W=1)5)+(=2)8) + @) (-1) +3)(=2) + (5)(1) = —6.

Sao validas as seguintes propriedades para o produto escalar de vetores do R".
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Proposicdo 2.1. Se X,Y e Z sio vetores de R" e « é um escalar, entio
(@) (X+Y)-Z2=X-Z+Y-Z;
(b)) (aX)-Y=a(X-Y)=X-(aY),
() X-Y=Y-X;
(d) Se X € R", X # 0, entiio X - X > 0.

Demonstracdo. Escrevendo os vetores como matrizes colunas, o produto interno de
X1 n
dois vetores X = oleY = | pode ser escrito em termos do produto de

Xn Yn
matrizes como X - Y = X'Y. Sejam X,Y,Z € R" e « € R. Usando as propriedades
da algebra matricial, temos que

(@ X-(Y+2)=X(Y+Z2)=XY+X'Z=X-Y+ X Z;

(b) a(X-Y) =a(XY) = (aX')Y = (aX)'Y = (aX) - Y; a outra igualdade é inteira-
mente analoga;

) X-Y=XY=(XY)=YX=Y-X;pois X'Y é uma matriz 1 x 1 que é igual
p q g
a sua transposta.

(d) Se X = (x1,...,xn) # 0, entdo xj # 0, para algum j. Entdo

X-X:x%+...+x%2x]2>0.
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Produto Interno

O conceito de produto escalar pode ser estendido ndo somente ao R”, mas também
a espagos vetoriais abstratos.

Definicdo 2.2. Seja V um espago vetorial. Um produto escalar ou interno em V é uma fun¢do que associa a
cada par ordenado de vetores V e W em V um escalar denotado por (V, W) satisfazendo os seguintes axiomas:

(a) Paratodosos V,W,U € V,(V+ U, W) = (V,W) + (U, W),
(b) Para todos os V,W € V e todo escalar &, (aV, W) = a (V,W);

(c) Paratodosos V,W €V, (V,W) = (W, V), em que a barra significa o conjugado, ou seja, se
« =a+ib e C, entdo® = a — ib. Assim se (V, W) é um nimero real, entdo (V, W) = (W, V).

(d) ParatodoV € V,V #£0,(V,V) > 0.

Se esta definido um produto interno em V, dizemos que V é um espago vetorial com produto interno.
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Observe que se o conjunto de escalares é o conjunto dos ntimeros reais, entdao o axi-
oma (c) é equivalente a dizer que para todos V,W € V, (V,W) = (W, V).

Exemplo 2.2. Segue da Proposicdo 2.1 que (V, W) =V - W, para todos V, W € R" é
um produto interno.

Exemplo 2.3. Seja V = C" o espaco vetorial sobre C das n-uplas de nimeros com-
plexos. Vamos mostrar que definindo

n
(X,Yy =Y x7,, paratodosX = (x1,...,%4),Y = (y1,...,yn) € C"
k=1
temos um produto interno.

Por exemplo, se X = (1,i) e Y = (1+14,2), entdo

(X,Y)=1(1+i)+i2=1—i+2i=1+1.

Sejam X,Y,Z € C"ea € C.

n n

n n
@ (X+ZY) =) (+z)0 = Y (b +26i) = Y 5 + ) 2k =
k=1 k=1 k=1 k=1
= (X,Y)+(Z,Y);

n n
b) (aX,Y) =) axy=a)_ iy, =a(X,Y);
k=1 k=1

© (XY) Z XGYp = Z XY = Z]/kxk (Y, X);
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(d) Seja X # 0, (X, X) Zxkxk 2|xk|2>o.
=1

Exemplo 2.4. Seja V. = (%[a,b] o espaco vetorial das fungdes reais continuas
f : [a,b] — R. Vamos mostrar que definindo

b
(f,8) = / f(t)g(t)dt, para todas as fungoes f,g € C°a, b]

temos um produto interno em V.

Por exemplo, se f(t) = t,g(t) = ¢' € C°[0,1], entao
-1 td t1 1 td
,8) = tedt =t — t=1.
(f8) ./0 ¢ ¢ ‘o ./0 ‘

Sejam f,g,h € C°[a, b] e x um escalar.

(@) (f+gh) = [T(F(t) +g(t) = [P F(O)R(t)dt+ [ g(t)h(t)dt =
= (f,h) + (g, h).

w>wﬂm=1%vm (hdt =a [ f(Hg(D)dt = a(f,g).
=ff tzﬂﬂ%mﬂ=ﬁﬂ%wﬁ=

f gt f < g, f), pois as fungdes sdo reais e o conjugado de um ntimero
eal é gual a ele mesmo.

(d) Se f # 0, entdo, como f é continua, existe um subintervalo de [a,b], onde f2 é
limitada inferiormente por um nimero maior do que zero. Assim,

(F.f) = [P(F(1))2dt > 0.
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Exemplo 2.5. Seja V = C°([a, b], C) o espago vetorial sobre C das fungdes continuas
f :[a,b] = C, definidas em [a, b] e tomando valores complexos. Vamos mostrar que
definindo

b _
(f,g) = /a f(t)g(t)dt, para todas as fungoes f,g € C%([a, b],C)

temos um produto interno em V.

Por exemplo, se f(t) = t,g(t) = e = cost +isent € C°([0,27],C), entao
2 27 . —27i —27ti —271i
(f,g) = / teltdt = / tetdt = —/ se’ds = —se® +/ e’ds = 27ti
0 0 0 0 0

Sejam f,g,h € C%([a,b],C) e « um escalar.

(@) (f+gh) = [T(F(t) +gt)h(D)dt = [ fF(t)h(B)dt + [ g(D)h(E)dt =
= (f,h) + (g, h).

() (af,g) = [V af(Hg(Ddt =a [ f(g(t)dt = a (f,g).
© () = [ f(t)g(tydt = [ f(tmdt = [V g()f(t)dt = (g, f).

(d) Se f # 0, entdo, como f é continua, existe um subintervalo de [a, b], onde | f|? é
limitada inferiormente por um nimero maior do que zero. Assim,

— [P1F ()2t > 0.

A partir dos axiomas de produto interno podemos provar outras propriedades.
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Proposicao 2.2. Seja V um espago com produto interno. Sdo vilidas as sequintes propriedades:
(a) Paratodosos V,W,U eV, (V,IW+U) = (V,W)+(V,U);
(b) Para todos os V,W € V e todo escalar «, (V,aW) = & (V,W);
(c) (V,V) =0se, esomentese, V=0;

Demonstracdo. Sejam V, W,U € V e x um escalar.
(@ (VW+U)y=(W+U,V)=(W,V)+(U,V)=(V,W)+(V,U);
(b) (V,aW) = (aW,V) =a (W, V) =a(W,V) =a(V,W),

2.1.2 Norma

Assim como o produto interno pode ser estendido ao R" e a espagos vetoriais quais-
quer, a no¢do de norma ou comprimento de um vetor pode ser estendida ao R" e a
espagos vetoriais quaisquer. Vamos definir a norma de um vetor ja em um espago
vetorial qualquer.
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Definicdo 2.3. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Para todo vetor V € V, definimos a norma de
V denotada por ||V|| como sendo

(VI =V, V).

Exemplo 2.6. Seja V = C°[—1,1] com o produto interno

(f,g) = /_llf(t)g(t)dt, para todas as fungdes f, g € C°[—1,1].
Sejam f(t) =1, g(t) = t e h(t) = cos 7tt. Entdo
@ |IfI? = (f.f) = [}y 1dt = 2. Assim, ||f]| = /(F, F) = V2
©) 18l = {.8) = 1y Pt = 5| =2/3. Assim, Igl| = T5,8) = V273

()||h||2—<hh>—/1 2 tdt—l/” 2sds—i/”(1+ 26)ds —
C = , = 71COS 7T = p 7HCOS = o . COS =
1 ’ﬂ

1
—(s| +zsen2s| ) =1.Assim, ||h]| = /(h,h)=1.
2 -z 2 d

’ T

Proposicao 2.3. Seja V um espago vetorial com produto interno.

(a) ParatodoV €V, ||V|| > 0e||V|| =0 se, esomentese, V =0;
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(b) Para todo vetor V € V e para todo escalar «, ||aV|| = |a| ||V||;
(c) Para todos os vetores V,W € V, | (V,W) | < ||V||||W|| (Desigualdade de Cauchy-Schwarz);

(d) Para todos os vetores V,W € V, ||V + W|| < ||V|| + ||W]|| (Desigualdade triangular);

Demonstragdo.

(a) Decorre da Definicdo 2.2 na pagina 102 (d) de produto interno e da Proposicao
2.2 na pagina 106 (c).

®) [[aV]] = V{aV,aV) = V]a[> (V,V) = |a|/{V, V) = [a| [|V]].

(c) Anormade V — AW é maior ou igual a zero, para qualquer escalar A. Assim,

0 < [|[V=AW[E = (V= AW,V = AW) = [[V[]> = A (W, V) = A (V, W) + |A]?|[W] 2.

Tomando
(V,Ww)
A=
[[Wi[?
ficamos com
(V,W) (W, V) (v, W) |? 2 R NAUS
0<|[V[*- (W, V) — (VW) + == I[IWI[I* = V|| — = om—
[[W12 [[W][2 W4 [[W12

Logo, [ (V, W) [ < [[V[[[IW]].
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(d) Pelo item anterior temos que

IV +wl?

ININ TN

(V4+W,V+W) = (V,V)+ (V,W) + (W, V) + (W, W)
VI[P +2R (V, W) + | [W]?

VI +2[(V, W) |+ ||W][?
IVIP+2(|VI[IW]| + W]

(VI + W)

Tomando a raiz quadrada, segue-se o resultado.

Podemos, agora, estender o conceito de dngulo entre vetores para elementos de um
espago vetorial real com produto interno. Definimos o 4ngulo entre dois vetores ndo
nulos V e W como sendo o ntiimero real 0 entre 0 e 7t tal que

(v, W)

cosf = ———F——.
VW

Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposicdo 2.3 (c)) que o dngulo 6 esta
bem definido, pois

(VW) [ < VI

implica que

i< Wy
VW
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Exemplo 2.7. Seja V. = C°[—1,1] o conjunto das fungdes continuas do intervalo
[—1,1] em R com o produto interno definido por

1
(F.8) = [ fingeyat
Vamos calcular o angulo entre > e t.

(&) _ [y that _ 25 VA
TG (ﬁltédt)”z(f_lltzdt)”z V2/7V273 5

cos =

Assim o angulo entre 3 e t é

0 = arccos % =~ 23°.

2.1.3 Ortogonalidade

Vamos, agora, estender a espagos com produto interno o conceito de ortogonalidade.

Definicdo 2.4. Seja V um espago vetorial com produto interno.

(a) Dizemos que um subconjunto ndo vazio X de V é ortogonal se para todo par V e W de elementos
distintos de X, (V, W) = 0. Neste caso dizemos que os elementos de X" sdo vetores ortogonais.
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(b) Dizemos que um subconjunto ndo vazio A de V é ortonormal se X’ é um conjunto ortogonal consistindo
de vetores unitarios, isto ¢, vetores cuja norma é igual a 1.

Exemplo 2.8. Considere o R? com o produto interno usual
((v1,02,03), (w1, w2, w3)) = v1W1 + V2Wy + V3W3.

O conjunto
{W1 =(1,1,1), W, = (-1,1,0), W3 = (—1,-1,2) }

deR3é ortogonal (verifique!).

[Wil> = (W, W) =12 4+12+12 =3,
WLl = (Wo, Wp) = (—1)2+1°4+0% =2,
W3] = (W3, W3) = (=1)2 4 (=1)>+2% =6.

“Dividindo” cada vetor pela sua norma obtemos

1 1 1 1 1
U = — W= —(1,1,1) = (—=, —,—=),
N [ MY et R GV BV
1 1 1 1
u = — W= — —1,1,0 = (- /0 ’
N A MV A Vo
1 1 1 1 2
Uy = —— W= ——(-1,-12) = (——=, ———, =
S 172 MV A RV AV AV

que formam um conjunto ortonormal.
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Exemplo 2.9. Seja L um ntimero real maior que zero. Seja V = C°[—L, L] o conjunto
das fungdes continuas do intervalo [-L, L] em R com o produto interno definido por

)= [, gl

Vamos mostrar que o conjunto

mtt mtt 27t 27t nrrt nrrt
{1,COS f,sen T,COS T,Sen T, ...,COS T,sen T, . }

é ortogonal. Como as fung¢des do conjunto, exceto a primeira, sdo fungdes cujas
primitivas sdo periédicas de periodo igual a 2L/n, entdo a integral de —L a L destas
fungdes é igual a zero e portanto elas sdo ortogonais a func¢do constante 1.

cos nt sen mrt = /L cos —nmsen —mmdt = £ /n COoS 15 sen msds
L’ L o L L L I
L 7T
= —/ [sen (m + n)s + sen (m — n)s]ds = 0
27T -7

Para m # n temos que

cos nrt cos mrtt = /L cos nrt cos —mmdt = £ /n COS 18 COS Msds
L’ L o _L L L -
L T
= — / [cos(m + n)s + cos(m — n)s|ds
2w J-n
L T L U 0
= xmin n)sen(m + n)s‘_n + Tl =) n)sen (m—n)s =0
nrt mrtt L nrt mrtt L [m
sen —, sen —— = / sen —sen ——dt = — / sen 1s sen msds
L L _L L L TJ)_n
L T
= —/ [— cos(m + n)s + cos(m — n)s]ds = 0
271 J—n
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Vamos calcular as normas dos elementos do conjunto.
L
1> = (1,1)= | dt=2L
-L
t

t t L t
Il OSEHZ = <cosnf,cosn£r> = /_LC os? 1 dt
i

L T
= —/ cos? nsds = —
T J—m

sen nrt sen iy _ /L sen? nmdt
L’ L/ Ju L

7T
1+ cos2ns]ds = L
T

P

[|sen
L [m L m

= —/ sen®nsds = —/ [1 —cos2ns|ds =L
7T J—71 27 —7T

Assim o conjunto

Vor'veo o L'VL L'VE LTVE

L 7 7 ﬁ
é ortonormal.

{

Exemplo 2.10. Seja L um ntimero real maior que zero. Seja V = C°[0, L] o conjunto
das fung¢des continuas do intervalo [0, L] em R com o produto interno definido por

(.8) = [ Fsto

Vamos mostrar que os conjuntos

mtt 27t nrt it 27t nrt
,C0S —,...,c08—,...} e {sen—,sen——,...,sen—,...}

1 —
{1, cos L L L L
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sdo ortogonais.

nrt L nrt L [m L T
<1 cos > = / cos —dt = —/ cosnsds = —senns| =10
L 0 7T Jo nim 0

Para m # n temos que

< nrtt mnt>
COS ——,COS ——

L nrt mrtt L 7
C0S — cos ——dt = COS 1S cos msds
0 T Jo

L L L L
L rm J
= E./o [cos(m + n)s + cos(m — n)s|ds
L T L T 0
— msen (m‘f—n)s‘o + msen (Trl—Tl)S 0 = Vv,
nrct mrtt L nrt mrtt L (7
sen —,sen —— = / sen —se —dt / sen 1s sen msds
L L 0 L 7T Jo
L 7 i
= E/o [— cos(m + n)s + cos(m — n)s]ds = 0

Vamos calcular as normas dos elementos dos conjuntos.

L

nE = = [a=t

nmt o, nrt nmt\ (b, nmt
||cosT|| = <cosL,cosL>—/0 cos Tdt

L
= —/ cos® nsds = 2—/ [1+cosZns]ds-L/2

t t 7t

||sen%||2 = <sen senm> dt

L L 7
= —/ sen nsds:—/ [1 —cos2ns|ds = L/2
7t Jo 21t Jo
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Assim os conjuntos

{L \/Ecosm \/icoszm \/5cosnm e
N e A i A A [ T A
{\/isenm \/EsenzmL \/Esennm }
L L'VL L""VL L’

sdo ortonormais.

Exemplo 2.11. Seja L um ntmero real maior que zero. Seja V. = C°([-L,L],C) o
espago vetorial das fung¢des continuas do intervalo [—L, L] com valores complexos
munido do produto interno

(f.8) = 1 LL F(b)g(t)dt.

Vamos mostrar que o conjunto

inm t . t
{e r :cos%Jrzsen% |neZ}

é ortogonal.

inmt imrtt
el ,el

L. —— o '
/ e%e@dt = £ /n e pims Jg — £ /n pln=m)s 4o
—L us —7T 7T —7T

L

i(n—m)s T
mi(n —m)

=0, sen #m.

—7T

Vamos calcular as normas dos elementos do conjunto.

) ) ) L . — T N T
¢ t t t t L ins i L
R = (e ) = [ e =~ [ enemds = = [" 1ds =L
L T TJ-n
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Assim o conjunto

b ei"Tm— ! nm—i—i—l senn—m|neZ}
V2L L

{ —\ECOST T

é ortonormal

2.1.4 Projecao Ortogonal

Em um espago com produto interno podemos definir a projecdo ortogonal de um
vetor V sobre um vetor ndo nulo W por

. <v,w>>
10iV = ( W.
PTOlw W2

Observe que a projegdo ortogonal de um vetor V sobre um vetor ndo nulo W é um
multiplo escalar do vetor W. Além disso temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.4. Seja V um espago vetorial com produto interno. Seja W € 'V um vetor nio nulo. Entdo, V — projy,, V
é ortogonal a W, para todo vetor V. € V.
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Demonstracdo. Precisamos calcular o produto escalar de V' — projy,, V com W:

V. W)
s

(V —proj, V,W) = (V,W) — (proj,, V, W) = (V, W) — ( ) (W,W) =0,

pois por defini¢io ||W|| = \/(W, W). Portanto, V — proj,,V é ortogonal a W.
[ |
Observe que se W é um vetor ndo nulo, entdo para todo vetor V,
V = (V — projy V) + projy, V.

Assim, pela Proposicao 2.4, V pode ser escrito como uma soma de dois vetores orto-
gonais:
V —projV e proj,V,

sendo o segundo vetor um multiplo escalar de W.

Exemplo 2.12. Seja V. = C%[—1,1] o conjunto das funcdes continuas do intervalo
[—1,1] em R com o produto interno definido por

1
(.8) = [ Fngoyat
Vamos determinar a projecao de t3 em t.

3 3 14
gy (Bt (B [ tdt 25 3
Prok ) = e =y T T e 28 5

Podemos escrever t> como uma soma de duas fungdes ortogonais:

3 3
B=FP -t +=t
( G )+5 ,
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V — proj,, V
<
V — projy,, V

projyy V. w projyy V. 144

»
Ll

\J

Figura 2.1: Projecdo ortogonal do vetor V sobre o vetor W

1

0.8
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0

-0.2

-04

-0.6

-0.8

= L L L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.2: t* e a projecdo de t* em t, (proj,t*) (t) = 2t
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sendo que 2 t ¢ um multiplo escalar de t.

Proposicdo 2.5 (Teorema de Pitdgoras). Seja V um espago com produto interno. Sejam V,W € V. Se V e W sio
ortogonais ((V, W) = 0), entdo
IV +WIZ = |[VI]? + W]

Demonstracdo. Sejam V,W € V.
IV+WIP = (V+W,V+W) = (V,V)+(V, W)+ (W, V) +(W,W) = [|[V|[*+]|[W]|]?,

pois (V,W) = (W, V) = 0. |

Exemplo 2.13. Seja V = C%[—1,1] o conjunto das fungdes continuas do intervalo
[—1,1] em R com o produto interno definido por

(f.8) = /jlf(t)g(t)dt.

As funcdes f(t) = 1 e g(t) = t sdo ortogonais, pois

(f,g) = (Lt :/_lltdt:O
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Vamos verificar o Teorema de Pitdgoras para f(t) = 1e g(t) = t.

1 1 2
AR+ IIglP = [P+ AR = (L) + () = [ de+ [ Par=243 =

1

Wl W]

(1+1)%dt = (1/3)(1 +t)3‘1 =

If+glP=In+aP=a+t1+0= [

Proposicdo 2.6. Seja V um espago vetorial com produto interno. Seja W € V um vetor nio nulo. Entdo a projecio de V
em W é o miiltiplo escalar de W que é mais “proximo” de V no sentido de que é a solugdo do problema

min ||V — X]||.
X=aW

Demonstracdo. Seja X um multiplo escalar qualquer de W. Pelo Teorema de
Pitadgoras (Proposicdo 2.5) temos que

1V =X|? = [|(V = projy V) + (projy, V — X)|[* = [|V — proj,, V|[* + ||prOjWV(X||§r
2.1

pois V — proj,, V é ortogonal a proj,,V — X que é um mdiltiplo escalar de W.

Variando X como mdiltiplo escalar de W, vemos de (2.1) que o minimo de ||V — X||?
ocorre somente para X = proj,,V, ja que ||proj,, V — V||* permanece fixo em (2.1)
quando variamos X como multiplo escalar de W. Portanto,

in ||V — X|| = ||V — projy, V]|.
Jnin || || =11V — projw V|
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Exemplo 2.14. Seja V. = C%[—1,1] o conjunto das funcdes continuas do intervalo
[—1,1] em R com o produto interno definido por

1
(,8) = | Fg(a.
No Exemplo 2.12 na péagina 117 vimos que

projtt?’ =t

a1l W

Assim, % t é o mltiplo escalar de f que esta mais “préximo” de 3 no sentido de que

1 1/2
118 — at|| = ( / G —vct)zdt) ¢ minimo.
-1
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Proposicao 2.7. Seja V um espago vetorial com produto interno. Seja X um subconjunto de V de vetores ortogonais nio

nulos.

(a) Entdo o conjunto X é linearmente independente (L.I.).

(b) Se V pertence ao espago de todas as combinagdes lineares de elementos de X, ou seja, se V € [X] (espago gerado

por X), entdo existem Wy, ..., W, € X tais que

Demonstracdo. (a) Sejam Vi, ...,V vetores quaisquer de &X'. Considere a equacdo
vetorial
x1V1+...+kak:O. (2.2)

Fazendo o produto escalar de ambos os membros de (2.2) com V;,i =1,..., ke
aplicando as propriedades do produto escalar, obtemos

x1 (Vi, Vi) + oo+ xi(Vi, Vi) + .o+ e (Vi, Vi) = 0. (2.3)
Mas, (V;, V;) =0, se i # j. Assim, de (2.3) obtemos que
xi| [Vi|[> = 0.

Mas, como V; # 0, entdo ||V;|| # 0 e assim x; = 0, parai = 1...,k. Portanto o
conjunto X é L.I.

Algebra Linear e Aplicacoes
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(b) Seja V € [X]. Entdo existem vetores Wy,..., W, € X e escalares ay,...,a, tais
que

V= i IXZ'WZ'. (2.4)

Fazendo o produto escalar de V com W;, paraj =1,...,n, obtemos que
n n 5
<V,I/V]>: ;D[,‘Wi,wj' = . 1051' <W1,W]>:£¥]||W]|| .
1= 1=
Assim,
(V. W;)

Kj=———>, Pparaj=1,...,n.
Tl

Substituindo-se este valor de «; em (2.4) obtemos o resultado.

Exemplo 2.15. Vimos no Exemplo 2.8 na pagina 111 que o conjunto
{Wr=(1,1,1),Wr = (-1,1,0), W3 = (-1,-1,2)} de R
é ortogonal com relagdo ao produto interno usual

<(01,Z}2, 03), (wl,ZU2, ZU3)> = D1W1 + Vwy + V3W3.

Segue da Proposicio que o conjunto {Wy, W,, W3} é L.I. Como a dimensio do R? é
igual a 3, entdo este conjunto é uma base do R? (Teorema 1.12 na pégina 75). Pode-
mos assim escrever qualquer vetor V = (x,y,z) € R3 facilmente como combinagao
linear de Wy, W, e W3. Por exemplo, se V = (1,2,0), entdo

((1,2,0),W;) =3, ((1,2,0),Ws) = —1, ((1,2,0),W5) = —3.
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W2 = (Wi, W) =3, [[Wa* = (Wp, Wa) =2, [[W3][* = (W3, W3) =6.
Assim,

1,2,0), W;
V:(1,2,0) = <( ||W1>||2 >W1+

((1,2,0), W)
[[W2[?

((1,2,0), W3)

Wr +
|| W3] |2

W3

1 1
= 1 _ - _ -
= Wi 2W2 2W3

2.1.5 Coeficientes de Fourier

Definicao 2.5. Seja X' um subconjunto ortogonal de um espaco vetorial com produto interno V. Para todo
V € V chamamos de coeficientes de Fourier de V em relagdo a X os escalares

(V,Uy)
[[UA[[?

para Ul € X.
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Exemplo 2.16. Seja L um ntimero real maior que zero. Seja V = C°([-1,1],C) o
espago vetorial das fungdes continuas do intervalo [—1,1] com valores complexos

munido do produto interno
1
(F,8) = [ F)gr

Vamos calcular os coeficientes de Fourier da funcdo f(t) = e’ em relagdo ao conjunto
ortonormal ‘
C = {e"™ = cosnmt +isennrt | n € Z}.

Os coeficientes de Fourier da fungio f(t) = e’ sdo dados por

(', 1) 1, e—e !
T A e o
<et einnt> 1 ) 1
’4 — zn;‘[tdt / l inm tdt - (l*lnﬂ)t
|| 12 2/ e 2 2(1—11171)6 -1
1 1— 1— 1(=1)"(e —e 1) (1 + nmi)
_ 2 T (e( inm) _ o= ( mn)) 5 g , paran #0.

Exemplo 2.17. Existe uma relagdo entre os coeficientes de Fourier de uma funcéo
f € CY[—L, L] em relacdo ao conjunto

Tt os 27t sen 27t cos nrrt sen nrrt }
L/ L 7 L 7y 7 yooee

7t
= 1 _
B ={1,cos 7 ,sen i i

do Exemplo 2.9 na pagina 112 e os coeficientes de Fourier da funcdo f em relagdo ao
conjunto

inm t . t
C:{eTt :cos%Jrzsen% |neZ}
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do Exemplo 2.11 na pagina 115.

(%)

Sejam ¢, = | it 08 coeficientes de f em relagao a 3,
eL
(f, 1) (f,cosnrt) (f,sennrt) . .
ay = TR ay = | cos nre| ] eb, = m os coeficientes de Fourier de f em

relacdo a C. No Exemplo 2.9 na pdgina 112 vimos que

[[1]> =2L, |[lcos——|* =L e ||sen —

in

e no Exemplo 2.11 na pagina 115 vimos que ||eTm |> = 2L. Assim,

1
@ = i 7
()
¢ = —— = _—(f, cosnmt+isennrt)

ez 2L

_ (f,cosnrt) — ii (f,sennrt)

2L 2L
1 [ (f,cosnmt) .(f sennrt) 1 .

= Z —1i = —(ay, —1ib,), n#0 2.6
ZQR%TWZ en 2 ) e nE0 20
1

Cp = E(u" +ib,) =¢,, n>0. (2.7)
Assim, de (2.5) e (2.6) segue-se que
ag =co, anp=2R(cy) e by=—-2Y(cy), paran >0. (2.8)

Ou seja, ag = cp, a, éigual a 2 vezes a parte real de ¢, e b, éigual a —2 vezes a parte
imagindria de c,, paran > 0.

Algebra Linear e Aplicacoes
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Exemplo 2.18. Segue das relagdes (2.8) e do Exemplo 2.16 que os coeficientes de Fou-
rier de f(t) = e' € C°[—1,1] em relacéo ao conjunto

{1, cos 7t, sen 7tt, cos 27tt, sen 27tt, . .., cos nrtt, sennst, ...}

sdo dados por

1
ap = (ef,1)=co= E(@ —eh),
—1)*e—e!
an = (¢!, cosnmt) =2R(cy) = (MTZ)
st — 250y = (CV e
by = (¢, sennmt) =—-2F(c,) = 1+ 22
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 427)

2.1.1. Sejam X = (1,1, —2) e Y = (a,—1,2). Para quais valores de a, X e Y sdo ortogonais em relacdo ao produto
interno usual de R3?

2.1.2. Sejam X = (1/ﬁ, O,1/ﬁ) eY = (a,l/ﬁ, —b). Para quais valores de a e b, o conjunto {X,Y} é
ortonormal em relagéo ao produto interno usual de R3?

2.1.3. Considere o conjunto
B={W; =(1,-11), W, =(1,1,0), Ws = (—1,1,2)}.

(a) Mostre que o conjunto B é ortogonal em relagao ao produto interno usual de R3. Este conjunto é
uma base de R3? Por que?

(b) Determine um conjunto ortonormal de vetores C = {Uj, U, U3} formado por multiplos escalares
dos vetores do conjunto 5.

(c) Escreva o vetor V = (2,1,0) como combinagdo linear de Wi, W, e W3.
(d) Escreva o vetor V = (x,y,z) de R® como combinagao linear de Wy, W, e Ws.

2.1.4. Seja V = C°[—1,1] o conjunto das funcdes continuas do intervalo [—1,1] em R com o produto interno
definido por

1
(,8) = | Fg(a.
(a) Mostre que o conjunto {1,t,t?,...,t",...} ndo é ortogonal.

(b) Mostre que fi(t) = te fo(t) = t? sdo ortogonais e verifique a validade do Teorema de Pitdgoras
para fi(t) = te fo(t) = %

(c) Calcule a projecdo de > em t. Faca um esbogo dos gréficos de t° e proj,> no mesmo sistema de
coordenadas.

(d) Escreva t> como uma soma de dois polindmios ortogonais py(t) e pa(t) sendo py(t) um maltiplo
escalar de ¢.
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(e) Determine o dngulo 6 entre f e £,

2.1.5. Considere o subconjunto B = {1,t,#* — 1} do espago V = C%[—1, 1] das fungdes continuas do intervalo
[—1,1] em R.

(a) Mostre que o conjunto B é ortogonal em relagdo ao produto interno

(f.8) = /jlf(t)g(t)dt.

Este conjunto é uma base do subespaco P, dos polindmios de grau menor ou igual a 2? Por que?

(b) Determine um conjunto ortonormal de fun¢des C = {qo, 41,42} formado por multiplos escalares dos
vetores do conjunto B.

(c) Escreva o polindomio 1 4t + t2 como combinacdo linear dos elementos de B.

(d) Escreva o polindmio a + bt + ct?> como combinacio linear dos elementos de 8.

Exercicios usando o MATLAB®
Comandos do MATLAB®:

>> syms t diz ao MATLAB® que a varidvel t é uma varidvel simbélica.

>> f=expr define uma fungdo através da expr que deve ser uma expressdo na varidvel simbdlica t defi-
nida anteriormente.

Comandos do pacote GAAL:
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>> proj(g,f,a,b) calcula a projecdo de f(t) em g(t) com relacdo ao produto interno
b
(,8) = [ Fgva
>> plotfproj(f,prj,a,b) desenha as fung¢des £ e prj(k), para k variando de 1 até o tamanho do vetor
prj, no intervalo [a,b].
2.1.6. Seja V = C°([—1,1],C) com o produto interno
1
(,8) = | Fga.
Seja C3 = {e™ | n = 0,1,2,3}. Calcule os coeficientes de Fourier da funcéo f(t) = e! — ae?, (x = :Z:Ee__lz)
em relagdo a C3.
2.1.7. Seja V = C°[—1,1] com o produto interno
1
(.8) = [ Fingeyat
Seja B3 :{1, cos 7tt, sen 7tt, cos 27tt, sen 27tt, cos 37tt, sen 37rt}. Calcule os coeficientes de Fourier da
funcao f(t) = e' — ae?, (x = 662136:12) em relacdo a B.
Exercicios Teodricos
2.1.8. Mostre que se (X, V) = (X, W) para todo vetor X, entdo V = W.
2.1.9. Mostre que se V é ortogonal a Wy,..., W), entdo V é ortogonal a qualquer combinacdo linear de

Wl,...,Wk.
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2.1.10. Mostre que o conjunto de todos os vetores de V (espago com produto interno) ortogonais a um dado
vetor V, {X € V| (X,V) = 0} é um subespaco de V.
2.1.11. Sejam V e W vetores de um espago com produto interno V. Prove as identidades polares:
@) (V,W) =1 (]|[V+W]|]?—]||V—W]|?), se o conjunto de escalares é o conjunto dos niimeros reais.
b) (V,W) = L (||[V+WI|>— ||V —W|?+i||V+iW|[>—i|]|[V — iW|[?), se 0 conjunto de escalares ¢ o
conjunto dos nimeros complexos.
(Sugestao: desenvolva os segundos membros das igualdades acima observando que
WV+W|P=(V+W,V+W)e||[V-W|2=(V-W,V-W))
2.1.12. Prove a lei do paralelogramo para vetores V e W de um espaco com produto interno V:
1V 4+ WP+ |V = Wi =2 ([VI2+ [[WIP) .
(Sugestao: desenvolva o primeiro membro da igualdade acima observando que
NZVAWIP=(V+W,V+W)el|lV-W|2=(V-W,V-W))
2.1.13. Seja {Uj, ..., U, } uma base ortonormal de R". Se A = [ U; ... U, ] é uma matriz n X n cujas colunas
sdo os vetores Uy, ..., U,, entdo A é invertivel e A"l = AL (Sugestao: mostre que AtA = L)
2.1.14. (Identidade de Parseval) Seja & um subconjunto ortonormal de um espaco com produto interno V. Se

V,W € [X], entdo existem vetores Uy, ..., U, € X tais que
n
(Vv,w) =Y (v,u;) (u; w).
k=1

(Sugestao: use a Proposicdo 2.7 na pagina 122.)
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2.2 Bases Ortonormais e Subespacos Ortogonais

2.2.1 Bases Ortonormais

Seja V um espaco vetorial com produto interno. Dizemos que B é uma base ortogo-
nal, se B é uma base de V que é ortogonal. Dizemos que B é uma base ortonormal,
se B é uma base de V que é ortonormal.

Exemplo 2.19. A base candnica do R", que é formada pelos vetores
Ey = (1,0,...,0), E, = (0,1,0,...,0),..., E, = (0,...,0,1)
¢ uma base ortonormal do R” com relagdo ao produto interno usual

((v1,...,0n), (W1, ..., wy)) = V101 + ... + VyWy.

Vamos mostrar a seguir, que a partir de uma base qualquer de um espago com vetorial com produto interno
podemos encontrar uma base ortonormal com a propriedade de que o primeiro vetor da nova base seja um
multiplo escalar do primeiro vetor da base antiga. Nas Figuras 2.4 e 2.5 vemos como isto é possivel no caso em
que o espaco é o R®. Antes precisamos de um resultado que é uma generalizagdo da Proposicao 2.4 na pagina
116.

Proposicao 2.8. Sejam Wi, Wy, ..., W, vetores ortogonais ndo nulos de V, entdo para qualquer vetor V, o vetor
V —projy, V — ... — projy, V é ortogonal a Wy, parak =1,...,n.
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Demonstragdo. Vamos calcular o produto interno de V' — proj,, V — ... — proj,, V
com Wj, paraj=1,...,n,ever que da zero.

n . V, W) <V,W‘>
<V—k_1Pr0]ka, W]> = <V, W]> —k_zl <||Wk||2 <Wk/ W]> = <V,V\]j> _ ||W]||]2 <W]/ W]> —0,

pois (Wi, W;) = 0, se j # k.
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Teorema 2.9. Seja {V4,...,V,} uma base de um espaco com produto interno V. Entdo, existe uma base {Uy, ..., Uy}

1
de V que é ortonormal e tal que Uy = ATl Vi.
1

Demonstracdo. Usaremos o chamado processo de ortogonalizacio de Gram-
Schmidt para construir uma base ortogonal. Depois “dividiremos” cada vetor da
base encontrada pela sua norma, de forma a obtermos vetores ortogonais de norma
igual a um.

(a) Sejam
W, = VW,
W2 = Vz - projwl VZ y
W3 = V3 —projy, Vs — projy, V3,
W, = V,— projWl Vi, — projWZ Vp—...— projwnian.

Pela Proposicdo 2.4 na pagina 116, segue-se que W, é ortogonal a Wy e W, # 0,
pois V; e V, sdo L.I. Assim, W; e W, formam uma base ortogonal do subespaco
gerado por Vj e V5. Agora, supondo que Wi, ..., W,_; seja uma base ortogonal
do subespago gerado por Vi, ..., V,,_1 segue-se da Proposicao 2.8 que W, é orto-
gonala Wy,...,W,_1. W, # 0, pois caso contrdrio, V}, pertenceria ao subespago
Wi,...,Wy_1] = [V4,...,V,_1]. Como Wy,..., W, sdo ortogonais ndo nulos,
pela Proposicdo 2.7 na pagina 122, eles sdo L.I. e portanto formam uma base de
V.
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(b) Sejam, agora

1 1
U = | o7 | Wi, W= 7007 ) W
! <||w1||> Vo (|W2||) 2

Assim, {U, ..

1

[[Wal|

=

., Uy } é uma base ortonormal para o espago V.

).

Exemplo 2.20. Seja V = R3 com o produto interno usual

<(Z)1,Z)2, 03), (wl,HJz, W3)> = D1W1 + Vwy + V3W3.

Considere a base formada pelos vetores V; = (1,1,1), V, = (0,0,1) e V3 = (1,0,0).
Vamos encontrar uma base ortonormal para V cujo primeiro vetor seja mdltiplo es-

calar de V. Sejam

w, = V1 =(111)

 V—roi Vo = Vs — (2 WD 1 _ L 12
W, = W, pro]W1V2—V2 (W1||2 W; = (0,0,1) 3(1,1,1)—( , ,3)
W; = V3fprojW1V37projW2V3

<V3,W1>> <(V3,Wz>>
= Va— (2 Uy, — (2220
’ (||w1||2 FomalE )
1 -1/3, 1 12 1 1

= W00 =301 =55 (5753 = 530
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V= projyy, V —piojii; V.

Figura 2.3: V—proj W V—projWZV é ortogonal a Wy ea W,

W3 =
V3 —proj W, V3

—Projii, Vs

projwlvz )

) ] . Projyy, V3 +-projy, Vs, .
Figura2.4: Wy = Vi e Wy = V5 — Projyy, %3 Figura 2.5: W3 = V3 — PTojyy, Vi — Projyy, V3

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010



2.2 Bases Ortonormais e Subespacos Ortogonais

137

Como ||[Wi|| = V3, ||Wa|| = v2/3, ||Ws|| = 1/+/2, temos que

Uy

U,

Us

Exemplo 2.21. Seja V = C°[0,4] o conjunto das funcdes continuas do intervalo [0, 4]
em R com o produto interno definido por (f,g) = f04 f(t)g(t)dt. Sabemos que

{1,¢, £2,..., t"} é uma base de Py, o espago dos polindmios de grau menor ou igual
an,paran =0,1,2,.... Para cada n, P, pode ser visto como um subespago de V.

Vamos determinar uma base ortonormal para P,. Para isto vamos aplicar o processo
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de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt a base {1, ¢, *}.

po(t) = 1,
pw):t—@MMﬂﬂﬂ—ﬁ$%WFﬂ—£zggtW)
4
= t_ff(}j::t_izt_z
pa(t) = £ (proj,, ) <t>—(projplt2) (1= £ - ﬁjﬁfﬁp(t)—ﬂ’;’ﬁﬁ )
_ o Jo Ppo(t)d () — Jo Bra(t)d 0

0 1
fo po(t))2dt fo p1(t))2dt

_p [ 2t fo 2t —2)dt (t—2)
Jydt [t —2)2dt

- 644/3 ?ég (t—2)=12-16/3—-4(t—2) =12 —4t +8/3 = (t—2) —4/3

Vamos calcular as normas dos polindmios encontrados

ol = (pupo) = [ (polt))2ae = [ at =1

4 4 4
pall> = <P1/P1>:/0 (m(t))zdt:/O (t—2)2dt:(1/3)(t—2)30=16/3
el = (papa) = [ (a0t = [[0-22 ~ 473

4 4 4
= (1/5)(t— 2)5‘0 — (8/9)(t— 2)3‘0 + (16/9)t’0 = 256/45
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Assim os polindmios

1 1
_ 1 V3
ql(t) - Hp H Pl(t) 4 (t 2)
1 3V5
q(t) = szsz(t) Y( — 4t +8/3)

sdo tais que {qo(t) = 1/2,41(t) = (v/3/4)(t —2),q2(t) = (3v/5/16) (> — 4t +8/3)}

é uma base ortonormal de P;.
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15 y 15 y 15 y
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
t t t
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
0 2 4 0 2 4 0 2 4

Figura 2.6: Polindmios ortonormais em relagdo ao produto interno (f, g) = f04 f(t)g(t)dt obtidos aplicando-se
o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt aos polinémios 1, ¢, t?
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2.2.2 Aplicacao: Polinémios de Legendre

Seja V = C°[—1,1] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [—1,1] em R com
o produto interno definido por

(f.8) = /jlf(t)g(t)dt.

Vamos aplicar o processo de ortogonalizagio de Gram-Schmidt a base
B, = {1,t,...,t"} do subespago das fun¢des polinomiais de grau menor ou
igual a n, que podemos identificar com P;,.

po(t)

p1(t)

pa(t)

1,

t—

t—

T

2

-

t2

roj ) (1) = £ S0y g oo
(p onot) (t) =t e o(t) = T (o) po(t)
1
faltdt:thZt

dt

-1

(proiy, ) (#) = (proi, ) (1

(Bpo) . (1)
Tpol2 0O = P10
S5 ottt " o0 S (pa(0))2at P
1 1
f_}tzdt - f_lltztdtt:tzigioztzii
[ dt [, t2dt 2

1
3
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Se continuarmos desta forma ndo encontraremos uma férmula para todo p,(t). Va-
mos encontrar uma tal férmula de outra maneira. Para isso defina

(1) = (2= 1)". 29)

(@) O conjunto {g, | n=10,1,...} é ortogonal. Com efeito, se m < n, entdo

m m m 1 m
= (o Zwkf"> =V a(ant) = Lo [ quora = Y mo=o,
k=0 k=0 k=0 -1 k=0

pois se, wy, (t) = (> —1)", entao
k2o,

dtk

(b) Como dim(P,) = n + 1, entdo, pela Proposicao 2.7 na pégina 122, qo, ..., qn
formam uma base de P;. Assim, se p € P,,_1, entdo

seanulaem f = +1, parak =0,1,...,n — 1.

-1

n—1
(P, qn) = <Z Xk Gks qn> =) ap(qrqn) = 0. (2.10)

n
k=0 k=0

Como, também, py,...,p, formam uma base ortogonal de P,, entdo pela
Proposicdo 2.7 na pagina 122 temos que
n

_ <q”/ Pk> o <qn/ pn>
=L el 2 P57 gl P

k=1

Ou seja, g, € um multiplo escalar de p,,. Comparando os coeficientes dos termos
de grau n em p, e g, concluimos que

n!
P =y
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Portanto os polindmios p, que sdo obtidos aplicando-se o processo de
ortogonalizagdo de Gram-Schmidt aos polinémios {1, ¢, 2,0 .} sdo dados por

n! d"

pa(t) = @WU -1)" (2.11)

Esta é conhecida como férmula de Rodrigues.
k

d*w
Vamos, agora, calcular ||p,||. Seja w, (t) = (> —1)". Entdo dtkn seanulaem { = 41,
parak =0,1,...,n — 1. Por isso, integrando-se por partes vdrias vezes temos que

1 d”wn d”wn \ 1 0y 1 (n!)z )
— o [ a-2)yd =2 !/ 1011+ )dr = B p2nt1
|, Gttt = en)! [ =)= @)t [ (1= 50

Usando este resultado e (2.11) obtemos
(P ) = n! 2/1 d"wy, d”wndt: n! \? (n!)? Q21 _ 22+ ()4
e (2n)! ) Jo1 den dim (2n)!) 2n+1 (2n +1)[(2n)!]2
Assim,
22” n!)?
=/ (pn, 2.12
||leH Pn p” \/211721’1) ( )

n(,,1\2
Dividindo p; por 2(2(:3)!,

obtemos um polindmio com norma mais favoravel

_ (2n)! 1 at
Pl = e (t) = g g (1" (213)
que possui norma dada por
2
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Os polinémios P, para n = 0,1,2,... sdo chamados polindmios de Legendre e
aparecem também no estudo de certas equagdes diferenciais.

po(t) =1 Po(t) =1

pi(t) =t Pu(f) =t

pz(t)th_% Pz(f)zztz_%

p3(t>:t3‘§t Ps(f):gt3_%t

palt) == 22+ P =202y

ps(t) = £ 19£t3+%t Ps(t)=683,t5 %t3+§t
Pé(f)=f6*§t4+%t2—% Pﬁ(t):21361t6,%t4 %27%
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y y y
05 05
05
0 0
t t
0
-05 t -0.5
-1 05 -1
21 0 1 0 1 4 0 1
L y 1 y 1 y
05

0.5 0 /\ 0.5
0 t v/ AN FAN
VoV vV VY

-0.5 -1 -0.5
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Figura 2.7: Polindmios de Legendre P, (t), paran =1,...,6
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2.2.3 Complemento Ortogonal

Se V é um vetor ndo nulo de R?, o conjunto dos vetores que sdo ortogonais a V, é um
plano que passa pela origem e tem V como vetor normal. Neste caso dizemos que o
plano é o subespaco ortogonal a {V'}.

Definicdo 2.6. Seja S um subconjunto ndo vazio de um espago com produto interno V. O complemento orto-
gonal de S, denotado por S+, é o conjunto de todos os vetores de V que sdo ortogonais a todo vetor de S. Ou
seja,

St={XeV| (X,Y)=0paratodo Y € S}.

O conjunto S* é um subespago, mesmo quando S néo o é.

Proposicio 2.10. Seja S um subconjunto nio vazio de um espago vetorial com produto interno. Entdo, o conjunto S+
é um subespago.
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Demonstracdo. Vamos verificar as propriedades (0) e (0") do Teorema 1.3 na pagina
14.
(0) Sejam X7 e X vetores de S+. Entao,

(X1+X2,Y) =(X1,Y)+(X2,Y)=0+0=0, paratodoY € S.
(0") Seja X € S* e a um escalar. Entao,

(aX,Y) =a(X,Y) =a0=0, paratodoY € S.

Exemplo 2.22. Se S = {0} C V, entdo S+ = V.Se S = V, entao S+ = {0}.

Exemplo 2.23. SejaS = {V} C R",em que V = (ay,...,a,) # 0.
Entdo, (V,X) = a1x1 + ... + a,x, e assim

St :{X: (xll...,Xn) e R" ‘ a1x1+...+anxn:0},

que é um hiperplano que passa pela origem.

Exemplo 2.24. Seja S = {V4,..., Vi } C R", onde
Vi=(a11,...,a1n), -, Vi = (apa, ..., amn). Entdo o complementar ortogonal de S
é 0 espago solugdo do sistema linear homogéneo

St={XeR"|AX=0}, ondeA = (aj)mxn.

Se S = W é um subespaco de dimensio finita, além de W ser um subespaco, é
valido o seguinte resultado.
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Proposicdo 2.11. Sejam W um subespago de dimensdo finita de um espago vetorial com produto interno Ve W+ o
seu complemento ortogonal. Entdo:

V=WoWt ¢ WHt=w

Demonstracido. Vamos, em primeiro lugar, mostrar que V = W @ W+, Para isso,
vamos mostrar que todo vetor de V se escreve como soma de um elemento de W
com um de W+ e que WN W+ = {0}. Seja Wy, ..., W, uma base ortogonal de W.
Seja V um vetor qualquer de V.

Defina W = projy, V + ... 4 proj,, V. Pela Proposicao 2.8 na pagina 132, o vetor
U =V — W éortogonal a Wy, parak = 1,...,n. Logo, U é ortogonal a todo vetor de
W e portanto U € WL, Assim, V=W +U,comW € We U € W-.

Além disso, se V.€ WN W+, entéao (V, V) = ||V||> = 0. Portanto V =0 e

WNWL = {0}.
Vamos mostrar, agora, que (W) = W. Todo elemento de W claramente pertence
a (WhH)L. Assim, W C (W)L, Falta mostrar que (W)L C W. Seja V € (W)L
Entdo, V =W+ U, onde W € We U € W', Assim,

0= (V,U) = (W+U,U) = (W,U)+ (U,U) = (Uu,U) = ||U]>

Consequentemente, U = 0. Assim, V € We (W+)+ C W. Portanto,
(W)L =w.
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Seja W um subespaco de dimensio finita de um espago vetorial com produto in-
terno V. Dado um vetor V € V, em virtude da Proposicao 2.11 existe uma tnica
decomposicao
V=Vi+V,, comV;eWel, e W
O vetor V; é chamado projecao ortogonal de V no subespaco W e é denotado por
projyy V, ou seja,
projywV = V1.

Se {Wy,...,W,} é uma base ortogonal de W, entdo decorre da demonstragdo da
Proposicao 2.11 que

projyyV = projy, V + ... + projy, V'

ou

(V, Wy)

: (V, Wa)
projywV = ||W1||2W1+'“+ -

[[Wal[?

Wy |

(V, Wq) (V, Wh)
[[Wa[[2 77 ([ Wal 2
ao conjunto {Wy, ..., Wy}.

Lembramos que sdo os coeficientes de Fourier de V em relagdo

Exemplo 2.25. Seja V = C°[0,4] o conjunto das funcdes continuas do intervalo [0, 4]
em R com o produto interno definido por

(£,8) = Jy (DD
Vamos calcular as projecdes da funcao f(t) = v/t € V nos subespagos Py, P; e Pa,
dos polindmios de grau menor ou igual 0, 1 e 2, respectivamente. Do Exemplo 2.21
na pagina 137 temos que
{qo(t) = 1/2} é base ortonormal de Py,
{q0(t) = 1/2,q1(t) = (v/3/4)(t — 2)} é base ortogonal de P; e
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{q0(t) = 1/2,q1(t) = (v/3/4)(t —2),92(t) = (3v/5/16)(t> — 4t + 8/3)} é base orto-

gonal de P,. Vamos calcular as projegdes de v/t nos polindmios qo, 41 € 4.

(proj,, Vi) (1) = <|\g0|72> go(t </ Vigo(t) dt) go(t) = (1/4) / Vidt = (1/6)t3 :%
Vi,
(proj,, Vi) (1) = <||q1|7;> (b </ Vi (b) dt) a1(t) = (3/16) (/()4(t—2)\ﬁdt) (t—2)
= (3/16) ( (2/5)t )2 i) (t—2) = (3/16)(32/15) (t — 2) = % (t—2)
Vi,
<projq2\/¥> t) = <||q |q|i> q2(t </ \[QZ )dt > 2(t)

—  (45/256) </O \/E(t2—4t+8/3)dt> (2 — 4t +8/3)

_ (45/256) <(z/7)t§ L4258 + (8/3)(2/3)

3 ‘;) (2 — 4t +8/3)

= (45/256) (28/7—28/5+27/9) (> —4t48/3) = —1174 (2 — 4t 4+ 8/3)

Assim as projegdes nos subespacos Py, P; e P, sdo dadas por

(Projp, V) (6) = (proj, V) (1) = 3

(projp, Vi) (1) = (projg,v#) (1) + (proj, Vi) (1) =5 + 2 (t~=2) = 2 £+ =
(projp, V) (1) = (proj,, V) (£) + (proj,, v#) () + (proj, V1) (¢)
_ §+§(t—z)—1i4(t 4t 18/3) = —11—41‘2—1—% +%
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t B | AP BB |
1.5000 | 1.1333 1.2107 1.2247
2.0000 | 1.3333 1.4286 1.4142
2.5000 | 1.5333 1.6107 1.5811
3.0000 | 1.7333 1.7571 1.7321
3.5000 | 1.9333 1.8679 1.8708

Exemplo 2.26. Seja V. = C°[—1,1] o conjunto das funcdes continuas do intervalo
[—1,1] em R com o produto interno definido por

(f.8) = /jlf(t)g(t)dt.

Para cada n > 0, seja W, o subespago gerado (conjunto das combinagdes lineares)
pelas fungoes
1,cos rtt,sen rtt, ..., cosnrtt, sen nrtt.

Vamos calcular a projegdo da funcio f(t) = e’ no subespago W,,. J4 mostramos no

Exemplo 2.9 na pdgina 112 que B = {1,cos rtt,sentt,...,cosnmt,sennmt,...,} é
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V=W+Uu

Wy = Wi

Figura 2.9: Decomposi¢dao de um ponto X = Y + Z,

Figura 2.8: Complementos ortogonais comY eW,Z ¢ Wt
2 2 2
1 1 1
0 0 0
t t t
-1 -1 -1
0 2 4 0 2 4 0 2 4

Figura 2.10: Projecdes da funcdo f(t) = +/t nos subespagos P, dos polindmios de grau menor ou igual a 7,
paran =0,1,2.
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um conjunto ortogonal. Assim,

¢ ¢ t
(e)1) | {e,cosmt) 0s 7Tt + 7@ 'Senm>sen7rt+...

: t
t p—
(profw, ) (0 T+ Teos ] © lTsen 7eE[ |2
(e, sennt)

(e, cosnmt)

cosnrtt + sen nrtt.

|| cosnrt||? ||sennrct||2

Assim,

n n
(projwnet) (t) =ag+ Y agcoskmt+ Y bysenknt,
k=1 k=1

Em que agp,ay,...,a, € by, ..., b, sdo os coeficientes de Fourier de e! em relacdo ao
conjunto B, que ja calculamos no Exemplo 2.18 na pagina 127.

(e, 1) 1

-1
ap =Ccy)— zle—e ’
g 2=
(e!, cos krt) (—1)*e—e)
= — =2 =~ 7~ = 7
T TcoskrtE — 270 (ck) 1+ 122
_ (eysenkmty o (=1)Ml(e—eVkn
be = Teenkmp — 2o = 1+ K22

Exemplo 2.27. Seja V. = C%[—1,1] o conjunto das funcdes continuas do intervalo
[—1,1] em R com o produto interno definido por

(f.8) = /jlf(t)g(t)dt.

Seja Py o espaco dos polindmios de grau menor ou igual a n, paran = 0,1,2,....
Vamos calcular a projecdo da fungéo f(t) = e/ € V em relagdo ao subespago Pj.
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3 y 3 y 3 y

2 2 2

1 / 1 y L >/

0 t 0 t 0 t

-1 -1 -1

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

3 y 3 y 3 y

2 2 2

0 t 0 t 0 t

-1 -1 -1

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
Figura 2.11: Projegdes da fungdo f(t) = e' nos subespagos W, das combinacdes lineares das funcdes

1,cos rtt, sentt, ..., cosnrt,sennrt, paran = 0,...,5.
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Para isso precisamos de uma base ortogonal de P;,. Ja mostramos na Subsecgao 2.2.2
na pagina 141 que os polindmios de Legendre P, formam uma tal base. Assim,

projp, f = projp f + ...+ projp, f = ||PO||2P0+...+ P12
De (2.13) e (2.14) na pagina 143 temos que

[Pl ?

1
rbu) = Z”n!/ ¢

j=0

> _
oot (B (el
2 1
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em que

ay = iZZk:(—l)k“(Z) (Z-k)]'!

k=0 j=1 J
n 2k
by = k{_jog(—l)k(Z) (ij)]'

Assim a projegdo da fungdo f(t) = e’ no subespaco P, é dada por

(proin ) ()= 1 ) B

(=1)™(2m+1)
2m—1y!

\
=

(projp,e') (1) =

3
g

(ame — bme )Py (t)

|
=

3
\CIJ

2.24 Distancia de um Ponto a um Subespaco

No R3 a distancia de um ponto Py a um plano 7 : ax + by + cz +d = 0, é definida
como a menor distancia entre Py e um ponto P do plano. Escrevemos:

dist(Py, 7r) = min||Py — P||.
Pemr
Esta distancia é atingida para um ponto Q tal que Py — Q é perpendicular ao plano.
Assim,

dist(Py, 7r) = min||Py — P|| = || Py — Q|,
Pem

onde Q € 7t é tal que Py — Q é perpendicular .
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A mesma coisa ocorre com subespagos de dimensdo finita de um espago vetorial
com produto interno V. Sejam W um subespaco de Ve V € V. Definimos a distancia
de V.aW como
dist(V, W) = min ||V — X||.
XeWw

Teorema 2.12. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Seja W um subespago de dimensdo finita de V. Para
cada VeV

dist(V, W) = min ||V = X|| = ||V = projyy V|| = /|IVI[2 ~ [[projy; VI

Demonstragcdo. Pela Proposicdo 2.11, V = W@ Wi, Seja V € V fixo. Entdo, existe
uma tnica decomposigdo de V como

V=W-+1U,

onde W = projy,V € We U = V — projy V € W', Seja X um vetor qualquer de W.
Pelo Teorema de Pitdgoras (Proposicdao 2.5 na pagina 119) temos que

WV=X|P=[[(V=-W)+(W=X)|[>=||[V-W|>+|]W-X]|?, (2.15)

poisV-W=UecW-eW-XeW.
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3 y 3 y 3 y

2 2 2

0 t 0 t 0 t
-1 -1 -1

21 0 1 0 14 0 1

Figura 2.12: Projegoes da fungédo f(t) = ¢! nos subespacos Py, dos polindmios de grau menor ou igual a 1, para
n=0,12

Figura 2.13: Ponto em um subespaco W mais Figura 2.14: Distancia de V a um ponto X qualquer
préoximo do ponto V do subespaco W
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Variando X em W, vemos de (2.15) que o minimo de ||V — X||? ocorre somente para
X = W, ja que ||W — V||*> permanece fixo em (2.15) quando variamos X em W.
Portanto,

min ||V — X|| = ||V — projy, V|| = \/[[V|[? — |lprojy, V| 2
min || 1= {1V = projy V[ = \/I[VI|* = [[projy V||
A dltima igualdade segue-se novamente do Teorema de Pitagoras (Proposi¢do 2.5 na

pagina 119).
|

Exemplo 2.28. Seja V = C°[0,4] o conjunto das funcdes continuas do intervalo [0, 4]
em R com o produto interno definido por

)= [ ! gt

Vamos calcular a distancia da funcéo f(t) = V't € Vaos subespacos Py, P e Pp, dos
polindmios de grau menor ou igual 0, 1 e 2, respectivamente.

dist(f, Py) = min [|f — g|| = ||f — projp, fl| = \/Ilfll2 — |[projp, fII*.
8€Py

4
VA2 = (VEVE) :/0 it = 8
Vimos no Exemplo 2.25 na pédgina 149 que
(projp,VE) () = 3
. 2
(pro]p1 \/f) (1) = 5 4 —

. 1, 24 12 1/, 24, 6%
(pro;sz/E)(t) = Pt gt e 14((t = 25).
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Vamos calcular o quadrado das normas das projecoes

16 [4 64
lprojp, VA2 = 5 [t =5
472 8\? 1722
. 2 < o e
Hpro]pl\/EH = /0 <5t+15) dt 2%
1 4 24, 696)\2 9792
. 2 _ L _72_7 _
[Iprojp, VAII® = 142LA; ((t 5) " %5 ) it = 1055

Assim as distancias de v/t aos subespacos Py, P1 e P, sdo dadas por

. . 64 2¢/2
dist(VEPo) = /IVH2—[[projp, VEI = /8- 5 = =X,
. : 1722 22
dist(VEP1) = \/IIVEIR— [[projp, V2 = /8 - 2= = 222
9792 22
: 2 _ : 2 _ _
dist(VEP2) = \/IIVEIR—[[projp, V]2 = /8 — T2 = S=.

Exemplo 2.29. Seja f(t) = ¢! € C°[—1,1]. Para cada n > 0, seja
W, = [1,cos 7tt, sen 7tt, . . ., cos nrtt, sen nrt].

Vamos calcular dist(f, W,). J4 mostramos no Exemplo 2.9 na pégina 112 que
B = {1,cost,sent,...,cosnt,sennt,...,}
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é um conjunto ortogonal.

(dist(f, W,))?

em que 4y, . . .,
B, que ja calculamos

Iln,b1,.‘.

n
A1 = Hlprojy f1? = 3 (1Projeos it f11% + |Pr0jsen re f11%)
k=0
IR - i (f, cos krtt)? <f,senk7rt)2)
—* || cos krtt||2 ||senkrt||?
n
[1][? = 205 Z(ﬂ%bi)l
k=0

no Exemplo 2.18 na pagina 127:

, by sdo os coeficiente de Fourier de f em relagdo ao conjunto

1
a@g = Cgp= E(e*e 1)/
(=1D)"(e—e)
o= 2Ren) = e
(-1 (e—e Dnr
by = —29(cn) = 1+ 222
Como
2 ! o2t e —e?
AR = ()= [ ear ==,
entdo
2 2 1 n e 12 KR2(e—e 1)
dist 2 = ETf 0 (e-
(dlist(f, Wn)) 2 le—e kzl( 1+k27t2) (1+k2n2)2 >
e —e? o [T & 1
S G TR P e
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distancia

0.9
08
0.7F
0.6
:§ 05
0.4
03
0.2

0.1

Figura 2.16: Distancia de f(t) = e' ao subespaco gerado Figura 2.17: Distancia de f(t) = ¢! ao
por1/ V2, cos rtt, sen 7tt, . . ., cos nitt, sen ntt subespaco Py
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Exemplo 2.30. Seja f(t) = e' € C°[—1,1]. Seja Py o espago dos polindmios de grau
menor ou igual a n, paran = 0,1,2,.... Vamos calcular dist(f, P,). Para isso pre-
cisamos de uma base ortogonal para P;. Jd4 mostramos na Subse¢do 2.2.2 na pagina
141 que os polindmios de Legendre P, . .., P, formam uma tal base. Assim,

. 2 2 v : 2 2y~ (o Pu) ?
(dist(f,Pn))* = [IfII* = }_ [lprojp, fII* = IIfIIF = X2 Pl )
m=0 m=0 m
De (2.14) na pagina 143 temos que
2
2 _
1Pull” = 21

No Exemplo 2.27 na pagina 153 mostramos que

(f, Py) = (2:”113;1 (ame — bmefl)

em que
m 2k
o= B () ()
k=0 j=1 kJ\j
m 2k
- )
k=0 j=1 J
Como ) 5 )
2 _ _ 25, €€
IR =) = [ e =55
Entao, X 5
. ec—e” o 2m+1 _
(st Pa))? = S = B e s awe — e’
m=
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2.2.5 Aplicacao: Séries de Fourier

Convergéncia

Definicdo 2.7. Uma sequéncia de vetores { f.} = {fo, f1, f2,---, fm, ...} de um espago vetorial de fun¢des com
produto interno V converge para um vetor f de V se

Jim [ fi — ][ = 0.

Neste caso escrevemos lim f,, = f.
m—00

Proposicdo 2.13. Se uma sequéncia de vetores { f,, } de um espago vetorial de fungdes com produto interno V converge
para um vetor f de 'V, entio este vetor é tinico.

Demonstracdo. Vamos supor que lign fm=7fe lign fm = g, entdo pela desigual-
m—o0 m—r00

dade triangular temos que

f =8l < Mf = ful [+ 118 = fll-

Passando ao limite obtemos que ||f — g|| = 0 0 que implica que f = g. [ |
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Proposi¢do 2.14. Se uma sequéncia de vetores { f,, } de um espago vetorial de fungdes com produto interno V converge
para um vetor f de V, entdo para todo vetor g de V a sequéncia de niimeros reais {(fm,g)} converge para (f,g). Ou
seja, se lign fm = f, entdo

m—o0

Jm () = Jim, g )

Demonstragdo. Seja f = 7%1511 fm. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

que
| &) = (F:8) [ = {fm = f,8) | < [|fw = FlIII8]]-

Passando ao limite obtemos que r&lg;o | (fm, &) — (f,g)| = 0. O que implica que

Jim = (f,g). u
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[e9)
Definigdo 2.8. Uma série de vetores ) f,, de um espaco vetorial de fungdes com produto interno V converge
m=0
para um vetor f de V se o limite da sequéncia das somas parciais converge para f, ou seja,

,;glgton—

O seguinte resultado é uma consequéncia imediata da Proposicao 2.13.

o
Corolario 2.15. Se uma série de vetores E fm de um espago vetorial de fungdes com produto interno V converge para
m=0
um vetor f de 'V, entdo, para todo vetor g de 'V,

5t <zfm, >
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O préximo resultado é uma generalizagdo da Proposicado 2.7 na pagina 122.

Proposicdo 2.16. Seja V. um  espaco  wvetorial de  fungdbes com  produto  interno. Seja
[e¢]
{80,81,82,---,&n, - ..} um subconjunto de 'V de vetores ortogonais niio nulos. Se f =Y cngm, entio
m=0
Cm = <f'gm2>, param =0,1,2,...
[Igml|
[ee]
Demonstragdo. Seja f = E cm&m- Fazendo o produto escalar de f com g, para
m=0
n=20,1,2..., obtemos que
[ee] [ee] 5
(f gn) = < Z Cmgm18n> = Z Cm (&m,&n) = cnllgnll"
m=0 m=0
pois como os vetores g, sdo ortogonais (¢, gn) = 0, se m # n. Assim,
Cn = <f'g"2>, paran =0,1,2...
[lgn|
[ |
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Séries de Fourier

Exemplo 2.31. Seja L um ntimero real maior que zero. Seja V = C°[0, L] o conjunto
das fung¢des continuas do intervalo [0, L] em R com o produto interno definido por

)= [ " gt

Ja mostramos no Exemplo 2.10 na pagina 113 que o conjunto

7Tt 27t nrrt }

{1, cos TGOS e, COS

é ortogonal. Também calculamos as normas dos seus elementos.

Ld
1,1y = t=1L
(L1) /o

L

t t t L 7 L T
cos E,cos nmt = / cos? Edi‘ = —/ cos? nsds = —/ [1+ cos2ns|ds =L/2
L L 0 L 7T Jo 27t Jo

Assim, pela Proposicdo 2.16, para toda funcéo f € C 0 [0, L] que possa ser escrita como
a série .

a mrtt
ft) = ?0 + Z A, COS I

m=1
teremos que os coeficientes da série serdo dados por

mrtt
,cos 1= 2 (L t
Ay = UCOSL:L/ f(t)cos%dt, param =0,1,2,...
0

|| cos 722
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Exemplo 2.32. Seja L um ntimero real maior que zero. Seja V = C°[0, L] o conjunto
das fungdes continuas do intervalo [0, L] em R com o produto interno definido por

(f.8) = /OLf(t)g(t)dt.

Ja mostramos no Exemplo 2.10 na pagina 113 que o conjunto

et 27t nrtt
{sen [ /sen——,... sen T’}

é ortogonal. Também calculamos as normas dos seus elementos.

t t L t L (7 L [m
sen P2 sen N = / sen? " gp — —/ sen’nsds = —/ [1— cos2ns|ds = L/2
L L 0 L 7T Jo 27T Jo

Assim, pela Proposicao 2.16, para toda fungdo f € C°[0, L] que possa ser escrita como
a série

> mrtt
f(£) = 3 busen ==,
m=1
teremos que os coeficientes da série serdo dados por

(f, sen ™IL) _2

b
[lsen 7|2 L

L t
/ f(t)sen%dt, param =1,2,...
0

Exemplo 2.33. Seja L um ntmero real maior que zero. Seja V. = CP°[—L,L] o
conjunto das fung¢des seccionalmente continuas ou continuas por partes que sdo
fun¢des que sdo continuas nos pontos de [—L, L] excetuando possivelmente em um
numero finito de pontos nos quais os limites laterais existem. Além disso duas
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fung¢des do conjunto sdo consideradas iguais se elas coincidem em todos os pon-
tos onde ambas sdo continuas. Vamos considerar V = CP°[—~L, L] com o produto

interno definido por
L
Q) = t)g(t)dt
tF.9) = [ rng(

Ja mostramos no Exemplo 2.9 na pagina 112 que o conjunto

it 27t 27t nrt nrtt

7t
{1, cos —, sen T’COS I sen T Ccos I sen I 3

L

é ortogonal. Também calculamos as normas dos seus elementos.

/ dt = 2L

(1,1)

< nrtt nrtt >
COS ——,COS ——

L

L
sen "7 oon 170
L’ L

Assim, pela Proposicdo 2.16, para toda fungdo f € C°[—L, L] que possa ser escrita
como a série

. 2

L

mrtt

a i mmat &
ft) = EO + mZ::l i CO8 —— + mZ::l bsen I

teremos que os coeficientes da série serdo dados por

(f,cos "It / mott
a = =/ —dt aram=20,1,2,... (2.16
m || Cos m;-[t||2 L f p ( )
(f, sen "t mrtt
by = W 7 / f(t) 7dt param =1,2,... (2.17)

t L [m L
/ cos? 1% dt 7_[/ cos® nsds = —/ [1+ cos2ns|ds = L
~L

L t L
/ sen? ﬂalif = —/ sen’nsds = —/ [1 —cos2ns|ds = L
L 7T J—71 27 —7T
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As séries dadas no Exemplo 2.33 sdo chamadas de séries de Fourier, as do Exemplo
2.31 de séries de Fourier de cossenos e as do Exemplo 2.32 de séries de Fourier de
senos. Elas aparecem no estudo de certas equagdes diferenciais.

Observe que as somas parciais da série de Fourier de uma funcéo f sao projegdes da
funcao f no subespago

W, = [1,cos 7tt, sen 7tt, ..., cos nrt, sen nrt|,

ou seja,
a z mmt & mrtt .
?0 + Z A COS —— + 3 bmsenT = (pro]wnf) (t).
m=1 m=1
&%)
Na Proposicdo 2.16 na péagina 167 fizemos a suposicdo de que a série Z Cm&m
m=0

convergia para a fungdo f. Vamos considerar o problema inverso. Dada uma
fungdo f € CP°[—L,L] podemos calcular os coeficientes a,, e by usando (2.16)
e (2.17) e nos perguntar se a série obtida converge ou ndo. O teorema seguinte,
cuja demonstragdo pode ser encontrada por exemplo em [15], afirma que para toda
funcdo f € CP°[~L, L] a série de Fourier de f converge.

Teorema 2.17. Seja L um niimero real maior que zero. Para toda fungio f pertencente ao espago das fungoes continuas
por partes, C 2 [—L, L], a série de Fourier de f

ag

ad mrt ad mrtt
5 )3

+ Z_; m COST + _ b,sen I
m=1 m=1
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em que
1 L mrtt

Ay = Z/_Lf(i,‘)cosTaliE param =0,1,2,...
1 (L mrtt

by = [ Fosen "Bt param=1,2,...

1
2

converge para f na norma ||f|| = (LLL(f(t))zdt) .

Se uma funcdo f € CP°[—L,L] é par, isto é, f(—t) = f(t), paratodo t € [~L,L], e
pode ser escrita como a série

d t d t
ft) = %o Z amcosﬂ—i— Z bmsenﬂ,
- m=1 L m=1 L

entdo os coeficientes obtidos no Exemplo 2.33 sdo dados por:

1 L mrtt 2 (L mrtt

in = [ fOcos Tt = T [0 cos Tt param=0,1,2,...
1 (L mrtt

b = [ SOsen ot =0 param =12,

ou seja, os coeficientes by, sdo iguais a zero e os a;, sdo iguais aos dados no Exemplo
2.31.

Analogamente, se uma fungio f € CP°[—L, L] é impar, isto é, f(—t) = f(t), para
todo t € [—L, L], e pode ser escrita como a série

mrtt

a =& mt &
== — b —_
f(t) —i-mzzzlamcos T +mZ:;1 msen ——,

2
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entdo os coeficientes obtidos no Exemplo 2.33 sdo dados por:

1 (L mrtt
Ay = z/7Lf(t)cosTdf:0 param =0,1,2,...
1 L mrtt 2 L mrtt
b = g [ fOsen Tt = [ fsen T, param=1,2,...

ou seja, os coeficientes a,, sdo iguais a zero e os by, sdo iguais aos dados no Exemplo
2.32.

Para as fungdes f que sdo continuas por partes em [0, L] podemos prolongé-las de
forma que elas se tornem par ou impar no intervalo [—L, L] (verifique!). Assim,
segue-se da observacdo que fizemos anteriormente, que as séries de Fourier de cos-
senos e de senos de f sdo séries de Fourier dos prolongamentos par e impar de f,
respectivamente. Este raciocinio estende o resultado anterior para séries de Fourier
de senos e de cossenos.

Coroldrio 2.18. Seja L um niimero real maior que zero. Para toda fungio f pertencente ao espago das fungdes continuas
por partes, C 2 [0, L], as séries de Fourier de cossenos de f

a9 @ & mrtt
— Ay COS ——,
2 +m§1 " L

e de Fourier de senos de f

ib senm—m
m L 7

m=1
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em que
2 rL mrtt

am = f/o f(f)COSTdt param =0,1,2,...
2 L t

by = f/o f(t)sen%dt, param =1,2,...

N—=

convergem para f na norma || f|| = (fOL( ))zdt>

Exemplo 2.34. Seja L um numero real maior que zero. Considere a funcgdo
f(O) [0,L] — R dada por

<t<
fc(g)(t) = { 1, secl <t<dl, para c e d fixos satisfazendo 0 < c¢ < d < 1.

0, caso contrario,

L . 0 L
Vamos calcular as séries de Fourier de senos e de cossenos de fc(d)' Para a série de
cossenos temos que

2 dL 2 rdL
w0 = T [ fat= f/ dt =2(d —¢),
dL t dL ¢ 2 mod
am = L/ f(t)co sﬂdt L/ cos ﬂdt %sens’mm, param=1,2,...
Assim a série de Fourier de cossenos de f é
f(o)(t) _ 0 i 0 cos mrmt (d—o)+ 2 i sen mrtd — senmrtc o8 mrtt
“ 2 m=1 " L =1 m L~
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0.5

0.5

1
05
% 0

0.5 1 0.5
1
05
VAR 0

0.5 1 0.5

0.5

0.5

Vi
JANEVA\
/X
0 0.5 1
Y
1\ N
\Y \Y
V VX
0 0.5 1

Figura 2.18: A fungédo f : [0,1] — R definida por f(t) = 1,se t € [1/4,3/4] e f(t) = 0, caso contrério e as

somas parciais da série de Fourier de cossenos de f, paran = 0,2,6,10,14,18
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0.5 0.5 0.5
0 % 0 % 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
y y Y
\VARV/
0.5 0.5 0.5
0 X 0 \J \/ x 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.19: A fungédo f : [0,1] — R definida por f(t) = 1,se t € [1/4,3/4] e f(t) = 0, caso contrério e as
somas parciais da série de Fourier de senos de f, paran =1,...,6
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0 0.5
y

X
0 0.5
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Figura 2.20: A fungdo f(f) = 1 em [0,1] e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, para n =

1,3,5,7,9,11
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L . < . 0
Observe que a série de Fourier de cossenos da funcdo constante igual a 1, fél), tem
somente o primeiro termo diferente de zero que é igual a 1.

Para a série de senos temos que param = 1,2,.. .,
2 il mrtt dL mrtt 2 mrd
by, = f/ t)sen —dt / sen —dt ———Coss
"L e f(t) L mr

. . . 0) .
Assim, a série de Fourier de senos de f c(d) é dada por

(0) ad mmt 2 & cosmIc — cos mrtd mrtt
t = b _—
fea' (1) mZ::l msen — an:;l — sen —

Observe que para a fungéo constante igual a 1, fég ) 0s termos de indice par sdo iguais

o 0) .
a zero e neste caso a série de senos de fél) é dada por

4 2 (Zm—l)nt
for ¢ %2 —1 L

m=1

Exemplo 2.35. Considere a funcgao f C(;) :[0,L] — R dada por

para c e d fixos satisfazendo 0 < ¢ < d < 1.

f(l)(t)— t, secL <t<dL,
cd | 0, caso contrério,

L . 1 L
Vamos calcular as séries de Fourier de senos e de cossenos de fc(d)' Para a série de
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cossenos temos que
2 dL 2 dL
g = = tdt:—/ tdt = L(d* — c?
N W0 B (@2 — )

2 pdL mrtt dL mrtt 2L pmmd
- t 7dt / t 7dt / d
L/cL f(t) cos T cos w22 ), Scossds

am

mrtd
= —— (ssens+coss ’
sz[Z ( ) mrtc

Assim a série de Fourier de cossenos de f é

mrtd
2 _ 2 o0 (ssens+coss)‘
(1), _ 0 ad mmt  L(d*—c7) 2L e mrtt
fo (t) = > +mE:1 A COS —— = > +f7_[2 m§:1 " cos —

Observe que para a funcéo fc(;) (t) =t para0 <t <1, féll ), os termos de indice par

o ‘o 1)
sdo iguais a zero e neste caso a série de cossenos de f(§1) é dada por

L o4& 1 (2m — )7t
f01(>_*_n2n;(2m—1)2cos r

Para a série de senos temos que param = 1,2,.. .,

2 ik mott dL mott 2L pmrd
by = f/ t)sen —dt / tsen—dt / ssensds
" L JeL f() L m27T2 mrtc
2L mrtd
= —— (—scoss—+sens ‘
71127'172 ( ) mrtc

1)

Assim, a série de Fourier de senos de f,,” é dada por

mrtd
mmt oL & (—scoss+sens) -
busen —— = — MIC gon
fa mzl moen - =27 L, ” i
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Observe que para a funcgdo f(t) =t,para0 <t <1, fo(ll ), temos que

2L —1)m+12L
by = — (—cosmm) = (=D)"™72L
mrit mrit

- 1) 4
e neste caso a série de cossenos de f(§1) é dada por
(=)t mrt

VR = mmt 2L &
)= Y bpsen 7L _ 25
o1 (1) }; msen — ”m; L —sen

Com os coeficientes das fungdes destes dois exemplos podemos determinar as séries de Fourier de varias
fungdes que sdo combinagdes lineares delas. Isto por que os coeficientes das séries dependem linearmente das
fungdes, ou seja,

am(af + Bg) = aan(f) + Pan(g) e am(af +pg) = aan(f) + pan(g)-

Por exemplo, a funcao
|t se0<t<L/2
f(t>_{ L—t selL/2<t<L

pode ser escrita como
1 0 1
f= f(g1)/2 + Lfl(/)21 - fl(/)Zl'
Assim os coeficientes a,, e b, podem ser calculados como
am(f) = “m(féll)/z) + L”m(f1((/))21) - ”m(fl(})m)
bu(f) = bulfirs) + Lbu(£31) = bl 31)
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Coeficientes das Séries de Fourier de Senos e Cossenos de Fun¢des Elementares

2 (L mrtt 2 (L mrtt
<t < ap = 2(d - C) mrd
O ={ 5 e aann ™ b =~ coss|
’ Am msens‘mm mrtc
ag = L(d?> — c?) b
(1) t, secL<t<dL Ay = m = i
fcd (t) = , caso contrario oL mred %Lz (—scoss+sens) ‘mn
5.3 (ssens + coss) ’mm m7e mre
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y ‘ y ‘ y
0.8} = = = 0.8} = = = 0.8}
0.6} = : = 0.6} = > = 0.6}
0.4} = = = 0.4} = = = 0.4}
0.2} — e = 0.2} — e = 0.2}
0 < 0 % 0 X
-0.2 : -0.2 : -0.2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.21: A funcdo f(t) = t em [0, 1] e somas parciais da série de Fourier de cossenos paran =0,1,3
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Figura 2.22: A funcdo f(t) = t em [0, 1] e as somas parciais da série de Fourier de senos de f, paran =1,...,6
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 432)

2.2.1. Use o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para encontrar uma base ortonormal para o
subespaco de R* que tem como base {(1,1,-1,0),(0,2,0,1), (—1,0,0,1)}.

2.2.2. Use o processo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt para transformar a base do R®
{(1,1,1),(0,1,1),(1,2,3)} em uma base ortonormal do R3.

2.2.3. Encontre uma base ortonormal para o subespago de R3 que consiste de todos os vetores (a, b, ¢) tais que
a+b+c=0.

2.2.4. Encontre uma base ortonormal para o subespaco do R* que consiste de todos os vetores (a,b,c,d) tais
quea—b—2c+d=0.

2.2.5. Encontre uma base ortonormal para o espaco solugdo do sistema homogéneo

x +y — z =0
2x + y + 2z = 0.

2.2.6. Considere as retas (x,y,z) = t(1,2,—3) e (x,y,z) = (0,1,2) +5(2,4,—6) em R®. Encontre a equagdo
geral do plano que contém estas duas retas e ache uma base ortonormal para este plano. Complete esta
base a uma base ortonormal de R3.

2.2.7. Ache as equagdes dos planos em R? ortogonais ao vetor (2,2,2), que distam /3 do ponto (1,1,1). Estes
planos sdo subespacos de R3? Caso afirmativo, encontre uma base para eles.

2.2.8. Seja W o subespaco de R? gerado por V = (1, —1,1). Encontre uma base para W+ e dé uma interpretagdo
geométrica para W e W+,

2.2.9. Seja V = C°[~1,1] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [—1,1] em R com o produto interno

definido por
1
(f. 8 =[1f(t)g(t)dt.
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Y Y Y

0.8 0.8 0.8

0.6 0.6 0.6

0.4 0.4 0.4

0.2 0.2 0.2
0 % 0 X 0 X

-0.2 -0.2 -0.2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.23: A funcdo f : [0,1] — R, dada por f(t) =tset € [0,1/2] e f(t) =1—tset € [1/2,1] e somas
parciais da série de Fourier de cossenos paran = 0,2,6

y i y
08 0.8 0.8
06 0.6 06
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 > 0 > 0 >
02y 05 1 %P 05 1 2 05 1

Figura 2.24: A funcdo f : [0,1] — R, dada por f(t) =tset € [0,1/2] e f(t) =1—tset € [1/2,1] e somas
parciais da série de Fourier de senos paran =1,3,5
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(a) Sabendo-se que {po(t) = 1} é base ortogonal de Py, {po(t) = 1, p1(t) = t} é base ortogonal de P; e
{po(t) = 1,p1(t) = t, pa(t) = t> — 1/3} é base ortogonal de P,, calcule as projecdes de v/t + 1 nos
polinémios py, p1 e pa.

(b) Calcule as projegdes da funcdo f(t) = v/t +1 € V nos subespagos Py, P; e P,, dos polinémios de
grau menor ou igual 0, 1 e 2, respectivamente.

2.2.10. Seja V = C°[0,4] o conjunto das funcgdes continuas do intervalo [0,4] em R com o produto interno defi-
nido por

(f5) = [ Fsta
(a) Determine uma base ortogonal para os subespagos
Wo={peP2|p(0)=0} e Ws={pePs|p(0)=0}
em que P, é o espago das fungdes polinomiais de grau menor ou igual 7.

(b) Calcule a projecdo da fungio f(t) = v/t € V nos subespagos W, e W3.

Seja V = [0, 1] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [0, 1] em R com o produto interno defi-
nido por (f,g) = fol f(t)g(t)dt. Determine as projecdes das fun¢des dadas em relacdo aos subespagos

W, = [1,cosmtt,...,cosnmt] e V,=[senrt,... sennrt].

B 0, se0<t<1/2,
2211, f(t) = { 1, sel/2<t<1,

[ 1, sel/4<t<3/4,
2.2.12. f(t) = { 0, caso contrario,

B 0, se0<t<1/2,
2.2.13. f(t) = { t, sel/2<t<1,
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y y y

1 / 1 / 1 /

-1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Figura 2.25: Projecdes da fungdo f(t) = v/t + 1 nos subespagos P, dos polindmios de grau menor ou igual a
n,paran =0,1,2.

2.5 y 2.5 y 2.5 y
2 2 2
15 15 15
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
t t t
-0.5 -0.5 -0.5
0 2 4 0 2 4 0 2 4

Figura 2.26: Projecdes de f(t) = v/t nos subespagos Wy = {p € P> | p(0) =0} e W3 = {p € P3 | p(0) = 0}
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2.2.14. f(t)

Il
—
_
|
-
J

2.215. f(t)={ 1/4,

se0<t<1/2
sel/2<t<1

se0<t<1/4
sel/4<t<3/4
se3/4<t<1
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y y y
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 > 0 > 0 s
-0.2 0.2 -0.2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.27: A fungdo f : [0,1] — R definida por f(t) = t,set € [0,1/4], f(t) = 1/4,set € [1/4,3/4] e
f(t) =1—t,set € [3/4,1] e somas parciais da série de Fourier de cossenos paran = 0,1,2
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y y y
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0 > 0 > 0 >
-0.2 0.2 -0.2
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.28: A fungdo f : [0,1] — R definida por f(t) = t,set € [0,1/4], f(t) = 1/4,set € [1/4,3/4] e
f(t) =1—t,set € [3/4,1] e somas parciais da série de Fourier de senos paran = 1,3,5
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y y y
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 % 0 X 0 X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
y y y
1 1 A\ 1 A
0.5 0.5 0.5
0 X| 0 X 0 \/ X
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2.29: A fungéo f : [0,1] — R definida por f(t) = 1,set € [1/2,1] e f(t) = 0, caso contrério e as somas
parciais da série de Fourier de cossenos de f, paran =0,1,3,5,7,9
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y y
1 1 1 / \
0.5 0.5 0.5
0 2 0 7 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0.5
AT /N AT /AN A
i
0.5 0.5 0.5
T ] 0 Ny, X0
0 0.5 1 0 0.5 1 0.5

Figura 2.30: A fungéo f : [0,1] — R definida por f(t) = 1,set € [1/2,1] e f(t) = 0, caso contrdrio e as somas

parciais da série de Fourier de senos de f, paran =1,2,3,5,6,7
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0.8 038 0.8
0.6 06 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 02 0.2
0 0 0
02 05 02 05 02 05
0.8 038 0.8
0.6 06 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 02 02
0 0 0
02 05 02 05 02 05

Figura 2.31: A func¢do f : [0,1] — R definida por f(t) =t —1/2,set € [1/2,1] e f(t) = 0, caso contrério e as
somas parciais da série de Fourier de cossenos de f, paran =0,1,2,3,5,6
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0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

Figura 2.32: A func¢do f : [0,1] — R definida por f(t) =t —1/2,set € [1/2,1] e f(t) = 0, caso contrério e as

0.5

0.5

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

0.5

-0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

0.5

0.5

-0.2

somas parciais da série de Fourier de senos de f, paran =1,2,3,4,5,6

0.5
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Exercicios usando o MATLAB®
Comandos do MATLAB®:

>> V(i)=[] elimina a componente i do vetor V.
>> syms t dizao MATLAB® que a varidvel t é uma varidvel simbélica.

>> f=expr define uma fungdo através da expr que deve ser uma expressdo na varidvel simbdlica t defi-
nida anteriormente.

>> prj=sum(p(1:k)) soma as componentes de 1 a k do vetor p=[p1;...;pn].
Comandos do pacote GAAL:
>> proj(g,f,a,b) calcula a projecdo de f(t) em g(t) com relacdo ao produto interno
(0) = [ fso
>> p=plegendre(n,a,b) calcula os n primeiros polinémios
Q) =p (255,

em que Py (t) é o polindmio de Legendre de grau n. Assim, sdo vélidas

2
2n+1

<Qn/Qm> =0,sem#n e HQWHZ =
em relagdo ao produto interno

(0) = [ fso
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>> p=plegendre(n) faz 0 mesmo que >> p=plegendre(n,-1,1).

>> plotfproj(f,prj,a,b) desenha as fung¢des f e prj(k), para k variando de 1 até o tamanho do vetor
prj, no intervalo [a,b].

>> h=heaviside(t) é a funcdo que valeOset < Oevalelset > 0.

2.2.16. Seja V = C%[—1,1] com o produto interno
1
(F.8) = [ Fingeyat

t e—e

— e, (v = 5

7,12 )- Seja

Considere a fungdo f(t) =e -

W, = [1,cos 7tt, sen 7tt, . . ., cos nrtt, sen nrt].

(a) Calcule projy, f, paran = 0,1,2. Faca os gréficos de f e das projecdes.

(b) Seja Py o espago dos polindmios de grau menor ou igual a n, paran = 0,1,2,.... Calcule projp f,
paran = 0,1,2. Faca os gréficos de f e das projecoes.

(c) Discuta se é melhor projetar f em W, ou em P;,.
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Exercicios Teoricos

2.2.17. Mostre que se Wy, ..., Wj sdo vetores ndo nulos ortogonais e X = a1 Wq + ... + a; Wy, entdo

X = projy, X + ... + projy, X.

2.2.18. Sejam Vj,...,V; vetores linearmente dependentes.  Mostre que, aplicando-se o processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt aos vetores Vi, ..., V}, se obtém um vetor W; que é nulo, para al-
gumi =1,... k. (Sugestdo: Seja V; o primeiro vetor tal que V; € [V4,...,V;_1] = [Wy,...,Wi_1] euse o
exercicio anterior.)

2.2.19. Seja W um subespaco de um espago vetorial com produto interno V gerado pelos vetores Vi,..., Vj.
Mostre que V € W+ se, e somente se, V é ortogonala Vj, parai =1,... k.

2.2.20. Sejam W; e W, subespagos de um espaco vetorial de dimenséao finita com produto interno V. Mostre
que (W1 + Wy)+ = Wi NWy e que (W1 NWp)+ = Wi + Wy

2.2.21. Sejam S e &) subconjuntos de um espago vetorial com produto interno V. Mostre que Sy € S implica

StCS

que C Sy

2.2.22. (Desigualdade de Bessel) Seja {Uj, ..., Uy} uma base ortonormal de um subespaco W de um espago

m
vetorial com produto interno V. Mostre que ||V[|> > Y | (V,U;) |2,V V € V.
j=1
2.2.23. Seja V = C°[—1,1] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [—1,1] em R com o produto interno

definido por
1
(f.9) = [ fOs(b)at

Prove a seguinte féormula de recorréncia para os polindmios p,(t) que sdo obtidos aplicando-se o pro-
cesso de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt aos polinémios {1, ¢, 2,..., "}
n?
t) = tpu(t) — —1(8).
pn—i—l() p”() (2n+1)(2n_1)l7n 1()
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Para isso siga 0s seguintes passos:
(a) Pela Proposicdo 2.7 na pagina 122, tp,(t) pode ser escrito em termos de po, . .., Pyni1-

n+1
tpa(t) = ) aukpi(t), (2.18)
k=0

(tpat), () _ (pal0) tpilt))

onde &, = =

! il I [pil I
Os coeficientes a,; = 0, para k < n — 1, pois neste caso tpi(t) € P,_1 e da mesma forma que em
(2.10) p, é ortogonal a todo polindémio de P,,_;. O coeficiente a,, = 0, pois t(p,(t))? é uma funcio
impar. O coeficiente a,,(, ;1) = 1, pois os coeficientes de grau 1 + 1 nos dois membros de (2.18) sdo
iguais a 1. Mostre que

2 2 2
_(pa(®) tpaa(B) _ Fe—vnllPall® |pall n (2.19)

L R = = =
) [lpn-all? lpnall? lpaal? - @u+1)(2n—1)

(b) Substituindo-se os valores de a,; encontrados no item anterior, em (2.18), obtenha a férmula de
recorréncia que da o polinémio p, 1 em funcdo de p, e p,—1

2.2.24. Seguindo os mesmos passos do exercicio anterior mostre a seguinte férmula de recorréncia para os po-
lindmios de Legendre:
2n+1 n

P<t)_m

Py (t) = mt n

Pnfl (t>

2.2.25. Seja V = C%[a, b] o conjunto das fungdes continuas do intervalo [a, b] em R com o produto interno definido
por

(f,8) = /abf(t)g(t)dt.

(a) Mostre que os polindmios Q,(t) = Pn(?‘tb_fu_b) sdo ortogonais e que ||Qy|| = 1/ ﬁ, em que P, ()
sdo os polindmios de Legendre, paran = 0,1,2,. ..
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(b) Mostre que o conjunto

é ortogonal.
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1 y 1 y 1 y
05 0.5 /7\ 05 /ﬁ
0 0 0
t t t
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Figura 2.33: Projecoes da funcio f(t) = e! — ae?, (x = sz:ge,lz) nos subespagos W, das combinagdes lineares

das fungdes 1, cos 7tt, sen rtt, . . . ,cos nrtt, sennrt, paran = 0,1, 2.
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1 y 1 y 1 y
05 05 /Qﬁ 05 /’ N
0 0 0
t t t
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
Figura 2.34: Projecdes da funcdo f(t) = ef — ae?, (x = :zj,jz) nos subespacos P, dos polindmios de grau

menor ou iguala n, paran =0,1,2.
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Espacos com Produto Interno

Figura 2.35:

— e—e
( = o ao

subespaco

gerado  por
1/\&, cos 7tt, sen 7tt, ..., cos nrtt, sen nitt

Figura 2.36: Distancia de f(t) = ef — ae?,

(“ _ e—e_

P )

) ao subespago Py
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Capitulo 3

Transformacoes Lineares

3.1 Definicao, Exemplos e Propriedades

3.1.1 Definicao e Exemplos

Lembramos que uma func¢do f de um conjunto A em um conjunto B, f : A — B, é
uma regra que associa a cada elemento do conjunto A, um tnico elemento do con-
junto B. O conjunto A é chamado dominio e o conjunto B é chamado contradominio.
O subconjunto de B formado pelos elementos b € B tais que f(a) = b, para algum
a € A é chamado (conjunto) imagem de f. Para todo elemento a € A, f(a) é
chamado a imagem de 4 por f. Dizemos também que f leva a em f(a).

203



204 Transformacdes Lineares

Definicdo 3.1. Sejam V e W espacos vetoriais. Uma fun¢do T : V — W é uma transformacio linear se

T(@X) =aT(X)| e |T(X+Y)=T(X)+T(Y),

(3.1)

para todos X, Y € V e todos os escalares «.
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Exemplo 3.1. Sejam V e W espagos vetoriais. A fungdo O, que leva todo vetor de
V no vetor nulo de W, ou seja, O(X) = 0, para todo X € V, é claramente uma
transformacao linear e é chamada a transformacdo linear nula. Também a trans-
formacao identidade, I, de V em V que leva todo vetor de V nele mesmo, ou seja,
I(X) = X, para todo X € V é uma transformacao linear.

Exemplo 3.2. Sejam Py, P, : R? — R? as funcdes que levam todo vetor nas suas
projecdes nos eixos x e y, respectivamente, ou seja,

Py(x,y) = (x,0) e Py(x,y) = (0,y), para todo par (x,y) € R?.
Deixamos para o leitor a verificagdo de que Py e P sdo transformagdes lineares.

Exemplo 3.3. Sejam Ry, Ry : R? — R2? as fungdes que levam todo vetor nas suas
reflexdes em relagdo aos eixos x e y, respectivamente, ou seja, Ry(x,y) = (x, —y) e
Ry(x,y) = (—x,y), para todo par (x,y) € R% Deixamos para o leitor a verificacdo
de que Ry e Ry sdo transformacgdes lineares.

Exemplo 3.4. Considere a fungdo, P, que faz a projecao ortogonal de todo vetor do
plano numa reta que passa pela origem r : (x,y) = t(a,b), ou seja, P, : R> — R?
dada por

Pr(x/y) = proj(ﬂ,b)(x/y) ( |() ()J|C|2y) (a b)

Ou seja,

a2 ab ab b2
Pr(x,y) = a2+b2x+a2+b2y’a2+b2x+a2+b2y'

Esta transformagdo é um caso particular daquela que é tratada no Exemplo 3.6.

Exemplo 3.5. Considere a fungdo, R,, que faz a reflexdo de todo vetor do plano em
relacdo a uma reta que passa pela origem r : (x,y) = t(a,b), ou seja, R/(x,y) é tal
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.
//
L—T
TR | T(X
|
[ ml L—
| || | aXpY| TELHATTY)
L] |~
| o= 0) =0
—1 | |+
=T //// L—T |
/// |+ T
L—T //
|
=
| L —
v w

Figura 3.1: Transformacgdo Linear T : V — W

y y
B(X) § Xy
X
P.(X)
Figura 3.2: Projecdo no eixo x Figura 3.3: Projecdo no eixo y
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Rx(X)

Figura 3.4: Reflexdo em relagdo ao eixo x

Figura 3.6: Projecdo na reta r

Ry (X) X

Figura 3.5: Reflexdo em relagdo ao eixo y

2P (X) =

X+R/(X)

R( %)

Figura 3.7: Reflexdo em relacao a reta r
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que 2P, (x,y) = (x,¥) + Ry(x,y). Assim,

Ri(x,y) = 2P(xy)—(xy)
az—b2x+ 2ab 2ab ‘et b? — 42
2+ T arrl st T 2rr?)

Esta transformacao é um caso particular daquela que é tratada no Exemplo 3.6.

Os quatro tultimos exemplos sdo um caso particular do que é apresentado no
proximo exemplo.

Exemplo 3.6. Considere a transformacdo T : R” — R™, dada por

X1 a11x1 + ...+ auXy
Xo ayxi1+ ...+ axyx,

T(X)=T . = . , paratodo X € R",
Xn Ap1X1 + oo+ ApnXy

que pode ser escrita como

ajp app a1n X1
a1 azxp - a2n X2

T(X) = : : : =AX,
Am1  Am2 - Amn Xn

em que A = (aij)mxn. Segue das propriedades da algebra matricial, que T é uma
transformacao linear. Pois,

T(X+Y)=AX+Y)=AX + AY = T(X) + T(Y),
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T(aX) = A(aX) = aAX = aT(X),
para todos X,Y € R" e escalares «.

Em termos de matrizes, as proje¢des nos eixos x e y podem ser escritas como
x 1 0] x] x 00 x
Px{y}_{o 0Ly} Py{y}_{o 1Hy]’
as reflexdes em relagdo aos eixos x e y, como
x 1 0] x] x -1 0 x
R"[y]_[o -1 ly [ R‘J[y]_[ 0 1Hy]’

a projecdo ortogonal e a reflexdo em relagdo a uma reta r : (x,y) = t(a,b), como

X _a*>  _ab_ x X 20> 2ab N
2 2 2 2 2 2 2 2
y b Ly y y

Exemplo 3.7. Defina D : C'[a,b] — C°[a, b] por
D(f) = f' (aderivada de f), para toda fungio f € C'[a,b].
D é uma transformacao linear pois
D(f+8) = (f+8) = f +& =D(f) +D(g),
D(af) = (af)" = af’ = aD(f).

para todas as fungoes f,g € C'[a, b] e todos os escalares .
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Exemplo 3.8. Seja T : C[a, b] — C'|a, b] definida por

T(f)(x) = /axf(t)dt paraa < x < b, para toda funcio f € C°[a, b].

T é uma transformacdo linear pois

T(f+8)(x)

[ o+ /x(f(t>+g(t>)dt

- /fth—/

= T()x)+T( )() (T(f) +T(g))(x),

Taf)v) = [ @Hod= [ o)
= o [ fdt = «(T(H() = @T(H) (),

paraa < x < b, todas as fungoes f, g € co [a,b] e todos os escalares «.
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3.1.2 Propriedades

Segue da Definicdo 3.1 que toda transformacao linear T : V — W leva o vetor nulo
de V no vetor nulo de W. Pois, se X é um vetor qualquer de V, entdo

T(0) = T(0X) = 0T(X) = 0.

Segue também da Definicdo 3.1 que uma funcdo T : V — W é uma transformacao
linear se, e somente se,

T(aX+BY) =aT(X)+BT(Y),
para todos os vetores X,Y € V e todos os escalares « e 8. Pois, se T é linear, entdo

T(aX+BY) =T(aX)+T(BY) =aT(X)+ BT(Y).

Por outro lado, se T é uma funcdo tal que T(aX + BY) = aT(X) + BT(Y), para todos
os vetores X,Y € V e todos os escalares a e 3, entdo fazendo « = 1,3 = 1 e depois
B = 0 segue-se que T é uma transformacao linear.

Sejam T:V — WeS:V — W duas transformacdes lineares. Vamos mostrar que a
soma delas também é uma transformacgéo linear.

(T+S)(aX+BY) = T(aX+BY)+SaX+ BY)

= aT(X)+BT(Y)+aS(X) + BS(Y)
a(T(X) +5(X)) + B(T(Y) +5(Y))
= a(T+S)(X)+B(T+S)(Y)

E facil ver que para qualquer escalar a, a transformagio aT é também uma
transformacdo linear. Assim, o conjunto das transformagoes lineares de V em W,
denotado por £(V; W), é um subespago do espago das fun¢des de Vem W, F(V; W)
(Exercicio 1.1.7 na pagina 12). Portanto, o conjunto £(V; W) é um espaco vetorial.
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Quando W é o conjunto de escalares (R ou C), que vamos denotar por K, o conjunto
L(V;K) é também denotado por V* e é chamado o espago dual de V. Os elementos
de V* sao chamados funcionais lineares de V.

SeT:V — W é uma transformacéo linear e 5 é uma base de V, entdo todo vetor
V € V pode ser escrito como combinagdo linear de vetores de 5, ou seja, existem
vetores Vi, ..., V,, € Beescalares ay, ...,a, tais que

n
V=aotVi+...+ua,V, = ZﬂéiVi.
i=1

Entao
n

(V) =T <2v) Y T(aV) = YTV,
i=1 i=1

i=1

Por outro lado, se U : V — W ¢é outra transformagéo linear tal que U(V,) = T(V,)
para todo V) € B, entdo aplicando-se o raciocinio acima, temos que

U(vV)=T(V), paratodoV € V.

Ou seja, U = T. Isto prova o seguinte teorema.

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010



3.1  Defini¢cdo, Exemplos e Propriedades 213

Teorema 3.1. Sejam V e W espacos vetoriais. Uma transformagio linear T : V — W é totalmente caracterizada pelos
seus valores em uma base de V. Ou seja, se B é uma base de V e uma fungio T estd definida para valores em 13,

T(V)) =W,, paratodoV, € B.

Entdo, existe um tinica transformagdo linear definida em todo espaco V, T : V — W, tal que T(V)) = W), para todo
Vv, e B.

Exemplo 3.9. Seja Ry : R? — R? a transformagao linear definida na base candnica
por (Figura 3.9)

Ro(E;) =  cosOE;+senfE; = (cosf,senb)
Ry(E;) = —senbE;q+cosfE, = (—senb,cosb).

Assim, como (x,y) = x(1,0) + y(0,1) = xE; + yEp, entdo

Ry [ ; ] xRg(E1) +yRg(E2) = x { cos t ] —i—y{ —sen 6 ]

sen 6 cos 6
o cosf —senf X
a senf cosf y
Segue da linearidade, que Ry faz uma rotagdo de um angulo 6 em todo vetor X =
(x,y) € R2. Pois, se escrevemos X = (x,y) = (rcosa,rsena), entdo

Ro(X) = Ry(rcoswa,rsena) = rRy(cosa,senn)
= 7r(cosacosf —senasenf,cosasenf + senw cosf)
= r(cos(a+0),sen(a+6)) = (rcos(a+0),rsen (a+0)).
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Seja T : R” — R uma transformagdo linear tal que

1 ai 0 ain 0 a1y

0 ax 1 a : oy
T = 7 T = 7 . 7 T . - .
: : : 0 :

0 A1 0 A2 1 G

Sejam X = (x1,...,x,) um vetor qualquer do R" e
E; = (1,0,...,0),E» = (0,1,0,...,0),...,Ex = (0,...,0,1).

Como X = x1E1 + ...+ x,E;, entdo

a1 a1n
a1 aon
T(X) = 0T(E)+...4xT(E)=x1| . |+...4x
A1 Amn
[ S T A1n X1
ap1  Aazp - a2n X2 AX
p— pu— ’
D1 Am2 - Amn Xn

em que as colunas de A sdo T(Ey),...,T(E,), ouseja, A = [T(Ey)...T(E,)], com
T(E;), parai =1,...,n escritos como matrizes colunas. Isto prova o seguinte resul-
tado.
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Proposicdo 3.2. Seja T : R" — R"™ uma transformagio linear. Entdo, T é dada por
T(X)=AX, paratodoX € R",

em que A = (ajj)mxn = [T(E1)...T(En)], com T(E;), para i = 1,...,n, escritos como matrizes colunas e
E; = (1,0,...,0),E, = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1). A matriz A é chamada matriz da transformagio
T (em relacdo as bases candnicas).

Exemplo 3.10. A matrizes de uma transformagdo linear pode ser obtida rapida-
mente aplicando-se a transformacado nos vetores da base candnica. Por exemplo,
as matrizes das projegdes nos eixos x e y podem ser obtidas

0

1 4
as matrizes das reflexdes em relagdo aos eixos x e y,
1 0]

1 0]
[ Rx(El) Rx(EZ) } = { 0o -1 1" [ Ry(El) Ry(EZ) ] - [ _(1) (1) ]/

o o

[ Pe(E1) Pi(E2) | = [ 0 ol [P(E) Py(Er) | = [

as matrizes da projegdo ortogonal e da reflexdo em relacdo a uma reta
r:(x,y) =t(a,b), como

ab b? 2ab b>—a®
ﬂ2+b2 112+b2 uz +b2 ﬂ2+b2

ﬂ2 ab Ilszz 2ab
[ Pr(E1) Pr(E2) | = [ @bt ateb? ] [ Re(E1) Ri(Ep) | = [ RN e s BN ]
e a matriz da rotagdo de um angulo 0,

sen 6 cost

[ Ro(E1) Ro(En) ] = [ cosé —sen® ]
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3.1.3 Aplicacao: Matriz Jacobiana

Dizemos que uma funcdo F : R" — R é diferencidvel em um ponto Xy € R" se
existe uma transformacao linear Ty, : R" — R" tal que

gin(”é“ (Tx, (H) — E(Xo + H) + F(X,)) = 0. (3.2)

Este limite é uma generalizagio do limite de fungdes reais, significa que
para todo € > 0, existe um 6 > 0, tal que [[H|| < ¢ implica que
||Tx,(H) = F(Xo + H) + F(Xo)||
[H])
linear é Tx,(H) = F/(Xo)H, para todo H € R. Vamos supor que a funcdo F
seja diferencidvel em Xy e vamos determinar a matriz da transformacao linear Ty,
em relacdo as bases canénicas de R", BB, e de R™, B’. Para isto, vamos calcular
o limite (3.2) segundo o caminho H = th, paraj = 1,...,n, h > 0, em que
E; = (1,0,...,0),E, = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1) sdo os vetores da base
candnica de R", B.

< €. No caso em que m = n = 1, a transformagdo

1 0
Jim - (T (1E}) = F(Xo + hEj) + F(Xo)) = 0.

Como Ty, é uma transformacao linear, obtemos

Calculando-se o limite (3.2) para o caminho H = hE j, para h < 0, obtemos

Tx,(Ej) = lim % (F(Xo + hEj) — F(Xq)) .
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Assim, a fun¢do F(X) = (F(X),..., Fn(X)) é tal que F;(X) tem derivadas parciais
em Xg,parai=1,...,ne

R,

35, (X0)

j
Tx,(Ej) = :
oF,,
ax; (Xo)

Portanto a matriz da transformagéo linear Ty, em relagdo as bases canonicas de R",
B,edeR", B, é

oF, By

Fr (Xo) 3, (Xo)
[TXO]E = : .

ox, —(Xo) o, (Xo)

Esta matriz é chamada matriz jacobiana da funcdo F em Xj.
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 440)

3.1.1. Seja T : R — R? uma transformagao linear para a qual sabemos que T(1,1) = (2, —-3) e T(0,1) = (1,2).
(a) Determine T(3, —2);

(b) Determine T(a, b).

3.1.2. Determine a transformagao T : R? — R3 tal que T(1,1) = (3,2,1) e T(0, —2) = (0,1,0). Encontre T(1,0)
eT(0,1).

3.1.3. Determine expressdes para as transformagdes lineares Py, Pyz, Pr : R® — R3, que sdo projecdes nos
planos xy, yz e xz, respectivamente.

3.1.4. Considere o plano 7 : x + 2y + 3z = 0. Encontre expressdes para as seguintes transformagdes lineares:

(a) A projegao ortogonal no plano 77, Pr : R? — R3.
(b) A reflexdo em relagdo ao plano 7, Ry : R3 — RS,

3.1.5. Determine expressdes para as transformagdes lineares R /3, R /3,y € R /3,, que sdo rotacdes de t/3 em
relagdo aos eixos x, y e z respectivamente.

3.1.6. Considerearetar: (x,y,z) =t(1,1,1).

(a) Seja P, : R3 — R3 a projecdo ortogonal na reta r. Encontre uma expressao para P (x,y,z).
(b) Seja R, : R3 — RR3 a reflexdo em relacdo a reta r. Encontre uma expressao para R,(x,y, z).

3.1.7. Existe uma tnica reflexdo S do plano que transforma o ponto (5,0) no ponto (3,4). Determine a equagao
para o eixo da reflexdo S. Verifique que ele passa pela origem. Calcule a matriz (em relagdo a base
candnica de R?) da reflexdo S.

Exercicios Tedricos
3.1.8. Considere o plano 7t : ax + by + cz = 0. Encontre expressdes para as seguintes transformagoes lineares:

(a) A projecao ortogonal no plano 7t, P : R3 — R3.
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(b) A reflexao em relagdo ao plano 7, Ry : R3 — R3.

3.1.9. Determine expressdes para as transformagoes lineares Rg », Rgy, R - : R3 — R3, que sdo rotagdes de 6
em relacdo aos eixos x, y e z, respectivamente.

3.1.10. Considerearetar: (x,y,z) = t(a,b,c). Encontre expressdes para as seguintes transformagdes lineares:
(a) A projecao ortogonal na reta 7, P, : R® — R3.
(b) A reflexdo em relacio aretar, R, : R3 — R3.

3.1.11. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita. Seja B = {Vi,...,V,} uma base de V. Mostre que
B* = {f1,...,fu} C V* definido por f;(V;) = d;;, parai,j = 1...,n, em que ¢;; é o delta de Kronec-
ker (6;; = 0,sei # j e d;; = 1) € uma base de V*. Esta base é chamada base dual de 5.
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Ro(X)
‘ Roe) B2
X )
. o+ Ro(E1)
w - .
S £
: @
X —sen 6 cos® F, X

Figura 3.8:  Transformacdo rotagdo de um

Figura 3.9: Transformacao rotagdo sobre os ve-
angulo 0

tores Eq e Ep
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3.2 A Imagem e o Nicleo

Definicao 3.2. Sejam V e W espacos vetoriais. Seja T : V — W uma transformagdo linear.

(a) O ntcleo de T é definido pelo conjunto

N(T) = {X e V| T(X) =0}

(b) A imagem de T é definida pelo conjunto

Z(T)={Y e W | Y =T(X),paraalgum X € V}

Exemplo 3.11. Sejam O : V — W a transformagdo linear nulae : V — V a

\%
transformacdo identidade. Entao N'(O) =V, Z(0) = {0}, N(I) = {0} e Z(I) = V.

Teorema 3.3. Sejam Ve W espagos vetoriais. Seja T : V — W uma transformagdo linear. O niicleo, N(T),ea imagem,
Z(T) sdo subespagos de V e de W, respectivamente.

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



222 Transformacgdes Lineares

Demonstracdo. Para mostrar que um conjunto é um subespago precisamos mostrar
as propriedades (0) e (0") do Teorema 1.3 na pédgina 14. Vamos mostrar em primeiro
lugar que o nticleo de T é um subespago.

(0) Se X1, X, € N(T), entdo T(X;) = T(X3) = 0. Logo,
T(X1+ X2) =T(X1) + T(X2) =0+ 0 =0, ouseja, X3 + Xp € N(T);

(0") Se X € N(T) e « é um escalar, entdo T(aX) = aT(X) = 0. Logo, aX € N (T);
Vamos mostrar, agora, que a imagem de T é um subespaco.

(0) Se Y1,Y, € Z(T), entdo existem X1, X, € Vtaisque T(X;) = Y1 e T(Xp) = Ya.
Seja X = X; + X,. Entdo, T(X) = T(X1 + Xz) = T(X1) + T(Xz) =Y +Y,.
Logo, Y1 + Y, € Z(T).

(0") SeY € Z(T) e a é um escalar, entdo existe X € V tal que T(X) = Y. Como T é
linear, entdo T(aX) = aT(X) = aY. Logo, aY € Z(T).

Exemplo 3.12. A imagem de um funcional linear ndo nulo f : V — R é R, pois {0}
e R sdo os tinicos subespagos do espago vetorial R.

Definicdo 3.3. Sejam V e W espagos vetoriais. Seja T : V — W uma transformagdo linear. A dimensao do
nucleo de T é chamada de nulidade de T e a dimensao da imagem de T é chamada posto de T.

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010



32 ATImagem e o Nicleo 223

Proposicdo 3.4. Seja T : V — W uma transformagdo linear. Se {Vy, ...,V } é uma base de V, entio a imagem de T é
gerada por T(Vy),...,T(Vy).

Demonstragio. Seja W € Z(T). Entdo, existe V € V tal que T(V) = W. Como
{V1,...,V,} ébase deV, existem escalares a1, ..., a, taisque V = a1 Vi + ... + o, V.
Assim,

W=T(V)=T (f zxiVi> = fzxi:r(vi).
i=1 i=1

Ouseja, T(V1),..., T(Vy) geram Z(T).

Exemplo 3.13. Vamos considerar as proje¢des nos eixos x e y (Figuras 3.2 e 3.3 na
péagina 206)

wly]=lo o] lv) e ]=[0 VIV

Geometricamente vemos que o ntcleo de Py € o eixo y, o nicleo de Py é o eixo x,
que sdo os pontos que sdo levados pelas transformagdes na origem. Vemos também
que a imagem de Py é o eixo x, pois todos os pontos sdo levados por Py no eixo x.
Analogamente, a imagem de P, é o eixo y.

Exemplo 3.14. Vamos considerar as reflexdes em relacdo aos eixos x e y (Figuras 3.4
e 3.5 na pagina 207)

S BT H R R
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Geometricamente vemos que o nticleo de Ry e o ntcleo de Ry sdo iguais a origem,
pois é o tinico ponto que é levado na origem pelas transformacdes. Vemos também
que as imagens de Ry e de R sdo iguais a R?, pois todo ponto (x,y) é imagem do
ponto (x, y) refletido pelas respectivas transformagoes.

Exemplo 3.15. Consideremos a projecao ortogonal e a reflexdo em relagdo a uma reta
r:(x,y) = t(a,b) (Figuras 3.6 e 3.7 na pagina 207)

a2 ab a?—b? 2ab
P X _ 242 2212 X R L 22 2412 X
r Y ab b2 y 4 r Y 2ab b2—a? y :
ﬂ2+b2 ﬂ2+b2 ﬂ2 +b2 ﬂ2+b2

Geometricamente vemos que o nacleo de P, é aretas : (x,y) = t(—b,a), perpendi-
cular a reta r que passa pela origem, pois os pontos sobre a reta s sdo exatamente os
pontos que sdo levados por P, na origem. Vemos também que a imagem de P, é a
propria reta r, pois todos os pontos do R? sdo levados na reta r. Geometricamente
vemos que o nucleo de R, é a origem, pois é o tinico ponto do R? que é levado na ori-
gem. Vemos também que a imagem de R, é o R?, pois todo ponto (x,y) é a imagem
do ponto (x, y) refletido por r.

Exemplo 3.16. Geometricamente vemos que a rotagdo de um angulo 6 (Figura 3.8 na

pagina 220)
R, X = cost) —senf x
91y | | send cosf y
tem ntcleo igual a origem, pois é o tinico ponto que é levado na origem por Ry.

Vemos também que a imagem de Ry é igual ao R?, pois todo ponto (x, y) é a imagem
do ponto (x,y) girado de —6.

Exemplo 3.17. Considere a transformagao D : C'[a, b] — C°[a, b] definida por

D(f) = f' (aderivada de f), para toda funcio f € C'[a, b].
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Vamos mostrar que a imagem de D é igual a C%[a,b]. Seja ¢ € C°[a,b]. A fungdo
f(x) = [ g(t)dt esta bem definida, pois g ¢ continua. Além disso,

(W = 1= ([ stoar) = it ([ gwar— [ gwar) —m ([ srar)

= limg(@) =5

pelo Teorema do Valor Médio para integrais. O nticleo de D é igual ao conjunto das
fungdes constantes em [a, b].

Exemplo 3.18. Seja T : C°[a,b] — C'[a, b] definida por
X
T(f)(x) = / f(t)dt paraa < x < b, para toda fungio f € C%a, b].
a

A imagem de T é igual ao conjunto da fungdes g € C'[a, b] tais que g(a) = 0. Pois
para toda fungdo g € C![a, b], com g(a) = 0, a fungéo f = ¢’ é tal que

T()(x) = T(g)x) = [ ¢/t = g(x) — ga) = g()

pelo Teorema Fundamental do Célculo. O ntcleo de T é formado somente pela
funcéo nula. Pois, T(f) = 0 implica que [ f(t)dt = 0, para todo x € [a,b]. As-
sim, & ([* f(t)dt) = f(x) = 0. Portanto, f ¢ identicamente nula em [a, b].

Exemplo 3.19. Seja T : R” — R uma transformacdo linear. Pela Proposi¢ao 3.2 na
pégina 215 a transformacdo T é dada por

T(X) = AX, paratodo X € R",

onde A = (a;))mxn = [T(E1)...T(Ey)], com T(E;), parai = 1,...,n escritos como
matrizes colunas e E; = (1,0,...,0),E, = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1). As-
sim, o nucleo de T é o espago solugdo do sistema homogéneo AX = 0 e a imagem de
T é o subespaco gerado pelas colunas de A, chamado espaco coluna de A.
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3.2.1 Espaco Linha e Espaco Coluna de uma Matriz

Definicao 3.4. Seja A uma matriz m X n.

(@) O subespago de R" gerado pelas linhas de A é chamado espago linha de A, ou seja, o conjunto de todas
as combinacdes lineares das linhas de A.

(b) O subespaco de R™ gerado pelas colunas de A é chamado espaco coluna de A, ou seja, o conjunto de
todas as combinacgdes lineares das colunas de A.

Os espagos linha e coluna de uma matriz sdo diferentes, em geral, mesmo se a matriz
é quadrada, como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 3.20. Considere a matriz
11
a=l0 o
O espaco linha de A é o subespacgo gerado pelo vetor (1, 1), enquanto o espago coluna

de A é o subespaco gerado pelo vetor (1,0).

Apesar dos espagos linha e coluna de uma matriz serem diferentes, em geral, eles
possuem sempre a mesma dimensao.
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Teorema 3.5. Seja A uma matriz m x n. O espago linha e o espago coluna de A possuem a mesma dimensao.

Demonstracio. Seja R a forma escalonada reduzida da matriz A.

(a) Vamos mostrar que o espago linha de A é igual ao espago linha de R.
A matriz R é obtida de A aplicando-se uma sequéncia de operagdes elementares
as linhas de A. Assim, toda linha de R é uma combinacao linear das linhas de
A. Entdo, o espaco linha de R est4 contido no espago linha de A. O mesmo
argumento mostra que o espaco linha de A est4 contido no espaco linha de R.
Portanto, eles sdo iguais.

(b) Vamos mostrar que a dimensdo do espaco coluna de A é igual a dimensao do
espaco coluna de R. A dimensado do espaco coluna de uma matriz é igual ao
numero méaximo de colunas L.I. As colunas de A, sdo L.I. se, somente se, o
sistema AX = 0 tem somente a solucéo trivial. Mas, a solucdo deste sistema é a
mesma do sistema RX = 0. Assim, as colunas de A sdo L.I. se, e somente se, as
colunas de R sdo L.I. Analogamente, r colunas de A sao L. se, e somente se, as
colunas correspondentes de R sdo L.I.

Pelo item (a) a dimensao do espaco linha de A é igual a dimensao do espago linha de
R e pelo item (b) a dimens&o do espago coluna de A é igual a dimens&o do espago co-
luna de R. Portanto, basta provarmos o teorema para a matriz escalonada reduzida
R. Agora, a dimensédo do espaco linha de R é igual ao niimero de linhas ndo nulas,
pois estas sdo linearmente independentes (verifique!). A dimensao do espaco coluna
de R ¢é igual ao ntimero de pivods, pois as outras colunas sdo combinacgao linear das
colunas dos pivos e podem, portanto, ser descartadas para gerar o espaco coluna de
R. Portanto, a dimensdo dos dois espagos sdo iguais.

|
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Posto de uma Matriz

Definicdo 3.5. Seja A uma matriz m x n. O posto de A é a dimensdo do espago linha ou do espago coluna de

A, ou seja, é o nimero méximo de linhas e colunas L.I. da matriz A.

1 2 -1 1
Exemplo 3.21. ConsidereamatrizA = | 2 4 -3 0
1 2 1 5
1 2 0 3
A forma escalonada reduzida da matriz A é a matriz R = 00 1 2. As
00 00
linhas ndo nulas de R, V; = (1,2,0,3) e V, = (0,0,1,2), formam uma base para o

espago linha de A. Portanto, o posto de A é igual a 2.

Quanto ao espacgo coluna, sejam Wy, Wp, W3 e Wy as colunas de A. Sejam U, Uy,
Uz e Uy as colunas de R. As colunas sem pivos podem ser descartadas na geragdo
do espago coluna de R, pois elas sdo combinagdo linear das colunas dos pivos.
As colunas correspondentes de A podem, também, ser descartadas na geragdo do
espaco coluna de A, pois 0os mesmos escalares que fazem a combinacdo linear nula
de Wy, Wy, W3 e Wy, fazem a combinacéo linear nula de Uy, Uy, Uz e Uy. Assim,
Wy = (1,2,1) e W3 = (—1,—3,1) formam uma base para o espaco coluna de A.
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3.2.2 Injetividade e Sobrejetividade

Dizemos que uma fungdo f : A — B é sobrejetiva se, para todo b € B existe
a € Atal que f(a) = b, ou seja, se a imagem de f é igual a B. No caso em que
f é uma transformacdo linear, obtemos como consequéncia da Proposicdo 3.4 o se-

guinte resultado.

Coroldrio 3.6. Seja T : V — W uma transformagao linear. Seja {Vy,...,V,} base de V. T é sobrejetiva se, e somente

se, T(V1),...,T(V,) geram W.

Exemplo 3.22. Todo funcional linear ndo nulo f : V — R é sobrejetivo, pois {0} e R
sdo os tnicos subespagos do espago vetorial R.

Exemplo 3.23. A reflexdo em relagdo a uma reta que passa pela origem e a rotagdo
sdo sobrejetivas enquanto a proje¢do ortogonal em uma reta que passa pela origem
ndo ¢é sobrejetiva (Exemplos 3.15 e 3.16 na pagina 224).

Exemplo 3.24. A transformagao D : C![a,b] — C°[a, b] definida por
D(f) = f' (aderivada de f), para toda fungio f € C'[a, b]

é sobrejetiva (Exemplo 3.17 na pédgina 224).
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Exemplo 3.25. A transformagio T : C°[a,b] — C'[a, b] definida por
X
T(f)(x) = / f(t)dt paraa < x < b, para toda funcio f € C°[a, b]
a
ndo é sobrejetiva, pois a imagem de T é o conjunto das funcdes g € C![a, b] tais que

¢(a) = 0 (Exemplo 3.18 na pagina 225).

Dizemos que uma funcéo f : A — B é injetiva, se f(x) = f(y) implica que x = y.

Teorema 3.7. Seja T : V — W uma transformacdo linear. Entdo, T é injetiva se, e somente se,

N(T) = {0}.

Demonstracio. Suponha que T é injetiva. Seja X € N (T). Entdo, como T é injetiva,
T(X) = T(0) implica que X = 0.

Agora, suponha que N (T)

= {0}. Se T(X) = T(Y), entdao T(X — Y) = 0, ou seja,
X —Y € N(T). Como, N(T) = {0

},entdo X — Y =0, ouseja, X =Y.
|

Exemplo 3.26. A reflexdo em relacdo a uma reta que passa pela origem e a rotagdo
sdo injetivas enquanto a projegao ortogonal em uma reta que passa pela origem nédo
é injetiva (Exemplos 3.15 e 3.16 na pagina 224).

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010



32 ATImagem e o Nicleo 231

Exemplo 3.27. A transformagio D : C![a, b] — C°[a, b] definida por
D(f) = f' (aderivada de f), para toda fungio f € C'[a,b]

nao é injetiva, pois N (D) é o conjunto das fungdes constantes (Exemplo 3.17 na
pégina 224).

Exemplo 3.28. Seja T : C°[a,b] — C'[a, b] definida por
X
T(f)(x) = / f(t)dt paraa < x < b, para toda fungao f € C%[a, b]
a

é injetiva, pois N (T) = {0} (Exemplo 3.18 na pagina 225).

Teorema 3.8 (da Dimensdo do Ntcleo e da Imagem). Seja T : V. — W uma transformagdo linear. Se V tem di-
mensdo finita, entdo a soma da dimensio do niicleo de T com a dimensdo da imagem de T é igual a dimensdo de V, ou
seja,

dim(N(T)) + dim(Z(T)) = dim(V).

Demonstragio. Vamos supor que 1 < dim(N(T)) < dim(V). Sejam V3, ..., V), ve-
tores de V, que formam uma base para o nticleo de T. Vamos estendé-la a uma base
de V. Sejam V)11, ..., Vy vetores de V tais que Vy,..., V), Vi1,V formam uma
base de V. Vamos mostrar que T(Vy1), ..., T(V;) formam uma base da imagem de
T. Para isso, precisamos mostrar que eles geram a imagem de T e que sdo L.L
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Z(T)
Z(T)
LT K\\\
| I e ]
| 1 m vy =T
L Sull |+ //<\\\\
/////// /K\\
// /—_\\
L=t—TTT1
voow 7 v i
Figura 3.10: N(T) = {0} Figura 3.11: N(T) # {0}
Z(T)
|1 K\\\
| E——
L —_ | TV& b
L] sull |+ | [
] E— i
L ﬁ// | N(T) /;,/__9——————7 0
// /—_\\
ot  +—1—1
vow 7 v i
Figura 3.12:  Transformacdo linear injetiva Figura 3.13: Transformagdo linear ndo injetiva
WA(T) = {0}) (N(T) # {0})
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Pela Proposicao 3.4 na pagina 223, T(V,11),..., T(Vy) geram a imagem de T, pois
T(\1) = ... = T(V,) = 0. Vamos mostrar que T(Vp1),..., T(Vy) séo linear-
mente independentes. Considere a combinagdo linear nula:

xp+1T(Vp+1) +...+ an(Vn) = (_)
Pela linearidade de T segue-se que
T(xp+1Vp+1 +...+ ann) =0.

Mas isto implica que x,41V,11 + ... + %,V € N(T). Assim, existem escalares
Y1, Yp tais que xp 11 Vpi1 + ... +x0 Ve = y1V1 + ... +ypVp. De onde segue-se
que

y1V1 —+ ... —|—ypr — poVpH — .. —x,V, =0.

Como Vy,...,Vy ébasede V,entdioy; = ... = yp = Xpy1 = ... = xp = 0, ou seja,
T(Vps1),---, T(Vy) sao LI

Portanto, a dimensao da imagem de T é igual a diferenca entre a dimensao de Ve a
dimensdo do ndcleo de A, de onde segue-se o resultado. Deixamos como exercicio
para o leitor os casos em que dim(N'(T)) = 0 e dim(N(T)) = dim(V).

[ |

Em geral, uma transformacao linear pode ser injetiva sem ser sobrejetiva e sobreje-
tiva sem ser injetiva. Entretanto, se a dimensdao do dominio for igual a dimensdo
do contradominio temos o seguinte resultado, que é uma consequéncia imediata do
Teorema 3.8 da Dimensao do Ntcleo e da Imagem.

Corolério 3.9. Seja T : V — W uma transformagdo linear entre espagos de dimensdo finita. Suponha que

dim(V) = dim(W).
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(a) Se T é sobrejetiva, entdo T é injetiva.

(b) Se T é injetiva, entdo T é sobrejetiva.

Se uma transformacao linear T : V — W é injetiva e sobrejetiva, entdo T é chamada
isomorfismo. Neste caso, dizemos que os espagos vetoriais V e W sdo isomorfos.
Se existe um isomorfismo que leva o espago vetorial V de dimensao finita em W,
entdo, pelo Teorema 3.8 da Dimenséao do Nucleo e da Imagem, dim(V) = dim(W).

A reciproca também é verdadeira como mostra o proximo

resultado.

Teorema 3.10. Sejam V e W espacos vetoriais de dimensdo finita. V é isomorfo a W se, e somente se,

dim (V) = dim(W).

Demonstracdo. Depois da observagdo feita acima, basta provarmos que se
dim(V) = dim(W), entdo V e W sdo isomorfos. Sejam B = {V;,...,V,} e
C = {W1,. .., Wn} bases de V e W, respectivamente. Pelo Teorema 3.1 na pégina
213, existe uma transformagdo linear T : V. — W, tal que T(V;) = W, para
i = 1,...n. Pela Proposicao 3.4 na pagina 223, a imagem de T é gerada pelos ve-
tores T(V1),...,T(Vy) e assim

I(T) = [T(V), ..., T(Vy)] = [Wi, ..., Wy] = W.

Algebra Linear e Aplicacoes
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Ou seja, T é sobrejetiva. Pelo Teorema 3.8 da Dimensao do Ntcleo e da Imagem, T é
também injetiva e é portanto um isomorfismo.

Deste teorema segue-se que todos os espagos vetoriais de dimensdo # sdo isomorfos
ao R". Segue também deste teorema que para termos uma transformacdo linear
entre dois espagos vetoriais de dimens&o finita, V e W, injetiva e ndo sobrejetiva ou
sobrejetiva e ndo injetiva temos que ter dim (V) # dim(W).

Corolario 3.11. Seja V um espago vetorial. V é isomorfo ao R" se, e somente se, dim(V) = n.

Exemplo 3.29. O espago P, é isomorfo a R"*! e 0 espaco My, é isomorfo a R™".
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 441)
3.2.1. Seja P a transformacao de R3 em R?, definida por P(x,y,z) = (x,,0). Se a imagem de uma reta r, por P,
é um ponto, entdo quais sdo as equagdes paramétricas da reta r?
3.2.2. Seja T : R® — R3 uma transformagao linear dada por T(x,y,z) = (z,x —y, —z).
(a) Encontre uma base para o ntcleo de T.
(b) Encontre uma base para a imagem de T.
(c) Descreva geometricamente o nticleo e a imagem de T.
3.2.3. Discuta como o posto de A varia com f.
1 1 ¢ t 3 -1
@A=|1 t 1 (b) A = 3 6 2
t 11 -1 -3 -t
3.2.4. Seja D : P3 — P3 o operador de derivagdo D(p) = p’. Determine uma base para o ntcleo de D e para a
sua imagem.
3.2.5. Seja T : V — R’ uma transformacao linear.
(a) Se T é sobrejetiva e dim(N(T)) = 2, qual a dimenséo de V?
(b) Se T é sobrejetiva e injetiva, qual a dimensao de V?
3.2.6. Dé exemplos de transformagdes lineares T : R® — R3 tais que
(@) N(T) ={(x,y,2) e R?|z = —x},
() Z(T) = {(x,y,2) e R*|x = y}.
3.2.7. Dé um exemplo de uma transformagao linear T : R> — R? tal que N (T) = Z(T).
3.2.8. Defina T : P, — Py, por T(p) = p + p’. Mostre que T é um isomorfismo.

Exercicios Teodricos
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3.2.9. Sejam X = [x1...xy )" eY = [y1...y, |} matrizes m x 1 e n x 1, respectivamente. Seja A = XY*. Mostre
que se X # 0, entdo { X} é uma base para o espaco coluna de A. Qual o posto de A?

3.2.10. Mostre que se A é uma matriz, m X n, de posto igual a 1, entdo existem matrizes X = [x1...00 ]t e
Y =[y1...yn]}, m x 1en x 1, respectivamente, tais que A = XY". (Sugestao: Tome X tal que { X} é uma
base para o espago coluna de A.)

3.2.11. Seja A uma matriz n x n de posto 1. Mostre que
(a) A% = (tr(A))A.
(b) A" = (tr(A))* 1A, paran =2,3,...
(Sugestao: use o exercicio anterior)

3.2.12. Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente. Mostre que AB pode ser escrita como uma soma
de p matrizes de posto igual a 1.

3.2.13. Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente. Seja C = AB. Mostre que:
(a) O espago coluna de C esta contido no espago coluna de A.
(b) O espago linha de C estd contido no espago linha de B.
(c) posto(C) < min(posto(A), posto(B)).

(d) Se as colunas de A e B sdo linearmente independentes, entdo as colunas de C também sdo linear-
mente independentes.

(e) Se as linhas de A e B sdo linearmente independentes, entdo as linhas de C também sdo linearmente
independentes.

(f) Se as colunas de B sdo linearmente dependentes, entdo as colunas de C também sdo linearmente
dependentes.

(g) Se as linhas de A sdo linearmente dependentes, entdo as linhas de C também sdo linearmente de-
pendentes.
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3.2.14. Seja A uma matriz m X n. Se P e Q sdo matrizes invertiveis m X m e n X n, respectivamente, entdo A, PA
e AQ possuem o mesmo posto. (Sugestdo: Se A = [Ag... A, |, entdo PA = [PA; ... PA,|. Mostre que
Aq,...,A, sdo LI se, e somente se, PAq, ..., PA, sdao L.L)
3.2.15. Seja A uma matriz m X n. Mostre que
(a) O posto de A éigual a p = min{m, n} se, e somente se, o determinante de uma submatriz p x p é
diferente de zero.
(b) O posto de A é igual ao maior inteiro positivo r tal que alguma submatriz r x r de A possui deter-
minante ndo nulo.
3.2.16. Determine o nticleo e a imagem do operador linear definido no Exercicio 3.1.9 na pagina 219.
3.2.17. Considere o plano 7 : ax + by + cz = 0.
(a) Determine o niicleo e a imagem da projecdo ortogonal no plano 7, Pr. Responda se Py é sobrejetiva
e se é injetiva.
(b) Determine o nticleo e a imagem da reflexdo em relacdo ao plano 7, R;. Responda se R;; é sobrejetiva
e se é injetiva.
3.2.18. Considerearetar: (x,y,z) = t(a,b,c).
(a) Determine o nicleo e a imagem da projecdo ortogonal na reta r, P,. Responda se P, é sobrejetiva e
se € injetiva.
(b) Determine o nticleo e a imagem da reflexdo em relagdo a reta r, R,. Responda se R, é sobrejetiva e
se é injetiva.
3.2.19. Seja f : R3 — R um funcional linear.

(a) Mostre que existem escalares a, b, c tais que f(x,y,z) = ax + by + cz.

(b) Descreva geometricamente todas as possibilidades para o nicleo de f.
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3.2.20.

3.2.21.

3.2.22.

3.2.23.

3.2.24.

3.2.25.

3.2.26.

3.2.27.

3.2.28.

Prove o Teorema da dimensdo do Ntcleo e da Imagem nos casos em que

dim(N(T)) = 0e dim(N(T)) = dim(V).

Sejam T : V — W uma transformacdo linear e B = {Vj,..., V,} um conjunto de vetores de V. Mostre
quese C = {T(Vq),...,T(Vy)} é L1, entdo B também o é.

Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita. Seja T : V — W uma transformagdo linear. Mostre que T
é injetiva se, e somente se, dim(Z(T)) = dim(V).

Seja T : V — W uma transformacao linear. Mostre que T é injetiva se, e somente se, a imagem de todo
conjunto de vetores linearmente independente é um conjunto de vetores linearmente independente.

Sejam T : V — W uma transformacdo linear. Suponha que dim(V) = dim(W). Mostre que T ¢ injetiva
se, e somente se, a imagem por T de uma base de V é uma base de W.

Seja A um escalar. Considere o operador diferencial D — AT : C*(R) — C*(R), dado por
(D—AI)(f) = f' — Af, paratodo f € C*(R).

(a) Mostre que o nticleo de D — Al tem dimenséao 1. (Sugestdo: Mostre que {e*} é uma base para o
nucleo de D — AT que é a solugdo da equagdo diferencial y' — Ay = 0. Veja Exemplo 1.19 na pagina
22)

(b) Mostre que D — AI é sobrejetivo. (Sugestdo: Mostre que a equagdo diferencial ' — Ay = f
tem solugao para todo f € C®(R). Sejam w(t) = f(t)e ™ e W(t) = fot w(s)ds, Mostre que
y(t) = W(t)eM é solugao.)
Mostre que se V € V é tal que f(V) = 0, para todo funcional linear de V, entdo V = 0. (Sugestdo: se
V # 0, complete a uma base de V defina um funcional ndo nulo que é diferente de zero em V.)

Definimos o espago bidual de V por V** = L(V*;R), onde V* = L(V;R) é o espaco dual de V. Seja
V um espago de dimensédo finita. Considere a fun¢do ¢ : V — V** que associa a cada vetor V € V o
elemento (V) = V** € V**, tal que V**(f) = f(V), para todo f € V*. Mostre que ¢ é um isomorfismo.
(Sugestao: mostre que ¢ é linear e que N (&) = {0}.)

Seja V um espacgo vetorial de dimensdo finita. Dada uma base 7 = {fi,..., fu} do espaco dual V¥,
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mostre que existe uma base B = {Vj,...,V,} de V tal que B* = F, onde B* = {g1,...,9n} € a base dual
de B, ou seja, definida por g;(V;) = ¢;j, onde J;; é o delta de Kronecker. (Sugestéo: use o isomorfismo do
exercicio anterior.)

3.2.29. Seja f um funcional linear ndo nulo de um espaco vetorial V.
(a) Mostre que existe um vetor U € V tal que f(U) = 1.
(b) Mostre que V = N (f) @ [U]. (Sugestdo: resolva a equagdo V = W + xU, com W € N(f).)
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3.3 Composicao de Transformacdes Lineares

Sejam T :V — Ue S : U — W transformagoes lineares. A composicdo de S com T,
denotada por ST é a funcdo de V em W definida por

(ST)(X) = S(T(X)), paratodo X € V.

Proposicao 3.12. Se T :V — Ue S : U — W sao transformagoes lineares, entdo a composicio ST : V. — W é uma
transformagdo linear.

Demonstracdo. Sejam Xi, Xo € V e a, B escalares.

5(aT(X1) + BT (X2))

(ST)@Xi +pXz) = S(T(aXy +pXa)) =
(T(X2)) = a(ST)(X,) + B(ST) (Xa)

ocS(T(Xl)) + ,BS
[ |

Podemos, agora, provar outras propriedades da algebra das transformagoes lineares.

Proposicao 3.13. Sejam S, T e U transformagoes lineares com dominios e contra-dominios apropriados. Entio,

(@) S(TU) = (ST)U
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() S(T+U)=ST+SUe(S+T)U=SU+TU
(c) a(TU) = («aT)U = T(al);
(d) IT =TI =T, onde I é a transformagdo identidade.
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Demonstracdo. Seja X pertencente ao dominio de U.
(@) S(TU)(X) = S((TU)(X)) = S(T(U(X))) = ST((U(X));
(b) Pela linearidade de S temos que
S(T+W)(X) = SUT+U)X)) = S(T(X) + U(X)) = S(T(X)) + S(U(X))
ST(X)+ SU(X) = (ST + SU)(X);
A outra igualdade é inteiramente analoga a anterior e deixamos como exercicio.

(©) a(ST)(X) = aS(T(X)) = (aS)(T(X)) = (aS)T(X) e
(ST)(X) = aS(T(X)) = S(aT(X)) = S(aT)(X).

(d) A demonstracdo deste item é simples e deixamos como exercicio.

3.3.1 Matriz de uma Transformacao Linear

Definicdo 3.6. Seja B = {V4,...,V,,} uma base de um espago vetorial V. Todo vetor V € V se escreve de
maneira tinica como combinacdo linear de Vi, ..., V; (Teorema 1.9 na pagina 70), ou seja, existem escalares
X1,...,0, taisque V = a1 V7 + ... + &, V. Definimos o vetor de coordenadas de V em relacdo a base (orde-
nada) B = {V;,...,V,}, por

Vs =
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As coordenadas de um vetor V em relacdo a base B sdo os escalares que apare-
cem quando escrevemos V como combinacao linear dos vetores da base B. Assim,
Vilg = E1,[Valp = Ez,...,[Vulp = Eu, em que Ej,...,E, sdo os vetores da base
candnica do R". Pois, V; = 0V; +... +1V; 4+ ...+ 0V, parai =1,...,n.

Sejam B = {V;,...,V,} e C = {Wy,...,W,,} bases dos espagos vetoriais V e W,
respectivamente. Seja T : V — W uma transformagdo linear. Sejam

a1 a2 A1n
a1 a A2n
TWV)le=1| . |, [TM)e=| . |, -, [TVle=
Am1 Am2 Amn
Entao,
T(V) = T(x1V1+...+ann) :xlT(Vl)—f——i—an(Vn)

= x1(apWi+ .. amWy) + ...+ x0(a1,W1 + - .- + 35 Wi)
= (x1a11+ -+ Xpa1) Wi + oo+ (01a1 + - -+ X)) Wa

Como escrevemos o vetor T(V) como combinagéo linear dos vetores da base C, entdo
os escalares sdo as coordenadas de T(V') em relacdo a base C, ou seja,

ai1xy +...+ A1nXn al ain cee a1y X1
anx1+ ...+ ayxy a1 dxp 2n X2

[T(V)]e = : = . : S| =AWV,
A1 X1 + -« + AmnXn Am1  Am2 - Amn Xn
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emque A = [ [T(V1)]¢ ... [T(Vu)]c |- Esta matriz é chamada matriz da trans-
formagdo linear T em relacéo as bases 53 e C e é denotada por [T]%, ou seja,

[T)g = [[T(V)le ... [T(Va)le |

Isto prova o seguinte resultado, que é uma generalizacdo da Proposicdo 3.2 na
péagina 215.

Teorema 3.14. Sejam B = {Vy,...,V,} e C = {Wy,..., Wy, } bases dos espacos vetoriais V e W, respectivamente.
Seja T : V. — W uma transformagcdo linear. Entdo, a matriz m X n

[TIg = [IT(Wle --- [T(Va)le ],

é tal que
[T(V)]e = [T]% [V]s, para todo vetor V € V.

Aqui [V]g é o vetor de coordenadas de V' em relagdo a base B, [T(V)]|¢ é o vetor de coordenadas de T (V') em relagdo a
base C e amatriz [T|G = [ [T(V1)lc ... [T(Va)]c | é matriz da transformagiio linear T em relagiio as bases B e C.

Exemplo 3.30. Seja D : P3 — P, a transformagdo que associa a cada polindmio p(t)
a sua derivada p/(t). Sejam B = {1,t,t>,3} e C = {1,t,*}. Vamos determinar a
matriz da transformacdo linear D em relagdo a estas bases. Para isto, vamos escrever
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o resultado da aplicacdo de D em cada elemento de B como combinagdo linear dos
elementos de C.

D(1) = 0 = 0(1)+0(t) +0(t?)
D(t) = 1 = 1(1)+0(t)+0(t?)
D(t?) = 2t = 0(1)+2(t)+0(t)
D(?) = 32 = 0(1)+0(t) +3(t?)

Assim,
01 00
DI =[ [DM]e [D®]e D) [DE)e | = [0 0 2 0].
0 00 3

Vamos, agora, usar a matriz obtida para calcular D(p) para um polindmio
p(t) = ag + ayx + axx? + azx>. Claramente [p]g = [ ag a1 a2 a3 ]!. Assim,

aog

a n

s = 2&2 .
a3 3&13

Portanto, D(p) = a1(1) + 2a(x) + 3a3(x?), como ja sabiamos.

o O O
S O -
N O
W o O

Quando a transformacéo linear é a transformacédo identidade Iy : V — V, definida
por Iy(X) = X, para todo X € V, entdo aplicando o resultado anterior (Teorema
3.14) a esta transformacao, obtemos uma relagio entre os vetores de coordenadas de
um vetor X em relacdo a duas bases.

(Xle = [Iv(X)]e = [W]§[X]5 = P[X]3,

emque P = [[Vi]c...[Vy]c] é chamada matriz mudanca de base de BB para C.
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Coroldrio 3.15. Sejam B = {Vy,...,V,} eC = {Wy,..., W, } bases de um mesmo espago vetorial V. Entdo, Para todo

XeV,

[X]e = [W3X]5,
em que P = [Iy]§ = [[Vilc... [Vulc] é a matriz da transformagdo linear identidade Iyy : V — V em relagdo as bases C
e B.

Exemplo 3.31. Sejam
B={E = (1,0),E;=(0,1)}eC={V; =(1,1),V, = (1,—1)} bases do R?.

Como B é a base candnica, temos que [(x, )]z = ; . Vamos encontrar [(x,y)]c.

[(x,y)]e = [zl 5[(x, )]s

Para determinarmos [Ip2]G = [ [E1]c [Ez]c ] diretamente precisamos saber escrever
E; e E; em termos da base C. Para isto precisamos resolver as equagdes:

Et=x1Vi+wmnVa e Ey;=xV1+1ys.

Temos que resolver dois sistemas lineares que tém a mesma matriz A = [ V4 V, |.
Como a matriz A € invertivel e é facil encontrar a inversa de uma matriz 2 x 2 (ver
por exemplo [24]), podemos obter as solugdes dos sistemas como A71E; e A71E,.

Como
A ([ 1 o120 12
“\l1 -1 12 172 |7
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entao
Il = [[Eile [Eale ] = [A7'Ey A7'Ey ] = [ e ] ‘
Portanto
(le = lilflenla = | 173 13 || o | =] GFa3

Teorema 3.16. Sejam T : V — Ue S : U — W transformagdes lineares. Sejam B = {V1,...,V,},C = {Uy,..., Uy}
eD = {Wy,..., Wy, } bases de V,U e W respectivamente. Entdo,

[STIE = [SIZ[T]%.

Ou seja, a matriz da composicio de duas transformagdes lineares é o produto das matrizes das transformacoes lineares.
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Demonstracdo. Sejam A = [S|F, B = [T|§ e C = [ST]E. Vamos mostrar que

C = AB.

(STY(V) = s<T<vj>>=s<2bkjuk>=fbk,-s<uk>
k=1

k=1
p m pPom m p
= Y by Y agWi= )Y apbiWi=)_ | Y aubij | W;
k=1 i=1 k=1i=1 i=1 \k=1
Mas, por defini¢do da matriz de uma transformacao linear

(STIV) = 3

P
Como os vetores Wy, ..., W, sdo L.I., entao Cij = Z ﬂikbkj/ ou seja, C = AB, como
k=1

queriamos provar.
|

Exemplo 3.32. Vamos determinar a expressdo da transformacdao linear que faz uma
rotacdo de um angulo 6 no sentido anti-hordrio em torno de um eixo que passa pela
origem e tem a diregdo e o sentido dados por um vetor unitario U = (a,b,c). Seja
C = {Uy, Uy, U3}, em que

U = U= (ab,c)

b a
- 7 /O
( Va2 + 2" \/a? 4 b2 )

U, = ( ac be Tz—i—bz)

VE+ a2+

U, =
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77
3
£

Figura 3.14: Composigdo das Transformagdes Lineares T : V — Ue S : U — W

y

Figura 3.15: Rotagdo de um angulo 6 em torno

de um eixo determinado pelo vetor U Figura 3.16: R (L), Ro,u(Uz) € R (Us)
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E fcil verificar que esta é uma base ortonormal, ou seja, uma base em que os seus
vetores sdo unitarios mutuamente ortogonais. Além disso, temos que

Re(Uy) = Uy =(a,b,c)

Ro(lh) = cosf Uy +send Uy (—bCOSG—acsenG acosf — bcsenf \/msenf))
n ? ’ v+ | Ja+R

Ro(Us) = —sen9uz+c059ll3:(bsene_uccose —asenG—bccosGlmcose).

N RV
Se B = {E1, Ey, E3} é a base candnica de R3, entdo
Ro,u(X) = [Rou(X)]5 = [Roulz[X]5
Podemos escrever Ry ;1 = Rg 11Ips e assim
[Ro,u) = [Ro,ulps]§ = [Ro,ulé [Ips]%
Agora,
[Ro,ul? = [ [Ro,u(Un)]5 [Reu(Un)]s [Rou(Us)]g ] = [ Reu(Ur) Rou(Un) Rou(Us) 1,

e

(Ey,Ur) (Ep,Un) (Es Un)
[Ips)f = [ [Erle [E2le [Esle ] = | (E1,Ua) (Ep,Up) (E3,Up) | =[Uy U Us],
(E1,Us) (Ep,Us) (E3, Us)

pois como as bases B e C sao ortonormais, pela Proposicao 2.7 na pagina 122,

3 3

Ej=) (EU)Uiel; =) (UjE)E = ((UjEr),(Uj Ea), (U Es)).
L L

Assinll, Z

Rou(X) = [Roulf[X]e = [ Rou(Ur) Rou(Uz) Rou(Us) ][ Uy Up Uz |'X.
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Mas,
[ Rou(Un) Rour(Uz) Rou(Us) J[ Uy Up Uz )" =
. —bcosO —acsenf  bsenf —accosf a b c 1
Va? +b? Va2 + b2
b acosf — bcsenf —asenf — bccos0 b a 0 -
VET R N VEIR VEiP B
o B c 75
¢ Va?+Db?senf Va? +b?cos b Va2 + 12 Nz 4 +b

ab(1 —cosf) +csen® b*(1 —cosh) +cosf be(l—cosf) —asend
ac(1 —cos6) —bsen® bc(l—cosf)+asend c?(1— cosf) + cosb

[ a’(1 —cosf) +cos® ab(l—cosf) —csenf ac(l—cosf)+bsend ]

que é a matriz de Ry ; em relacdo a base canonica. Finalmente,
x a?(1 —cosf) +cos® ab(l—cosf) —csenf ac
Rou |y | =

ac(1—cos®) + bsen6 x
ab(1 —cos@) +csenf  b*(1 —cosB) +cosf be(l—cosf) —asend y
ac(1—cosf) —bsenf be(l—cosf) +asend c*(1—cosf) + cosf z

3.3.2 Invertibilidade

Dizemos que uma transformacao linear T : V — W é invertivel se, existe uma
fungdo U : W — V tal que TU = Iy e UT = Iy. A fungdo U é tnica (verifique!) e
denotada por T~ 1.
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Proposicdo 3.17. Seja T : V. — W uma transformacdo linear invertivel. Entdo, T~' : W — V ¢é também uma
transformagdo linear.
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Demonstracdo. Sejam Y1,Y, € W e a,B escalares. Sejam X; = T 1(Y;) e
X, = T~(Y3). Entao,
TN aYr+BY2) = T '(aT(X1) +BT(X2) = T~ (T(aX1 + BX2))
= aXi+pXo =aT (Y1) + BT 1 (Y2)

o que prova que T~! é uma transformagao linear.
u

Lembramos que uma fungdo f : A — B é invertivel se, e somente se, é injetiva e
sobrejetiva.

Teorema 3.18. Sejam B = {V,...,V,} e C = {Wy,..., Wy, } bases dos espagos vetoriais V e W, respectivamente.
Uma transformagéo linear T : V — W é invertivel se, e somente se, [T é invertivel (det([T]$) # 0). Além disso, se T
é invertivel, entdo [T~1]8 = ([T]§) L.

Demonstracdo. Suponha, em primeiro lugar, que T é invertivel. Entdo T é injetiva e
sobrejetiva, o que implica, pelo Teorema da Dimensao do Ntcleo e da Imagem 3.8 na
pagina 231, que n = dim(V) = dim(W) = m. Além disso, existe uma transformagao
linear, T~1, tal que TT ' =LyeT T = Iy. Assim,

In = [W]§ = [T'TIE = [T YE[T]5.

Portanto, a matriz [T]§ é invertivel e ([T]§) 1 = [T1]5.
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Suponha, agora, que A = [T]% é uma matriz invertivel. Entdo, A é uma matriz
quadrada e dim(V) = n = m = dim(W). Vamos mostrar que NV (T) = {0}. Seja
V € N(T). Entdo, [T(V)]ec = A[V]p = 0. Como A é invertivel, entdo [V]g = 0.
O que implica que V = 0. Assim T é injetiva (Teorema 3.7 na pagina 230) e como
dim(V) = dim(W), entdo pelo Corolério 3.9 na pdgina 233 segue-se que T é também
sobrejetiva e portanto invertivel.

|

Quando a transformacéo linear é a transformacéo identidade Iy : V — V, definida
por Iy(X) = X, para todo X € V, entdo aplicando o resultado anterior (Teorema

3.18) a esta transformagdo, obtemos o seguinte resultado.

Coroldrio 3.19. Sejam B = {Vi,...,Vy} e C = {Wy,..., Wy} bases de um mesmo espago vetorial V. A matriz

mudanga de base P = [Iy]$ é invertivel e
P = ([lv]g) " = [WIE

Exemplo 3.33. Seja T : P, — P, definidapor T(p) = p+p' + p”, paratodo p € P,
onde p’ e p” denotam a primeira e a segunda derivada de p, respectivamente. Vamos
verificar se T é invertivel. Seja B = {1,x,x?}. Vamos determinar a matriz de T em
relacdo a B. Para isto, vamos escrever o resultado da aplicacdo T em cada elemento
de B como combinacéo linear dos elementos de 5.

T(1) = 1 = 1(1) +0(x) + 0(x?)

T(x) = x+1 = 1(1) +1(x) +0(x%)
T(x?) = x*+2x+2 = 2(1)+2(x) +1(x?)

NN
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Assim, a matriz de T em relagdo a B é

11 2
[TE=[[TWls [T@)s [T)]s | = { 012 ] :
00 1

Esta matriz é invertivel e assim pelo Teorema 3.18 a transformagdo linear T é in-
vertivel e

1 -1 0
TE=(TE"'=]0 1 -2
0 0 1

Vamos determinar uma expressao para T~!. Seja p(x) = ag + a1x + a,x> um po-

lindmio qualquer de P;. Entdo, [p]g = 49 a1 a2 ]" e pelo Teorema 3.14 na pagina 245,
temos que

1 -1 0 ap ap — aq
[T (p)ls = [T 3lpls = [ 8 1 -2 ] [ 1 ] - [ a; — 2ay ] .

a3

Portanto, T~1(p) = (ag — a1) + (a1 — 2a3)x + a»x>.

3.3.3 Semelhanga

Coroldrio 3.20. Sejam B = {Vy,...,V,} e C = {Wy,..., W, } bases de um espago vetorial V. Se T : V. — V é uma
transformagdo linear, entio
[TIg = P~ [TIEP.
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Demonstracdo. Pelo Teorema 3.16 na pagina 248 temos que

[Tl = [WIBITIZIVIE.

Mas pelo Corolério 3.19 na pagina 255 a matriz P = [Iy]% é invertivel e P~1 = [Iy/]§.
De onde segue-se o resultado.
|

Uma transformacao linear de um espago vetorial V nele mesmo é chamada um ope-
rador linear. Sejam A e B matrizes n X n. Dizemos que B é semelhante a A se existe
uma matriz invertivel P tal que B = P~1AP. Observe que com esta terminologia o
Corolario 3.20 pode ser estabelecido da seguinte forma:

Se T : V — V é uma transformagéo linear, B = {Vy,...,V,} e C = {Wy,..., W, } sdo bases de V, entdo [T]g é

semelhante a [T]5.

O trago de uma matriz quadrada A, denotado por tr(A), é definido como sendo a
soma dos elementos da sua diagonal principal. Como tr(AB) = tr(BA) (ver por
exemplo [24]), entdo

tr(P~LAP) = tr(A).
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Assim, em virtude do Corolério 3.20, se V é um espaco vetorial de dimensao finita,
podemos definir o tragco de um operador linear T : V — V como sendo

te(T) = tr([T]5),

onde BB é uma base de V.
De forma analoga, como det(AB) = det(A)det(B) = det(BA) (ver por exemplo
[24]), entao

det(P"1AP) = det(A).

Assim, em virtude do Coroldrio 3.20, se V é um espaco vetorial de dimensao finita,
podemos definir o determinante de um operador linear T : V — V como sendo

det(T) = det([T]5),

onde B é uma base de V qualquer. Agora podemos dizer que um operador é in-
vertivel se, e somente se, 0 seu determinante é diferente de zero (Teorema 3.18 na
pégina 254).

Exemplo 3.34. Vamos obter uma expressdo para a reflexdo na reta r : y = 2x,

R, : R? — R2?, usando o Corolario 3.20. Vamos escolher uma base do R?, tal que
a avaliacdo de R; nos elementos desta base seja facil de se obter. Por exemplo,
C={W=(12),V,=(-21)}

R(V1) = R(1,2) = (1,2) = 1V14+0W,
Ry(Va) = Ry(-2,1) = (2,-1) = 0V —1W,.
Assim,
C 1 0
B—[Rr]c—|:0 _1:|
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A matriz mudanca de base, da base C para a base canénica B = {(1,0), (0,1)} é dada
por

B 1 -2
Pelo Corolério 3.20, a matriz A = [Rr]g é obtida através da equagdo matricial
A= [Rr]g = [IRZ]g[RT]g[IRZ]% = PBP™.
Vamos enunciar uma versdo mais geral do Coroldrio 3.20,

cuja demonstragdo é inteiramente andloga e deixamos
como exercicio para o leitor.

Coroldrio 3.21. Seja T : V. — W uma transformagio linear. Sejam B = {Vq,...,V,} e
B =A{V/,...,V)} basesde Ve C = {Wy,..., Wy} eC' = {W/,...,W},} bases de W.
Entio,

TE =P [TI5Q,

onde P é a matriz mudanga de base de C' para C e Q, de B’ para B.
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3.3.4 Aplicacdo: Equagdes Diferenciais Lineares

Vamos fazer uma aplica¢do ao estudo das equagdes diferenciais lineares homogéneas
com coeficientes constantes, ou seja, equagdes da forma

y(”) + an_ly(”_l) +...+ a1y +agy =0,

onde ag, ..., 4,1 € R.

Proposicdo 3.22. Sejam S, T : V — V operadores lineares, tais que N (S) e N'(T) tém dimensdo finita.
(a) Entdo, dim(N(ST)) < dim(N(S)) + dim(N(T)).
(b) Se T é sobrejetivo, entio dim(N (ST)) = dim(N (S)) + dim(N(T)).

Demonstragio. Seja {Vi,...,V}} base do nucleo de T. Seja {Wy,...,W;} base de
N(S)NZ(T). Estenda-a a uma base do ntcleo de S, {Wy,...,W,}, r > I. Sejam
Ul, ey Ur tais que T(Ul) = er ey T(Lll) = W].
(a) Vamos mostrar que V,..., Vi, Uy, ..., U; geram o ntcleo de ST.
Seja V. € N(ST). Entdo, T(V) € N(S)NZ(T). Assim, existem escalares
x1,...,q; tais que
T(V) =Wy +...+ Dchl.

Como Wy = T(Wy),...,W; = T(U;), entdo

T(V—lelll — ...—unl) =0.
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Logo, V—al; — ... — U, € N(T) o que implica que existem escalares
Bi1, ..., Bk tais que

V-l —...—oqU; = p1V1 + ...+ Bk Vi

Portanto, Vi,..., Vi, Uy,..., U; geram o ntcleo de ST. De onde segue-se o re-
sultado.

(b) Se T é sobrejetivo, entdo N'(S) NZ(T) = N(S) e assim I = r. Vamos mostrar
que Vq,..., Vi, Uy, ..., U sdo LI Considere a combinagdo linear nula

x1V1+...+kak+ylul+...+y,U1:0. (3.3)
Como Vj,..., Vi € N(T), entdo aplicando-se T ficamos com

y1W1+...+ylWl =0.

Como Wy,...,W;sdo LI, entdo y; = ... = y; = 0. Substituindo-se os valores
deyy,...,y;em (3.3) e usando o fato de que Vi, ..., Vs também sdo L.I., obtemos
que x;1 = ... = x = 0e Vp,...,V,, Uy, ..., U sdo LI De onde segue-se o
resultado.

[ |

Coroldrio 3.23. Seja D : C®(R) — C*(R) o operador de derivagio, D(f) = f', para todo f € C*(R). Seja
p(D) = (D — MI)...(D — Ayl). Entdo, dim(N (p(D))) = n.
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Demonstragio. Pelo Exercicio 2.25 na pagina 239 dim(N (D — A,I)) = 1. Podemos
escrever

p(D) =4(D)(D = Aul),
onde q(D) é de ordem n — 1. Vamos supor que o resultado seja verdadeiro para
n —1, ou seja, que dim(N (q(D))) =n — 1.
Como, pelo Exercicio 2.25 na péagina 239 (D — A,I) é sobrejetivo, entdo pela
Proposicdo 3.22 segue-se que

dim(N (p(D))) = dim(N (g(D))) + dim(N (D —A,l)) = (n—1) +1 =n.

Coroldrio 3.24. O espaco solugdo de uma equagdo diferencial linear homogénea com coeficientes constantes é um su-
bespago de C*(R) de dimensio n.

Demonstracdo. Seja a equagdo diferencial linear homogénea com coeficientes cons-
tantes dada por

vy g, iy 4 4y +agy =0, (3.4)

onde ay,...,a,_1 € R. Considere o polindmio auxiliar
p(t) =t +a, 1" V... +ag.
Seja p(D) : C® — C* o operador definido por
p(D)(y) = y™ +a, 1y Y+ a1y +agy.
O conjunto solugdo da equagdo diferencial (3.4) é igual ao nucleo do operador p(D).
Vamos mostrar que dim(N (p(D))) = n.
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Pelo Teorema Fundamental da Algebra o polinémio p(t) = t"* +a, 1t" 1+ ... +ag
é fatordvel da forma p(t) = (t — Aq)...(t — Ayn), em que Ay, ..., A, sdo raizes reais
ou complexas de p(t).

(a) Se as raizes sdo reais, entdo a solugdo da equagdo diferencial (3.4) é o nticleo de
p(D) = (D — AI)...(D — AyI) que pelo Corolério 3.23 tem dimens&o n.

(b) Se p(t) tiver raizes complexas, entdo pelo mesmo raciocinio empregado no item
anterior, o conjunto solucdo da equacdo (3.4) tem dimensdo n em C®(R;C).
Agora, as raizes complexas aparecem aos pares, sendo uma o conjugado da
outra. e(**P)t pertence ao niicleo de (D — (x +iB)I), e~ ")t pertence ao nicleo
de (D — (« —iB)I) e e* cos Bt e e*'sen Bt sdo fungdes linearmente independentes
que pertencem ao ntcleo de (D — (a +i)I)(D — (x« —iB)I). Assim, o nacleo
do operador formado por cada par de raizes complexas tem dimensdo 2 em
C®(R). Portanto, também neste caso a dimensdo do espago solugdo de (3.4) é
igual a n.
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3.3.1.

3.3.2.

3.3.3.

3.3.4.

3.3.5.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 443)

Seja T : R? — R? a transformagao linear dada por T(x,y) = (2x + y, x — 3y), para todo (x,y) € R?. Seja
¢ =1{(1,1),(1,2)}. Determine [T]¢.

Seja D : P; — P; definida por D(p) = p/, a derivada de p, para todo p € P;. SejaC = {1+1¢,1— t}.
Encontre [D]S.

Seja T : R3 — R3 definida por T(X) = AX, para todo X € R3, onde

3 -1 -2
A=1|0 0 -2 1.
0 0 -1

Sejam V; = (1,0,0), V> = (1,2,0) e V3 = (0, —2,1).
(a) Encontre a matriz mudanga de base de C = {V, V;, V3} para a base canonica B = {Ey, Ey, E3};

(b) Use a matriz obtida no item anterior para determinar a matriz B que representa T com relacdo a
base {V1, V5, V3}.

Seja T : P, — P, a transformagéo linear dada por T(p)(t) = tp'(t) + p" (¢).
(a) Encontre a matriz A que representa T com relagdo a B = {1, ¢, t2}.
(b) Encontre a matriz B que representa T com relagio a C = {1,t,1+ #2}.
(c) Encontre a matriz P tal que B = P L1AP.
(d) Se p(t) = ag + ait + ax(1 + t2), calcule T" (p).

Considere aretar: (x,y,z) = £(1,1,1). Sejam B = {E;, E3, E3} a base candnica do R3eC = {Uy, Uy, U3}
a base ortonormal de R? definida por U; = 1/\@(1, 1,1), U, = 1/\@(—1, 1,0)eU; = 1/\@(—1, -1,2).

(a) Seja P, : R® — R a projecdo ortogonal na reta r. Encontre [P,]S e [P/]
C
c

T B®

(b) Seja R, : R3 — R? a reflexdo em relagao a reta r. Encontre [R,]S e [R,]5.
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3.3.6. Considerearetar: (x,y,z) = t(1,1,0). Sejam B = {E;, E5, E3} a base canénica do R? e C = {Uy, U,, U3}
a base ortonormal de R?® definida por U; = 1/v/2(1,1,0), U, = (0,0,1) e U3 = 1/+/2(1,—1,0). Seja
Ryjor: R3 — R? a transformacdo linear, que é uma rotagdo de um angulo de 77/2 em torno da reta r.
Determine [Rn/z,r}g e [Rn/z,r}g‘

3.3.7. Para cada uma das transformacoes lineares T verifique se T é invertivel e calcule a inversa, T-1, se ela
existe.

(@) T:R3 — R3 definida por T
(b) T : Py — P, definida por T
(c) T:R3 — P, definida por T
(d) T: P, — R3 definida por T

x,y,z)=(x+2y+zy+2zz).

p)=p-2p —p"

a,b,c) = (a+b+c)+ (a+2b+c)t+ (a+2c)t.
p) = (p(=1),p(0), p(1)).

—~ —~~ —~
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Exercicios Teoricos
3.3.8. Sejam V e W espagos vetoriais de dimensdo finita. Seja T : V — W uma transformacéo linear. Mostre
que o posto de T é igual ao posto da matriz [T]%, onde B e C bases de V e W, respectivamente. (Sugestao:
mostre que nulidade de T ¢ igual a nulidade da matriz [T]§.)
3.3.9. Determine a matriz do operador D : P, — P, definido por D(p) = p’, para todo p € Py, em que p’ é a
derivada de p, em relacdo a base {1, ¢, 2.t}
3.3.10. Seja Y = (a,b,c) € R3. Determine a matriz do operador linear T : R3 — R3, definido por
_ _ _ vy z| X oz Xy
TR T FE A P )
em relacdo a base candnica.
3.3.11. Seja ¢ uma constante diferente de zero. Uma transformacdo linear T : R?> — R? dada por

T(x,y) = (cx,y), para todo (x,y) € R? é chamada expansio ao longo do eixo x se ¢ > 1 e contracio
ao longo do eixo x se 0 < ¢ < 1. Uma transformagao linear T : R? — R? dada por T(x,y) = (x,cy),
para todo (x,y) € R? é chamada expansio ao longo do eixo y se ¢ > 1 e contragio ao longo do eixo y se
O0<ec<l

Uma transformacdo linear T : R? — R? dada por T(x,y) = (x + cy,y), para todo (x,y) €
cisalhamento ao longo do eixo x. Uma transformagao linear T : R? — R? dada por T(x,y)
é chamada cisalhamento ao longo do eixo y.

R2 ¢ chamada
= (x,y+cx),

(a) Mostre que a matriz elementar que corresponde a trocar duas linhas é a matriz de uma reflexdao em
relacdo a reta y = x.

(b) Mostre que a matriz elementar que corresponde a multiplicar uma linha por um escalar ndo nulo é
a matriz de uma expansdo, ou a matriz de uma contragdo, ou a matriz de uma reflexdo em relagao
a um dos eixos coordenados, ou um produto de uma matriz de uma reflexdo em relacdo a um dos
eixos coordenados por uma matriz de uma expansdo ou contragdo.

(c) Mostre que a matriz elementar que corresponde a somar a uma linha um mdultiplo escalar de outra
é a matriz de um cisalhamento ao longo de um dos eixos coordenados.
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3.3.12.

3.3.13.

3.3.14.

3.3.15.

3.3.16.

(Sugestao: veja, por exemplo, em [24] as matrizes elementares 2 x 2 e compare com as matrizes das
transformacdes definidas acima.)

Mostre que se T : R? — R? é uma transformagcao linear invertivel, entdo T é uma composigio de ex-
pansdes, compressdes, cisalhamentos e reflexdes. (Sugestdo: use o fato de que toda matriz invertivel é o
produto de matrizes elementares e o Exercicio 3.3.11.)

Seja A uma matriz triangular superior n X n com todos os elementos da diagonal iguais a zero. Mostre
que A" = 0. (Sugestdo: considere o operador T : R” — R" cuja matriz na base canénica é iguala A e
determine a matriz de T".)

Seja T : V. — W uma transformagdo linear. Sejam B = {Vy,...,V,} e B' = {V],...,V,} bases de V e
C={Wy,..., WyutelC' ={Wj,...,W,,} bases de W. Mostre que
(M5 = PTI5Q,
onde P é a matriz mudanga de base de C’ para C e Q, de B’ para B. (Sugestdo: siga a demonstragdo do
Corolario 3.20 na pagina 256.)
Seja B = {Vl, e, Vn} uma base de um espago vetorial V. Seja P uma matriz n x n invertivel. Mostre que
n
C={Wy,...,W,} é umabase de V, onde W; = ) p;;Vj, paraj=1,...,n. Assim, P é a matriz mudanca
i=1
de base de BB para C.

Sejam T :V — UeS: U — W transformagdes lineares. Suponha que os espagos vetoriais V,U e W sao
de dimensdo finita. Sejam A e B matrizes tais que o produto AB esteja definido. Mostre que

(@) posto(ST) < posto(S). (Sugestdao: mostre que Z(ST) C Z(S).)
(b) posto(AB) < posto(A). (Sugestdo: use o item anterior.)

(c) posto(AB) < posto(B). (Sugestdo: use o fato de que o posto de uma matriz é igual ao de sua
transposta.)

(d) posto(ST) < posto(T). (Sugestdo: use o item anterior.)
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(e) Se S é injetiva, entdo posto(ST) = posto(T).
(f) Se T é sobrejetiva, entdo posto(ST) = posto(S).
(g) Dé um exemplo em que posto(T) = posto(S) > posto(ST).

3.3.17. Sejam W; e W, subespagos de um espago vetorial V tais que V = W; @& W,. Defina o operador linear
P:V — 'V, projecio em W, paralelo a W, da seguinte forma: todo vetor V € V se escreve de maneira
tnica como soma V = V; +V,, com V; € Wy e V, € W,. Define-se entdo P(V) = V;. Mostre que
I(P) = Wy, N(P) = Wy e P? = P.

3.3.18. Mostre que se P : V — V é um operador linear tal que P> = P (operador idempotente), entdo P é uma
projecdo. (Sugestdo: Sejam Wy = Z(P) e W, = N(P). Paratodo V € V, V = (V — P(V)) + P(V).
Mostre que (V — P(V)) € N(P) e que se W € Z(P), entdo P(W) = W.

3.3.19. Suponha que um espago vetorial, V, admita uma decomposicdo em soma direta
V=W;®... > W, istoé,

N V=Wi+...+Wre
(i) W,n(Wi+...4W;, 1+ W,y +...+ W) = {0}, parai =1,...,k

Parai=1,...,k, seja P; : V — V definida da seguinte forma. Seja V € V. V se escreve de maneira tinica
comoV =V;+...4+ V, comV; € Wy,...,V, € Wy, Entdo, P;(V) = V;. Mostre que

(a) Pi2 =P,parai=1,...,k

b) Li+...+P =1

(c) PiP; = O, a transformacdo linear nula, se i # j.
3.3.20. Sejam Py, ..., P : V — V operadores lineares tais que

i b+...+P =1

(ii) P;P; = O, a transformagao linear nula, se i # j.

Mostre que
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(a) Pi2 =P,parai=1,...,k
b)) V=W;&...o W, onde W; =Z(P;), parai =1,...,k.
(c) SeV=Vi+...4+V,comV, € Wy,...,Vy € Wy. Entdo, P;(V) =V, parai =1,...,k.
3.3.21. Sejam W, ..., Wj subespacos de um espago vetorial V.
(@) SejaV=W; ... & Wy. Se B; é uma base de W;, parai =1,...,k, mostreque B1N...N By =0 e
BiU...U B é uma base de V.
(b) Reciprocamente, se B; é base de W;, parai=1,...,k,com B1N...N By =B e B1U...U By base de
V, mostre que V=W; & ... & W,.
3.3.22. Seja P : V — V um operador idempotente (P> = P) de um espaco de dimensio finita. Mostre que
(a) Existe uma base B tal que a matriz de P em relacdoa B, A = (al-]-)nxn, étalqueay; =...=a,=1e
os demais a;; = 0, onde r = posto(P).
(b) O trago de P é igual ao seu posto.
3.3.23. Um operador T : V — V é chamado nilpotente se T" = O, a transformagcdo linear nula, para algum
n € N. Seja T um operador nilpotente. Mostre que existe um vetor V # 0 tal que T(V) = 0.
3.3.24. Seja T : V — W uma transformacdo linear. Seja {V,...,V,} uma base do nicleo de T. Mostre que o

conjunto de todos os vetores X € V que sdo solugdo da equagdo T(X) = W, para W € Z(T) é o conjunto
dos vetores da forma Xy + a1 V; +...a, V), em que Xy é uma solugao particular de T(X) = W.
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3.4 A Adjunta

Proposicao 3.25. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita com produto interno. Seja f um funcional linear sobre
V, ou seja, uma transformagdo linear de V no conjunto de escalares (R ou C). Entdo existe um tinico vetor W € V tal
que

f(V)=(V,W), paratodoV € V.

Demonstragio. Seja gy : V — R(ou C) a fungdo definida por gy (V) =(V, W), para
todo V € V. Segue das propriedades do produto interno que gw é um funcional
linear. Seja B = {Uj, ..., U, } uma base ortonormal de V. Entéo, pela Proposicao 2.7
na pagina 122,

W = <W,U1> Uy +...+ <W,Un> u,.

Mas, f(Uy) = gw(Uy) se, e somente se, f(Uy) = (U, W) ou (W, Uy) = f(Ug).
n
Assim, seja W = Y f(Uj)Uy. Entdo,
k=1

gw(ly) = (U;, W) = <uj'](izlJc(lll<)uk> = k:zlﬂuw (u;, Uy) = f(U;).

Ouseja, f e g sdo iguais nos elementos da base 3. Logo, pelo Teorema 3.1 na pagina
213, temos que f(V) = gw(V) = (V, W), para todo V € V.
[ |
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Exemplo 3.35. Seja f : R” — R um funcional linear. Entdo, existe uma matriz
A = [ay ... a,],1xn, talque

X1 X1
fX)=f| : | =AX=[a ... a4]
Xn Xn

Neste caso, o vetor
W = f(E])El +... +f(E3)E3 =mEi+...+a,E, = (ﬂl,. . .,{Iln)

é tal que f(X) = (X, W).

Definicdao 3.7. Seja T : V — W uma transformacdo linear entre espagos vetoriais com produto interno. Uma
funcdo T* : W — V é chamada a adjunta de T se,

(T(V),W)=(V,T*(W)), paratodosV € VeW € W. (3.5)
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Simbolicamente, a equacdo (3.5) estd dizendo que temos que “colocar” * em T,
quando “passamos” T para o outro lado do produto interno.

Proposicao 3.26. Seja T : V. — W uma transformagdo linear entre espagos vetoriais com produto interno. Se T tem
uma adjunta, T* : W — 'V, entio ela é uma transformagdo linear e é a tinica que satisfaz (3.5).

Demonstracdo. Vamos mostrar em primeiro lugar que se T* é adjunta de T, entdo
ela é uma transformacao linear. Sejam W;, W, € W e a, § escalares. Seja V € V
qualquer.

<V, T*(szl + ﬁW2)> = <T(V),L¥W1 + ﬁW2>

(T(V), Wr) + B(T(V), Wa)
(V,T"(Wh)) + B(V, T"(W2))
(V,aT"(Wh) + BT"(W2))

o
o

De onde segue-se que
(V, T"(aWq + BW,) — (aT*(Wq) + BT*(W,))) =0, paratodovetor V eV,

em particular para V = T*(aW; + pW,) — («T*(Wq) + BT*(W,)). O que implica que
V = 0. Portanto, T*(a«W; + pW,) = aT*(W;) + BT*(W,), como queriamos provar.

Seja U : W — V uma transformacao linear tal que

(T(V),W) =(V, T*(W)) = (V,U(W)), paratodosV €VeW e W.
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Entdo, (V, T*(W) — U(W)) = 0, para todos V € Ve W € W. Isto implica, tomando
V =T*(W)—-UW), que T*(W) — U(W) = 0, para todo W € W. De onde segue-se
que T* = U.

|

Teorema 3.27. Seja T : V — W uma transformagdo linear entre espagos de dimensdo finita com produto interno.
Entdo T possui adjunta T*, ou seja, existe uma tinica transformagdo linear

T W=V

que satisfaz
(T(V),W) =(V,T"(W)), paratodosV € VeW € W.

Demonstracdo. Seja W € W. Seja gw : V — R(ou C) a fungdo definida por
gw(V) = (T(V), W), para todo V € V. Segue das propriedades do produto interno
e da linearidade de T que g é um funcional linear.

Pela Proposicao 3.25 existe um tinico V' € V (que depende de W) tal que
gw(V) =(T(V),W)=(V,V"), paratodoV €V.

Seja T* : W — V a fungdo definida por T*(W) = V’, para todo W € W. Ja mostra-
mos que T* é tinica e é uma transformacdo linear.
[ |

Para determinar a adjunta de uma transformacdo linear T s6 precisamos da matriz
de T em relagédo a bases ortonormais.
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Proposicdo 3.28. Sejam B = {V1,...,V,} eC = {Wy,..., Wy} bases ortonormais de V e W, respectivamente. Se
T :V — W é uma transformagdo linear, entdo

[T = A, onde [Aljj=a; = (T(V;),W;),parai=1,...,mej=1,...,n

Demonstragdo. Seja A = (a;j)mxn @ matriz definida por a;; = <T(V]-),Wl->. Pela
Proposicao 2.7 na pagina 122, para o vetor T(V}), temos que

T(V}) = §<T<vj>,w,-> W,
<T(Vj)r W1>
Entdo, [T(V))]c = : . Como [T]§ = [[T(V1)]c ... [T(Va)]c], entdo
(T(V}), Wan)

Proposicdo 3.29. Sejam B = {V1,...,Vy} eC = {Wy,..., Wy} bases ortonormais de V e W, respectivamente. Se
T :V — W é uma transformagiio linear e A = [T, entdo

T*18 = B, onde Blii=b;=a;parai=1,...,nej=1,...,m.
¢ j j = 4jir P ]
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Demonstragio. Pela Proposi¢do 3.28 a matriz B = [T*] g é dada por

bij = (T"(W)), Vi) = (V;, T*(W))) = (T(V;), W;) = @
m

Exemplo 3.36. Seja T : R” — R” uma transformagcéo linear. Entdo existe uma matriz
A, m x n, tal que
T(X)=AX, paratodoX € R"

Como a base candnica do R"” é uma base ortonormal, entdo a adjunta T* : R — R”
é dada por
T*(Y) = A'Y, paratodoY € R™.

Podemos, agora, provar mais algumas propriedades da algebra das transformacoes
lineares.
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Proposicdo 3.30. Sejam S e T transformagdes lineares com dominios e contra-dominios apropriados. Entdo,

@ (S+T)* =S"+T% (b)(«T)* =aT*; () (ST)* =T*S*; DT* =T, (I*=1.

Demonstracdo. Para provar estas propriedades vamos usar o fato de que duas
transformacao lineares Ty, T, : V. — W sdo iguais se (W, T1(V)) = (W, To(V)), para
todosVecVeWcW.

(a)

(V.(S+T)"(W)) = (S+T)(V), W) = (S(V), W) +(T(V), W) =
= (V,S*(W)) +(V, T*(W)) = (V, 5" (W) + T*(W)) = (V, (S + T")(W))

(b)
(V, (aT)"(W)) = ((aT)(V), W) = a(T(V),W) = a (V, T*(W)) = (V, @T*)(W)) .

(0)
(V,(ST)*(W)) = ((ST)(V), W) = (S(T(V)), W) = (T(V),S*(W)) = (V,(T*S*)(W)) .

(d)

(T(V), W) = (W, T**(V)) = (T*(W), V) = (V,T"(W)) = (T(V),W).

(e) Este item é simples e deixamos como exercicio para o leitor.
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Teorema 3.31. Sejam T : V — W uma transformagdo linear entre espagos vetoriais com produto interno de dimensio
finita. Entio

(@) N(T)=Z(T*)* e V= N(T) @ Z(T*).
(b) N(T*) =Z(T)L e W = N(T*) @ Z(T).

Demonstracido. (a) Um vetor V. € N(T) se, e somente se, (T(V),W) = 0, para
todo W € W. Mas, (T(V),W) = (V,T*(W)) = 0, para todo W € W se, e
somente se, V € Z(T*)*. Portanto, N'(T) = Z(T*)*+ e V = N(T) @ Z(T*), pela
Proposicdo 2.11 na péagina 148.

(b) Basta aplicar o item anterior a T* e usar o fato de que T** = T.

3.4.1 Aplicagao: Problema de Quadrados Minimos

Muitos problemas, quando modelados, levam a sistemas lineares A X = B, que sdo
inconsistentes (isto é, ndo possuem solugdo), apesar dos problemas que os origi-
naram requererem solucdo. A inconsisténcia vem com freqiiéncia devido a erros
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experimentais na matriz B. Uma forma de resolver esta inconsisténcia é resolver o
problema de quadrados minimos associado, ou seja,

min ||A X — B||%.

Apesar de ndo ser esta a tinica forma de resolver a inconsisténcia, pode-se mostrar
que se os erros em B forem ndo viciados e os b; tiverem a mesma variancia (fixa),
entdo a solugdo do problema de quadrados minimos é a que tem a menor variadncia
dentro de um certo conjunto de “solugdes”.

O teorema seguinte € a chave para a solu¢do do problema de quadrados minimos.

Teorema 3.32. Seja A uma matriz m x n. O problema de quadrados minimos:
min ||AX — B||?
é equivalente a resolver o sistema linear consistente
A'AX = A'B,

chamado de equagbes normais.

Demonstragio. Seja T : R" — R™ a transformagdo linear definida por T(X) = AX,
para todo X € R". O problema de quadrados minimos

min [|AX — BJ|?
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pode ser escrito como
min |[[Y-B|> e Y=AX.
YeZ(T)
Um vetor X € R" é solugdo deste problema se, e somente se,
B—Y = B— AX € I(T)* (Teorema 2.12 na pagina 157). Mas, pelo Teorema 3.31,
Z(T)* = N(T*). Assim, X é solucdo do problema de quadrados minimos se, e
somente se,
A'(B— AX) =0.

Ou seja, a solugdo do problema de quadrados minimos é a solugdo do sistema linear
A'AX = A'B.

Exemplo 3.37. Vamos determinar a reta de equagdo y = ax + b que melhor se ajusta
aos pontos P; = (—3,6),P, = (0,4),P; = (1,0) e Py = (2,2) no sentido de quadra-
4
dos minimos, ou seja, tal que Z(yi — ax; — b)? seja minimo. Substituindo-se estes
i=1
pontos na equagdo da reta obtemos o seguinte sistema

—3a1 4+ b = 6
b = 4
a + b =0
20 + b = 2
-3 1 6
. 0 1 4
Para este sistema temos que A = 11 e B = 0 Para encontrar a
21 2

solucdo de quadrados minimos deste sistema temos que resolver as equagdes nor-
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Figura 3.17: Subespagos N'(T),Z(T*), Z(T) e N (T*)
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Figura 3.18: A solugdo de quadrados

minimos

Figura 3.19: Reta que “melhor” se ajusta a
quatro pontos
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mais ALAX = A!B. Neste caso,

ta | 140 o | —14
A'A = [ 0 4 e A'B= 1
Assim a solugdo de quadrados minimos ¢ X = [—1 3]/, oua = —1,b = 3. A reta

y = —x + 3 é a reta procurada.

Exemplo 3.38. Vamos determinar a pardbola de equagdo y = ax? + bx + ¢ que me-
lhor se ajusta aos pontos P, = (—2,0),P, = (—1,2),P; = (1,2) e P, = (2,10) no
4

sentido de quadrados minimos, ou seja, tal que Z(-Vi — ax? — bx; — ¢)? seja minimo.
i=1
Substituindo-se estes pontos na equagdo da pardbola obtemos o seguinte sistema

4da — 2b + ¢ = 0
a — b + ¢ = 2
a + b + ¢ = 2
da + 2b + ¢ = 10
4 -2 1 0
. 1 -1 1 2
Para este sistema temos que A = 1 1 11°¢© B = 'k Para encontrar a
4 21 10

solucdo de quadrados minimos deste sistema temos que resolver as equagdes nor-
mais AIAX = A!B. Aqui,

3 0 10 44
AlA = 0 10 0 e AB=1 20
10 0 4 14

Escalonando a matriz aumentada [A’A|A’B] obtemos que a solucdo de quadrados
minimos ¢ X = [121)f,oua =1,b =2ec=1. Ey = x> + 2x + 1 é a equagio da
parébola procurada.
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Exemplo 3.39. Vamos determinar o circulo de equagdo x*> + y> = ax + by + ¢ que
melhor se ajusta aos pontos P; = (—2,0),P, = (0,2),Ps = (1,-3) e Py = (3,1)
4

no sentido de quadrados minimos, ou seja, tal que Z:(x,2 +y? —ax; — by; — ¢)? seja
i=1

minimo. Substituindo-se estes pontos na equacdo do circulo obtemos o seguinte

sistema

—2a + ¢ = 4
4+ 2b + ¢ = 4
a — 3 + ¢ = 10
3ag + b + ¢ = 10
-2 0 1 4
. 0 2 1 4
Para este sistema temos que A = 1 -3 1 eB = 10 |- Para encontrar
3 1 1 10

a solu¢do de quadrados minimos deste sistema temos que resolver as equagdes nor-
mais A’AX = A'B. Aqui,

14 0 2 44
AfA = 0 14 0 e A'B=1 20
2 0 4 14

Escalonando a matriz aumentada [A’A|A’B] obtemos que a solucdo de quadrados
minimos é X = [18/13 —6/7 82/13]}, oua = 18/13,b = —6/7 ec = 82/13. A
equagao do circulo procurado é x? + y? — (18/13)x + (6/7)y = 82/13. O centro
do circulo Py = (x0,o) e o raio r sdo obtidos pelas equacdes 2 = 2xp,b = 2y e

12 =c+x3+y3 Assim, xg = 9/13,yg = —3/7er = \/ 352 ~ 2,6.

Exemplo 3.40. Vamos, agora, acrescentar o par (1/2,3/2) ao conjunto de dados do
Exemplo 1.70 na pédgina 85 obtendo o seguinte conjunto de dados
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x| —1]0[1/2][1]2]3
y| 1|4(3/2[1]3]0

Como no Exemplo 1.70 na pagina 85, dividindo-se o intervalo [—1, 3] em dois subin-
tervalos e usando a base {41, 92,43, 44,45}, 0 problema de encontrar um spline

f(x) = c1q1(x) + caqa(x) + c3q3(x) + caqa(x) + c5q5(x)

que melhor se ajusta ao conjunto de pontos (—1,1), (0,4), (1/2,3/2), (1,1), (2,3),
(3,0) no sentido de quadrados minimos toma a forma

6
min ; (c191(x;) + c22(x;) + caqa(x;) + caqa(x;) + csqs(x;) — f(x;))?

ou
min ||[AX — B|],

em que a matriz A é definida por a;; = q;(x;), B por b; = y; e X por x; = c;, para
i=1,...,6,j=1,...,5. Neste caso

1 1
11 1 o0 o
13 B 1 1
2 32 3 32 A c
1 121 235 27 c
6 2% 256 256 O 3/2 2
A= , B= , X=|o¢ |,
o L 1 1 9 1
! i 3 Cq
1 23 23 1 C5
0 % % % = 0
1 1
00 3 1 g |

Os coeficientes c; obtidos resolvendo o problema de quadrados minimos séo

c1 = —344039, cp =10.7147, c¢3 = —4.3737, c4=9.6455, 5= —34.2351
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 448)

3.4.1. Seja T : R" — R™ uma transformacdo linear definida por T(X) = AX, para todo X € R". Determine uma
base para cada um dos seguintes subespacos Z(T*), N (T),Z(T) e N(T*), para cada uma das seguintes

matrizes.
-2 1 0 0 O
1 3 01 1 1
@, 4 ® 19011
3 4 1 1 2 2

3.4.2. Seja W o subespaco de R3 gerado por V = (1, —1,1). Encontre uma base para W+ e dé uma interpretagao
geométrica para W e W-+.

3.4.3. Seja W o subespaco do R* gerado pelos vetores Vi = (1,0,—2,1) e V, = (0,1,3, —2). Encontre uma base
L
para W-.

3.4.4. Encontre a equacdo da pardbola que melhor se ajusta aos pontos dados no sentido de quadrados
4
minimos, ou seja, tal que }_ (y; — ax? — bx; — c)* seja minimo:
i=1
(@ P =(-21),P,=(-1,2),P3=(1,0)e Py = (2,7).
(b) P, =(—2,1),P, =(-1,3),P3 = (1,3) e P, = (2,11).

3.4.5. Encontre a equacdo do circulo que melhor se ajusta aos pontos dados no sentido de quadrados minimos,

4
ou seja, tal que Z;(xl2 + y? — ax; — by; — c)? seja minimo:
i=1
(@ Py =(—=2,0),P,=(0,1),P3=(1,-2)e Py = (2,1).
b)yP, =(—2,1),P, =(-1,-2),P3 = (0,1) e P, = (2,0).

3.4.6. Encontre a solugdo de quadrados minimos dos seguintes sistemas:

x + 2y = 3 -x + y = 10 B
(a) 2x + 4y = 2 (b) 2x + y = 5 (c)
-x - 2y =1 x — 2y = 20

= R
I+ +
AN
+ 4+ +
N N N N
[
N — DN =

=
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Exercicios usando o MATLAB®
Comandos do MATLAB®:
>> x=linspace(a,b) cria um vetor contendo 100 valores igualmente espagados entre a e b.
>> plot(x,f(x)) desenha as funcdo £ (x) ligando os pontos (x;, f(x;)).
Comandos do pacote GAAL:
>> gk=splinel(k,x,nbp,a,b) calcula o spline g; em x para um intervalo [a,b] dividido em nbp-1 su-
bintervalos.
>> A=splinel(X,nbp,a,b) cria a matriz a;; = q]-(XZ-) para um intervalo [a,b] dividido em nbp-1 subin-
tervalos.
>> f=splinel(C,x,nbp,a,b) calcula a soma Crqy(x) com k=1:nbp+2
>> po([X,Y]) desenha os pontos (X(i),Y(i)).
3.4.7. (a) Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleatérias entre —5 e 5.

Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

(b) Use 0 MATLAB® para encontrar os coeficientes 4, b, c e d da fungdo polinomial
p(x) = ax® + bx* + cx + d que melhor se ajusta aos pontos dados pelas linhas da matriz P, no
sentido de quadrados minimos, ou seja, tal que ¥_(y; — ax? — bx? — cx — d)? seja minimo. A matriz
A=matvand(P(:,1),3) pode ser util na solucdo deste problema, assim como a matriz B=P(:,2).

(c) Desenhe os pontos e o grafico do polindmio com os comandos
clf,po(P), syms x, plotfl(a*x"3+b*x"2+c*x+d, [-5,5]), onde a,b,c e d sdo os coeficientes ja en-
contrados. Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.
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3.4.8. (a) Use o comando P=randi(6,2), para gerar 6 pontos com entradas inteiras e aleatérias entre —5 e 5.
Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

(b) Useo MATLAB® para encontrar os coeficientes 4, b, c, d e e da conica de equagdo
x2 +axy + by? + cx + dy + e = 0, cujo grafico melhor se ajusta aos pontos dados pelas linhas da
matriz P, no sentido de quadrados minimos, ou seja, tal que Z(xi2 — axiy; — by% —cx; — dy; —e)? seja
minimo. As matrizes M=matvand(P,2), B=-M(:,1) e A=M(:,2:6) podem ser tteis na solugdo deste
problema.

(c) Desenhe os pontos e a conica com os comandos
clf,po(P), syms x y, plotci(x~2+a*xx*y+b*y 2+cxx+d*y+e, [-5,5],[-5,5]), onde a,b,c,d e e
sdo os coeficientes encontrados no item anterior. Desenhe os eixos coordenados com o comando
eixos.

Exercicios Teoricos

3.4.9. Sejam T, S : V — W transformagdes lineares entre espacos vetoriais com produto interno. Mostre que se

(T(V),W) = (S(V),W), paratodosV € VeW e W, entao T = S.

3.4.10. Seja W um subespago de um espago vetorial com produto interno V, gerado pelos vetores Vi,..., V;.
Mostre que V € W se, e somente se, V é ortogonala Vj, parai =1,...,k.

3.4.11. Seja T : V — W uma transformacao linear entre espacos vetoriais de dimensdo finita com produto
interno.

(a) Mostre que N'(T*T) = N(T);
(Sugestdo: se T*T(V) =0, entdao T(V) € Z(T) NN (T*).)

(b) Mostre que se T é injetiva, entdo T*T é invertivel.
(c) Mostre que Z(T*) = Z(T*T).

(d) Mostre que se T é sobrejetiva, entdo TT* é invertivel.
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3.4.12. Sejam A uma matriz m X n com colunas linearmente independentes e B uma matriz m x 1. Mostre
que neste caso, a matriz A’A é invertivel e que vale a seguinte férmula para a solu¢do do problema de
quadrados minimos, min ||AX — B||?,

X = (A'A)"1A'B.

3.4.13. Sejam B = {Vy,...,V,} eC = {Wj,..., W, } duas bases ortonormais de um espago vetorial com produto
interno V real.

(a) Mostre que a matriz mudanga de base de 5 para C é
P = (pij)uxn, emque p;jj = (V;,W;), parai,j=1,...,n.

n
(b) Mostre que (V;, Vj) = Y (Vi, Wi) (V}, W,).
k=1

(c) Mostre que P é uma matriz ortogonal, ou seja, que P~! = P*. (Sugestdo: mostre que P'P = I,,.)
3.4.14. Seja T : V — V um operador linear em um espago com produto interno.

(a) Mostre que se W é um subespago de V tal que T(W) € W, para todo W € W, entao T*(V) € W+,
para todo V € W+. (Sugestdo: tome V € W e mostre que (W, T*(V)) = 0, para todo W € W.)

(b) Mostre que se TT* = T*T, entdo ||[T(V)|| = ||T*(V)||, para todo vetor V € V. (Sugestdo: use o fato
de que [[T(V)[|> = (T(V),T(V)).)
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y : y
12 2
10
1
8
. X
-1
]
-2
-3
X
-2 -4
-8 6 4 2 o 2 4 6 8 2 1 o 1 2 3 4
Figura 3.20: Pardbola que “melhor” se ajusta Figura 3.21: Circulo que “melhor” se ajusta a
a quatro pontos quatro pontos
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25 b

15 @) i
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ol |

Figura 3.22: Ajuste dos dados do Exemplo 3.40 por splines dividindo-se o intervalo [—1, 3] em dois subinter-
valos
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Teste do Capitulo

1. Seja F : R3 — R3 uma aplicagéo linear tal que F(E;) = E; + E,, F(E;) = E; e F(E3) = E,, em que
{E;, Ey, E3} é a base candnica do R3.

(a) Ache F(x,y,z), onde (x,y,z) € R3.
(b) Ache uma base para N (F), uma base para a Z(F) e suas dimensdes.

(c) Diga se F é injetiva, sobrejetiva e isomorfismo.

2. Dé um exemplo de um isomorfismo T : R3 — R? diferente da identidade do R®. Prove que é isomor-
fismo.

3. Dé um exemplo de uma transformagao linear T sobrejetiva e ndo injetiva. Prove que é sobrejetiva e ndo
injetiva.

4. Considere o plano 7 : x + y +z = 0. Sejam B = {E;, E», E3} a base candnica do R3e(C = {Uy,U, U3} a
base ortonormal de R? definida por Uy = 1/\/5(1,1,1), U, = 1/\@(—1,1,0) el = 1/\@(—1, -1,2).

(a) Seja P : R® — R? a projegdo ortogonal no plano 7. Encontre [Pr]$ e [Pr]E.

(b) Seja R : R3 — R3 a reflexdo em relacdo ao plano 7t. Encontre [R5 Ce[R,|E.
) p C B
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Capitulo 4

Diagonalizacao

4.1 Diagonalizacdo de Operadores

4.1.1 Motivacao: Sistemas de Equacdes Diferenciais Lineares

Vamos considerar o problema de encontrar as fungdes que ddo a evolugdo das
populacdes de duas espécies, S1 e Sy, convivendo em um mesmo ecossistema no
tempo t > 0. Vamos denotar as populacdes das espécies S; e Sy em um instante ¢
por x1(t) e xp(t), respectivamente.
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Inicialmente vamos supor que a taxa de crescimento da populagdo de uma espécie
ndo depende do que ocorre com a outra espécie e que esta taxa é proporcional a
sua populacdo existente (ou equivalentemente que a taxa de crescimento relativa é
constante). Ou seja, vamos supor que

4= D= an(

G0 = Y= an
em que 4,d € R. Temos aqui um sistema de equacoes diferenciais, ou seja, um sis-
tema de equagdes que envolvem derivadas das funcgdes que sdo incégnitas. Neste
caso as duas equagdes sdo desacopladas, isto é, podem ser resolvidas independen-
temente. A solugdo do sistema é x1(t) = x1(0)e” e xo(t) = x2(0)e?, para t > 0
(Exemplo 1.19 na pagina 22).

Vamos supor, agora, que as duas populagdes interagem de forma que a taxa de cres-
cimento da populagdo de uma espécie depende de forma linear ndo somente da sua
populacdo existente, mas também da populagdo existente da outra espécie. Ou seja,
vamos supor que

xj(t) = axy(t)+ bxa(t)
xh(t) = cxq(t) +dxo(t)

Por exemplo, se os individuos de uma espécie competem com os da outra por ali-
mento (a,d > 0 e b,c < 0), ou os individuos da espécie S; sdo predadores dos da
outra (a,b,d > 0 e ¢ < 0). Neste caso a solugdo de uma equacdo depende da outra.
Podemos escrever este sistema na forma de uma equacédo diferencial matricial

X'(t) = AX(t), (4.1)

em que X'(t) = [ :;(t) ], A= [ LCI Z } e X(t) = [ xl(t; ] Vamos supor que

xz(t
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existam matrizes P e D tais que

A=PDP7!, (4.2)

emque D = [ )Bl )?2 } Substituindo-se (4.2) em (4.1) obtemos
X'(t) = PDP7X(t).
Multiplicando-se a esquerda por P!, obtemos
PIX'(t) = DP1X(¢).

Fazendo a mudanca de varidvel Y (t) = P~'X(t), obtemos

que pode ser escrito na forma

nt) = At

va(t) = Aaya(t)
Estas equacdes estdao desacopladas e tém solugdes dadas por y;(t) = y;(0)eM! e
ya(t) = y2(0)e?'. Assim a solugdo da equagio (4.1) é

X(t) = PY(t) = P [ ﬁg;?; ] _ p[ egﬁ o }Y(O) _ p{ eglt o }p—lx(o).

Observe que o que possibilitou a resolucdo do sistema de equagdes foi a hipotese
feita de que a matriz A pode ser escrita como A = PDP~!, em que D é uma matriz
diagonal.

Vamos descobrir como podemos determinar matrizes P e D, quando elas existem,
tais que A = PDP~!, ou equivalentemente, D = P! AP, com D sendo uma matriz
diagonal. Chamamos diagonalizag¢do ao processo de encontrar as matrizes P e D.
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294 Diagonalizacio

4.1.2 Operadores e Matrizes Diagonalizaveis

Definicao 4.1. Dizemos que uma matriz B, n X n, é semelhante a uma matriz A, n x n, se existir uma matriz
P ndo singular tal que
B=P AP

Algebra Linear e Aplicagdes Julho 2010



4.1 Diagonalizacdo de Operadores 295

A relagao de semelhanga satisfaz as seguintes propriedades:
e toda matriz quadrada é semelhante a si mesma;
e se uma matriz A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A e
e se A é semelhante a B e B é semelhante a C, entdo A é semelhante a C.

Deixamos como exercicio a verificagdo destas propriedades.

Definicdo 4.2. (a) Dizemos que uma matriz A, n X n, é diagonalizavel, se ela é semelhante a uma matriz
diagonal. Ou seja, se existem matrizes Q e D tais que A = Q~!DQ, em que D é uma matriz diagonal.

(b) Dizemos que um operador T : V — V de um espago de dimensdo finita V é diagonalizavel, se existe
uma base C de V tal que [T]S é uma matriz diagonal.

Exemplo 4.1. Toda matriz diagonal

Ay 0 .. 0
0 Ay ... O
A= . )
0 0 Ay
é diagonalizavel, pois
A — (In ) -1 Aln
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O préximo resultado mostra que um operador linear é diagonalizdvel se, e somente
se, a matriz dele em relagdo a uma base é diagonalizavel.

Proposicdao 4.1. Seja T : V. — V um operador de um espago vetorial V de dimensdo finita. Seja I3 uma base de V. T é

um operador diagonalizdvel se, e somente se, [T]g é uma matriz diagonalizdvel.

Demonstracdo. Se um operador linear T : V — V é diagonalizédvel, entdo existe uma
base C de V tal que [T]g é diagonal. Entdo, pelo Corolario 3.20 na pagina 256 existe
uma matriz P tal que

[Tle = PH(TIEP,
ou seja, a matriz A = [T]5 é diagonalizavel.

Reciprocamente, se a matriz A = [T]§ é diagonalizavel, em que B = {Vi,...,V;},
entdo existe uma matriz P tal que

D=P'AP
é uma matriz diagonal. Seja C = {Wy,..., W, }, em que
W; = ii%pijvi,paraj =1,...,n
C é uma base de V (Exercicio 3.3.15 na pagina 267) e
T)% = PY[T)4P = D.

Portanto, T é um operador diagonalizdvel.
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4.1.3 Autovalores e Autovetores

Se um operador T é diagonalizavel, entdo existe uma base C = {V;,...,V,} tal que

A0 0
me-p-| ° 2 °
0 0 A,

O que implica que

n
T(V;) = ZdijVi =AjVj, paraj=1,...,n
i=1

Isto motiva a seguinte definigdo.

Definicdo 4.3. Seja T : V — V um operador linear. Um escalar A é chamado autovalor de T, se existe um vetor
ndo nulo V € 'V, tal que
T(V)=AV. (4.3)

Um vetor ndo nulo que satisfaga (4.3), é chamado de autovetor de T.
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/T(V) = AV 14 /V
v T(V) = AV
T(V) = AV 0

A>1 0<A<1 A <O

Observe que a equagdo (4.3) pode ser escrita como
T(V)=AI(V)

> (T-AI)(V)=0. (4.4)

Assim, os autovetores sdo os vetores ndo nulos que pertencem ao nticleo de T — Al
e os autovalores sao os escalares A tais que

N (T = AI) # {0}

Seja B ={V4,...,V,} umabase de V.
Escrevendo a equacdo (4.4) na base B obtemos
(A= AL,)X =0.

em que A = [T]5 e X = [V]p. E esta equagdo tem solugio nao trivial se, e somente
se, det(A — AIL,) = 0 (ver por exemplo [24]).

Com a defini¢do de determinante de um operador (Pdgina 256), podemos dizer que
existe um vetor ndo nulo V € V que satisfaz (4.4) se, e somente se,

det(T — AI) = 0.
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Assim temos um método para encontrar os autovalores e os autovetores de um ope-
rador T.

Proposicdo 4.2. Seja T : V. — V um operador linear de um espago de dimensio finita.

(a) Os autovalores de T sio as raizes do polindmio
p(A) =det(T — Al,) (4.5)

que estdo no conjunto de escalares.

(b) Para cada autovalor A, os autovetores associados a A sio 0s vetores nio nulos do niicleode T — A,

N(T = AD.

Definicdo 4.4. Seja T um operador em um espaco de dimensao finita. O polinomio
p(A) = det(T — AI) (4.6)

é chamado polinémio caracteristico de T.
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Assim, para determinarmos os autovalores de um operador T em um espago de
dimensado finita precisamos determinar as raizes, que estdo no conjunto de escalares,
do seu polindmio caracteristico, que tem a forma

p(A) = (=1)"A" + a, A A"+ L+ m A+ ag.

2

Um resultado sobre polindmios que muitas vezes é ttil, é o que diz que se
ap,ay, - - .,a,_1 Sao inteiros, entdo as suas raizes racionais (se existirem) sdo nameros
inteiros e divisores do coeficiente do termo de grau zero ay. Por exemplo, se

p(A) = =A% +6A% —11A +6,
entdo as possiveis raizes racionais sdo £1,+2, +3 e £6. Substituindo estes valores
em p(A), vemos que p(1) = 0, ou seja, 1 é uma raiz de p(A). Finalmente, dividindo
p(A) por A — 1, obtemos que
p(A) = (A —1)(=A? 451 —6).

Como as raizes de —A2 + 51 — 6 530 2 e 3, entdo as raizes de p(A),sdo1,2e3.

Exemplo 4.2. Vamos determinar os autovalores e autovetores do operador
T : R® — R3 definido por T(X) = AX, para todo X € R3, em que

A:

—_ NN
O = O
NN =
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Para este operador o polindmio caracteristico é

2-A 0 1
p(A) = det(A—A)=det| 2 1-A 2
1 0 2-4A
2-A 1
1 2-A

= (1-A)A2 =41 +3)=(1-A1)2(3—A).

(1—A)det [

Como os autovalores de A sdo as raizes reais de p(A), temos que os autovalores de
AsdoA; =1leA, =3.

Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores A = 1e Ay = 3.
Para isto vamos resolver os sistemas (A — A13)X =0e (A — A2I3)X = 0. O sistema

(A= MI)X =0 ¢

HEHIoH

Wi = {(~a pa) [a p € R}.
que é o conjunto de todos os autovetores associados a A; = 1 acrescentado o vetor
nulo. Enquanto o sistema

cuja solugdo geral é

(A—MN)X =0 é

-1 0 1 X 0
2 =2 2 y|=10
1 0 -1 z 0

cuja solugdo geral é
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que é o conjunto de todos os autovetores associados a A, = 3 acrescentado o vetor
nulo.

Exemplo 4.3. Vamos determinar os autovalores e autovetores do operador
T : P, — P, definido por T(p)(x) = p(x) + (3x +2)p’(x), para todo p € P». Seja
B=1{1,x, xz}, entdo

1 20
TE=A=]0 4 4
00 7
Para este operador o polindmio caracteristico é
1-A 2 0
p(A) = det(T —AI) =det(A — Alz) = det 0 4-A 4
0 0 7-A

SEPSICEPSIVAYY
Portanto os autovaloresde Tsdo Ay = 1,Ay =4de A3 =7.

Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores A1, A; e A3. Para
isto vamos resolver os sistemas

(A — )Lllg)X =V, (A — )Lng)X = (_) e (A — )L313)X = (_)
Como

020 X 0
034l|ly|=]0],
0 0 6 z 0
entdo a solugdo geral do sistema (A — A [3)X = 06 {(«,0,0) | « € R}. Portanto, o

conjunto de todos os autovetores associados a A; = 1 acrescentado o vetor nulo é

Wi ={p(x) =a(l) [« € R}.

Algebra Linear e Aplicacoes
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O sistema

32 0] [«x 0
004||yl=]o0
003]|]z 0

Assim a solugdo geral do sistema (A — A2I3)X = 0¢é {«a(2,3,0) | « € R}. Portanto, o
conjunto de todos os autovetores associados a A, = 4 acrescentado o vetor nulo é

Wz = {p(x) = a(2(1) +3(x)) | « € R},

O sistema

6 2 0] [x 0
0 34| |yl|=]|0
0 00|z 0

Assim a solugéo geral do sistema (A — A33)X = 0é {«(4,12,9) | « € R}. Portanto,
o conjunto de todos os autovetores associados a A, = 7 acrescentado o vetor nulo é

W3 = {p(x) = a(4(1) +12(x) + 9(x2)) | & € R}.

Nos exemplos anteriores, para cada autovalor encontramos todos os autovetores as-
sociados a ele. Para cada autovalor A, o conjunto dos autovetores associados a ele
acrescentado o vetor nulo é o nucleo de T — AI, N(T — AI), que é um subespago.
Este subespaco recebe o nome de autoespaco associado ao autovalor A.
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Ja vimos que se um operador T é diagonalizavel, entdo os vetores da base em relagao
a qual a matriz de T é diagonal sdo autovetores associados a autovalores. Por-
tanto, estes autovetores sdo L.I. Vamos mostrar, a seguir, que esta é uma condicdo
necessaria e suficiente para que um operador seja diagonalizdvel.

Teorema 4.3. Um operador T : V. — V de um espago vetorial V de dimensdo n é diagonalizdvel se, e somente se, ele
possui n autovetores linearmente independentes. Ou seja, T é diagonalizdvel se, e somente se, o espago V tem uma base
formada de autovetores de T.

Demonstracdo. Vamos primeiro provar que se T é diagonalizdvel, entdo ele pos-
sui n autovetores L.I. Se um operador T é diagonalizdvel, entdo existe uma base
C={v,...,V,} tal que

A O 0

0 A 0
[Tl =D = .

0 0 Ay

O que implica que

n
T(Vj)) =) d;jV;=A;Vj, paraj=1,...,n.
i=1

Como C é uma base, entdo os autovetores Vy,...,V, sdo L.I.
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Suponha, agora, que Vi, ..., V, sdo n autovetores linearmente independentes associ-
adosa Ay, ..., Ay, respectivamente. Entdo, C = {Vj,...,V;;} é uma base e

M O ...00

0 Ay ... 0

Tlg=D=| . L
0 ... 0 A,

Ou seja, T é diagonalizavel.

Segue do teorema anterior que se queremos diagonalizar um operador devemos
procurar o maior nimero possivel de autovetores linearmente independentes. Para
cada autovalor A, uma base do autoespago associado a A é um conjunto com o maior
numero possivel de autovetores L.I. associados a A. Vamos mostrar que ao juntarmos
as bases dos autoespagos o novo conjunto formado continua linearmente indepen-
dente.

Vamos antes provar um resultado sobre os autoespacos.
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Proposicao 4.4. Seja T : V — V um operador linear.
(a) Para todo autovalor A, 0 autoespago associado a A, Wy = N (T — Al), é T-invariante, isto é, T(W,) C W,.

(b) A intersegio de dois autoespagos associados a autovalores diferentes é iqual ao subespago nulo. Ou seja, se A # u
sio autovalores de T, entdo N' (T — AI) NN (T — ul) = {0}

Demonstracido. (a) Se V€ W, = N (T — Al), entdo T(V) = AV € W,, pois W, é
um subespaco.

(b) Se Ve N(T—AI)NN(T — ul), entdao T(V) = AV = uV. O que implica que
(A —pu)V =0. Assim, se A # p, entdo V = 0.

O resultado que vem a seguir, garante que se conseguirmos para cada autovalor,
autovetores L.I., entdo ao juntarmos todos os autovetores obtidos, eles continuardo
sendo L.I.

Proposicao 4.5. Seja T : V. — V um operador linear de um espago de dimensdo finita V. Sejam Ay, ..., A; autovalores
distintos de T. Se para cadai = 1,...,1, {V(l),. .., Vk(l_l)} ¢é um conjunto de autovetores L.I. associados a A;, entdo

{Vl(l),. .., Vk(ll)" .., Vl(l), el Vk(ll)} é um conjunto L.L
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Demonstracdo. Vamos, em primeiro lugar, mostrar que se
Vi+...+ V=0, 4.7)
com V; € N(T — AjI), entdo V; = 0, parai = 1,...,1. Vamos supor, por indugdo, que
Vi+...4+V,_1=0,

com V; € N(T — A1), implica que V; = 0, parai =1,...,1 — 1. Aplicando (T — A;I)
a ambos os membros da equagdo acima obtemos

(T-AMDVi+...+(T—=AMI)V,_; =0.
Pela Proposigdo 4.4 e pela hipotese de indugdo temos que V; = 0, parai =1,...,1—1.
Substituindo-se V| = ... = V;_; = 0 na equagao (4.7) obtemos que também V; = 0.
Precisamos mostrar que a tnica solu¢do da equagdo

AV v Y v =0 (4.8)

é a solugdo trivial. Como V; = x%i) Vl(i) +...+ x,({? Vk(.i) € N(T — M), pelo que
mostramos acima, a equacao (4.8) implica que

vi =2+ v =0,
(i)

parai=1,...,[. Comoparacadai=1,...,I, Vli S, Vk(,-i) sdo L.I, entdao

x%i) =...= x,((i) = 0. O que prova que todos os autovetores juntos sdo L.L n
1
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Exemplo 4.4. Considere o operador T : P, — P, definido por
T(p)(x) = p(x) + (3x +2)p'(x), para todo p € P;.
Seja B = {1, x,x%}, entdo

120
TE=A=]0 4 4
007

ja vimos no Exemplo 4.3 na pdagina 302 que seu polindmio caracteristico é
p(A) = (1 —=A)(4—A)(7—A), os seus autovalores sdo Ay = 1,A; = 4eA; =7
e 0s autoespacos correspondentes sao

Wi ={p(x) =a(l) [« € R},
Wa = {p(x) =a(2(1) +3(x)) |« €R} e

W3 = {p(x) = a(4(1) +12(x) +9(x%)) |« € R},

respectivamente. Vamos encontrar, para cada autoespago, 0 maior niimero possivel
de autovetores L.I, ou seja, vamos encontrar uma base para cada autoespaco. E o
teorema anterior garante que se juntarmos todos estes autovetores eles vao continuar
sendo L.L

Para Wy, temos que
{p1(x) =1}

é uma base para W;. Assim, ndo podemos ter um niimero maior de autovetores L.I.
associados a A1 = 1 (Teorema 1.10 na péagina 72).

Para W5, temos que
{p2(x) =2+ 3x}

é uma base para W,. Assim, ndo podemos ter um niimero maior de autovetores L.I.
associados a A, = 4.
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Para W3, temos que
{p3(x) = 4+ 12x +9x°}

é uma base para W3. Assim, ndo podemos ter um nimero maior de autovetores L.I.
associados a A3 = 7.

Como pj é um autovetor L.I. associados a Ay, po é um autovetor L.I. associados a
Ay e p3 é um autovetor L.I. associado a A3, entdo pela Proposicao 4.5 na pagina 306
os autovetores juntos pj, p2 e p3 sdo L.I. e portanto formam uma base de P;. Seja
C= {pl, P2, pg} Entao,

A0 0 1 00 1 2 4
D=[TIg=1] 0 A 0 |=[040|,P=[[plglplslpsls]=|0 3 12
0 0 Az 0 0 7 00 9
sdo tais que
D =P 'AP.

Exemplo 4.5. Considere o operador T : R3 — R? definido por T(X) = AX, para
todo X € R3, em que

2 1

A= |2 2

1 2

o o = O

Ja vimos no Exemplo 4.2 na pédgina 300 que o seu polindmio caracteristico é

p(A) =det(A—AL) = (1—A)?(3—A),
que os seus autovalores sdo A; = 1 e A; = 3 e que os autoespagos correspondentes
sao

Wi ={(-apa)apcR}

Wy = {(a,2a,a) | « € R},
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respectivamente.

Para A1 = 1, temos que {W; = (—1,0,1), W, = (0,1,0) } é uma base de W;. Assim,
ndo podemos ter um ntimero maior de autovetores L.I. associados a A;. De forma
analoga para Ay = 3, {W3 = (1,2,1)} é um conjunto com o maior ntimero possivel
de autovetores L.I. associados a A,. Assim as matrizes

-1 0 1 At 0 O 1 00
P=[W; W, W3] = 01 2 e D= 0 A O|=]1010
1 01 0 0 A 0 0 3

sdo tais que
D =P 'AP.

Exemplo 4.6. Considere o operador T : R? — R? definido por T(X) = AX, para
todo X € R?, em que
01
St

O seu polinémio caracteristico é p(A) = det(A — Al;) = A2, assim T possui um
tnico autovalor: A1 = 0. O autoespago correspondentea Ay = 0 ¢é

Wy = {(,0) | « € R}.

Assim, para A} = 1, temos que {V; = (1,0) } é uma base de W;. Assim, ndo podemos
ter mais autovetores L.I. associados a A1 e como sé temos um autovalor ndo podemos
ter dois autovetores L.I. Portanto, pelo Teorema 4.3 na pédgina 304, o operador T ndo
é diagonalizavel, ou seja, ndo existem matrizes P e D tais que D = P~lAP.
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4.1.4 Subespacos Invariantes e o Teorema de Cayley-Hamilton

Definicdo 4.5. Seja T : V — V um operador linear. Um subespaco W de V é T-invariante, se T(W) C W, ou
seja, se T(W) € W, para todo W € W.

Exemplo 4.7. Seja T : V — V um operador linear. A imagem de T, Z (T), o ntcleo
de T, N(T) e para cada autovalor A, o autoespago associado a A, W, = N (T — AI)
sdo exemplos de subespagos T-invariantes.
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Proposicdao 4.6. Seja T : V. — V um operador linear de um espago de dimensio finita V. Seja W um subespago
T-invariante. Seja Tyy : W — W, a restrigido de T a W, definida por Ty (V) = T(V), para todo V. € W. Entio o
polindmio caracteristico de Tyy é um fator do polindmio caracteristico de T.

Demonstragio. Sejam By = {Vy,..., Vi } umabase de W e
B={Vi,..., Vi, Vie1,..., Vu}
uma extenso a uma base de V. Sejam A = [T]§ e B = [Tw]gl Entéo,

B C
=[5 5]

em que C e D sdo matrizes de tamanhos apropriados. Sejam pr(A) e pry, (A) os
polindmios caracteristicos de T e de Tyy, respectivamente. Entdo,

B— AL C

prid) =det| = 5" poAnL

] = det(B — Aly) det(D — AL, i) = pry, (A) det(D — AL, k).

A multiplicidade de uma raiz A de um polinémio p(t) é o maior inteiro positivo k
tal que (t — A)F é um fator de p(t). Se o polindmio caracteristico de um operador
T:V — Védaforma pr(t) = (t — A)"r(t), em que r(t) ndo tem A como raiz,
entdo a multiplicidade do autovalor A no polinémio caracteristico de T é igual a m e
é chamada de multiplicidade algébrica de A.
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Corolério 4.7. Seja T : V — V um operador linear de um espago de dimensdo finita V. Seja A um autovalor de T que
tem multiplicidade algébrica m. Entdo
dim(N (T — AI)) < m,

ou seja, a dimensdo do autoespago associado a A é menor ou igual a multiplicidade algébrica.

Demonstracio. Sejam Wy = N (T — Al) e p = dim(W,). Seja B uma base de W.
A matriz da restricdo de T a W), Ty,, em relagdo a By é Al,. Assim, o polindmio
caracteristico TWM é

pry, () = (A= ).

O que implica, pela Proposicao 4.6, que o polindmio caracteristico de T é da forma

pr(t) = (A —t)Pq(t),

em que ¢(t) é um polindmio. Como por outro lado o polindmio caracteristico de T é

da forma
pr(t) = (t—A)"r(t),

em que 7(t) ndo tem A como raiz, entdo dim(W,) = p < m.
|

Para cada autovalor A, a dimensdo do autoespago associado a A, N (T — AI), é cha-
mada multiplicidade geométrica de A. Do Coroldrio 4.7 segue-se que a multipli-
cidade geométrica é menor ou igual a multiplicidade algébrica. O préximo resul-
tado diz que é necessério que a multiplicidade geométrica seja igual a multiplicidade
algébrica de cada autovalor de um operador para que ele seja diagonalizavel.
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Corolario 4.8. Seja T : V. — V um operador linear de um espaco de dimensio finita V. Suponha que o polinémio
caracteristico de T seja da forma pr(t) = (=1)"(t — Ay)™ ... (t — Ag)™, com Ay, ..., Ay distintos. T é diagonalizivel
se, e somente se,

dim(N (T — AD)) =m;, parai=1,...,k

Ou seja, T é diagonalizivel se, e somente se, a multiplicidade algébrica de A; é igual a sua multiplicidade geométrica, para
i=1,...k

Demonstracio. Seja n = dim(V). Parai = 1,...,k, sejam W; = N (T — A1) e
pi = dim(W;)

Vamos supor que T seja diagonalizavel. Seja C a base de V consistindo de autoveto-
resde T. Parai =1,...,k, sejam C; = C N W; e n; o nimero de vetores de C;. Como,
pelo Corolério 4.7, p; < m;, entdo

k k k
n=Y n <y p<) m=n
i=1 i=1 i=1

LOgO, pi = dlm(Wl> = m;.

Vamos supor, agora, que p; = dim(W;) = m;, parai = 1,...,k. Seja C; uma base
de W;, parai = 1,...,k. Pela Proposicdo 4.5 na pédgina 306, C = C;U...UC, é um
conjunto L.I. e como ele tem 1 + ... + my = n elementos, entdo C é uma base de V
consistindo de autovetores de T. O que prova que T é diagonalizdvel.

[ |
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Se p(t) = ag + a1t + ...+ a,t" é um polindmio e T é um operador linear, definimos

o operador linear
p(T)=aol +;T+...+a,T".

Teorema 4.9 (Cayley-Hamilton). Seja T :V — V um operador linear em um espago de dimensdo finita. Seja pr(t) o

polindmio caracteristico de T. Entdo, pr(T) = O, a transformagio linear nula.

Demonstrag¢io. Vamos mostrar que pr(T)(V) = 0, para todo V € V. Seja V um
vetor ndo nulo de V. Seja k o menor inteiro tal que V,T(V), T?(V),..., T5(V) sédo
L.D. Entédo, existem escalares ay, . .., a;_1 tais que

THV) = agV + o, T(V) + ...+ a1 T (V). (4.9)

Seja W = [V, T(V),..., T""1(V)]. W é um subespaco T-invariante (verifique!) e se
B={V,T(V),...,T""1(V)}, entio

00 -~ 0 a
10 - 0 a
(Twl = B = Do : :
00 -~ 1 a,

e o polindémio caracteristico de Ty é pr,,, (t) = (— 1)1 (ag +art +... +ap_1 571 — k)
(verifique, fazendo o desenvolvendo do determinante de B — Al em termos da 1?
linha).
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Pela Proposicao 4.6 na pagina 312, existe um polinémio g(t) tal que
pr(t) = q(t)pry, (1)
Logo,
pr(T)(V) = q(T)pr,, (T)(V) = g(T) (=1 N (aol + 1 T +...+ 4 T = T)(V) = ¢(T) (D) =0,

para V # 0, por (4.9). Como também p7(T)(0) = 0, entdo pr(T) = O.
|

4.1.5 Aplicacdo: Calculo das Poténcias de uma Matriz

0 -1 3
Exemplo4.8. SejaA=| 0 2 0 ] .Seja T : R3 — R3 definido por T(X) = AX,
0 -1 3

para todo X € R3. O seu polinémio caracteristico é p(t) = —t(t —2)(t — 3). Portanto,
os autovalores de T sdo Ay = 0,Ap =2e A3 = 3.

0 -5 9
0 4 0{.

0 -5 9

A% = AA =

Vamos calcular AX, para k > 3. Existem polinémios g (t) e r¢(t) tais que
t* = qe(H)p(t) + re(t), em que o grau de r(t) é menor que 3. (4.10)

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton (Exercicio 31 na pagina 328), p(A) = 0 e assim
substituindo-se t por A em (4.10) obtemos

AR = qu(A)p(A) + 1e(A) = r(A).
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Para determinar ry(t) vamos usar o fato de que os autovalores de T também anulam
p(t). Sejam a,b,c € R tais que r¢(t) = at? + bt + c. Substituindo-se os autovalores
de A,t =0,2,3 em (4.10) obtemos o sistema

0 = + ¢
2k = 40 4+ 20 + ¢
3k = 92 + 3 + ¢

cuja solugdo éa = k=1 _ k=1 p —32k=1 _23k=16 ¢ = (. Assim, para k > 3, temos
que

AR = 1 (A) = aA? + DA +cl3
(3T =2 A2 4 (32 —23 A

0 2k_3k 3k
0 2k 0 |.

0 23k 3t
4 -1 -4
Exemplo4.9. Seja A= | 1 2 —1 |.SejaT:R3 — R3 definido por
0 0 0
T(X) = AX, para todo X € R3.
O seu polindmio caracteristico é p(t) = —t(t — 3)2. Portanto, os autovalores de T
sdoA; =0e Ay =3.
15 -6 -15
A’=| 6 3 —6|.
0 0 0
Vamos calcular A¥, para k > 3. Existem polinémios g (t) e r¢(t) tais que
t* = qe(H)p(t) + re(t), em que o grau de r(t) é menor que 3. (4.11)
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Usando o fato de que os autovalores de T também anulam p(t) temos apenas duas
equagdes, pois um dos autovalores é uma raiz dupla de p(t). Sejam a,b,c € R tais
que ri(t) = at? + bt + c. Substituindo-se os autovalores de A, t = 0 e 3 em (4.11),
obtemos

0 = c
3 = 9 + 3 + ¢
Agora, derivando-se (4.11) obtemos
K = g (Dp(8) + ak (P! () + ri(0)-
Usando o fato de que quando um polindmio tem uma raiz dupla ela é também raiz

da sua derivada, substituindo-se t = 3 em (4.12) e acrescentando as equagdes anteri-
ores obtemos o sistema

0 = c
3 = 91 + 3 + ¢
kK3k-1 = 62 + b

cuja solucdo é a = (k—1)352,b = (2 - k)31 e c = 0. Assim, para k > 3, pelo
Teorema de Cayley-Hamilton, temos que
A = g(A)p(A) + 1 (A)
I’k(A) = aA2 + bA + cly
= (k—1)3F24A2 4+ (2-K)3k 1A

(k+3)31  —k3k1  _(k43)31?
= k3k=1 (3 —k)3k-1 —k3k-1
0 0 0
00 O
Exemplo 4.10. SejaA= | 1 0 —1 |.SejaT :R3 — R3definido por T(X) = AX,
01 0

para todo X € R3. O seu polinémio caracteristico é
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p(t) = —t(t> +1) = —t(t —i)(t +1).
Portanto, os autovalores de Tg : C" — C", definido por T¢(X) = AX, para todo
XeC®saoA =0,Ap =ie Ay = —i.
0 0 0
0 -1 0.
1

A2 =
0 —1

Vamos calcular AX, para k > 3. Existem polinémios g (t) e r¢(t) tais que

t* = qi(H)p(t) + re(t), em que o grau de r¢(t) é menor que 3. (4.12)
Para determinar r(t) vamos usar o fato de que os autovalores de T também anulam
p(t). Sejam a,b,c € R tais que r¢(t) = at?> + bt + c. Substituindo-se t = 0,i, —i em
(4.12) obtemos o sistema

0 = + ¢
i = —a + ib + ¢
(- = —a — ib +
cuja solugdo éa = — cos(%ﬂ),b = sen(%”) e c = 0. Assim, para k > 3, pelo Teorema

de Cayley-Hamilton, temos que

AR = q(A)p(A)—cos(kg)Az—l—sen(k?ﬂ)A
= —cos(kzn)AZ—i—sen(k?n)A

Julho 2010

Reginaldo J. Santos



320 Diagonalizacdo

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 455)

4.1.1. Ache o polindmio caracteristico, os autovalores e os autovetores do operador T : R” — R", definido por
T(X) = AX, para todo X € R", para cada matriz:

1 1 1 -1
@ | 1] ® | 4}
[0 1 2 1 0 0
@ |00 3 @ | -1 3 o0
00 0 3 2 2
2 -2 3 (2 2 3
@ |0 3 —2 @11 2 1
0 -1 2] 2 2 1

4.1.2. Ache bases para os auto-espagos associados a cada autovalor do operador T : R* — R", definido por
T(X) = AX, para todo X € R", para cada matriz:

i 0 o )
(@) -1 0] (b) ]

(c) (d)

N W N
SO O N OO
SO PNDNORFFP W
O R WWN OO
_ =N e

o[t 4] o3 ]
1 1 -2 1 2 3
() |4 0 4 (d |0 -1 2
1 -1 4 0 0 2
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4.1.4. Ache para cada matriz A, se possivel, uma matriz ndo-singular P tal que P~ AP seja diagonal:

112 4 2 3
@ |0 1 0 ® | 2 1 2
01 3 -1 -2 0
(1 2 3] (3 —2 1]
© |0 10 @lo 20
2 1 2 0 00

4.1.5. Determine para cada matriz A as poténcias Ak, parak=1,2,3,....

2 1 2 (3 0 -3

(@000 by |1 3 -1
|01 3| |00 0
[0 -2 3 T 00 0
(©]0 10 (d) 00 -1
0 —2 3 -1 1 0

Exercicios usando o MATLAB®

>> syms x y zdizao MATLAB® que as variaveis x, y e z sdo simbdlicas;

>> A=[all,al2,...,aln;a21,a22,...; ...,amn] cria uma matriz, m por n, usando os elementos al1,
al2, ..., amne aarmazenanuma variavel A;
>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1, ..., An

colocadas uma ao lado da outra;

>> solve(expr)  determina a solugdo da equacdo  expr=0. Por  exemplo,
>> solve(x"2-4) determina as solugdes da equacéo x> — 4 = 0;

>> subs(expr,x,num) substitui na expressdo expr a varidvel x por num.

>> [P,D]=eig(A) determina matrizes P e D (diagonal) tais que AP=PD.
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4.1.6.

4.1.7.

4.1.8.

4.1.9.

4.1.10.

4.1.11.

inv (A) calcula a inversa da matriz A.

A=sym(A) converte a matriz A numa matriz em que os elementos sdo armazenados no formato simbdlico.
A fungdo numeric faz o processo inverso.

Comandos do pacote GAAL:

>> A=randi(n) ou>> A=randi(m,n) cria uma matriz n por n oum por n, respectivamente, com elementos
inteiros aleatdrios.

>> escalona(A) calcula passo a passo a forma reduzida escalonada da matriz A.

Defina as matrizes B=sym(randi(2)) e A=[B-B’,zeros(2,1) ;zeros(1,2),randi]. A matriz A é diago-
nalizavel? Por que?

Defina as matrizes L=[eye (2) ,zeros(2,1) ;randi(1,2),0] e A=sym(LxL’). Determine o polindmio ca-
racteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente independentes com o maior
niimero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que inv (P) *A*P=D, se possivel. Veri-
fique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([2*a,a-b,a-b;0,a+b,b-a;0,b-a,a+b]). Determine o polindmio ca-
racteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente independentes com o maior
niimero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que inv (P) *A*P=D, se possivel. Veri-
fique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([a,0,b;2*b,a-b,2*b;b,0,a]). Determine o polindmio caracteristico
de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente independentes com o maior niimero
possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que inv(P)*A*P=D, se possivel. Verifique o
resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi (se obtiver a=0, repita até que a seja diferente de zero) e b=randi. Determinar os auto-
valores e autovetores do operador T : P, — P, definido por T(p)(x) = p(x) + (ax +b)p’(x), para todo
p € P. Determine, se possivel, uma base C de P; tal que [T]g é uma matriz diagonal.

Repita o exercicio anterior, mas com a=0.
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4.1.12. Use o MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos
Exercicios Teoricos

4.1.13. Demonstre:

(a) A ésemelhante a A;
(b) Se A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A;
(c) Se A é semelhante a B e B é semelhante a C, entdo A é semelhante a C.

4.1.14. Seja A um autovalor de T com autovetor associado V. Demonstre que A¥ é um autovalorde TF = T...T
associado a V, em que k é um inteiro positivo.

4.1.15. Um operador T é chamado nilpotente se T = O, a transformacao linear nula, para algum inteiro po-
sitivo k. Demonstre que se T é nilpotente, entdo o tinico autovalor de T é 0. (Sugestdo: use o exercicio
anterior)

4.1.16. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimenséo finita V.

(a) Mostre que o determinante de T é o produto de todas as raizes do seu polindmio caracteristico,
incluindo as multiplicidades; (Sugestao: det(T — tI) = pr(t) = (=1)"(t — A1) ... (t — Ayn).)
(b) Mostre que T é singular se, e somente se, 0 for um autovalor de T.

4.1.17. Seja A um autovalor de um operador invertivel T com autovetor associado V. Mostre que 1/A é um
autovalor de T~! com autovetor associado V.

4.1.18. Seja T : V — V um operador linear. Mostre que se W é um subespago T-invariante, entdo W é

(a) T*-invariante, para todo inteiro positivo k e
(b) p(T)-invariante, para todo polindmio p(t).
4.1.19. Seja T : V — V um operador linear. Sejam A4, ..., A; seus autovalores distintos. Seja W; = N (T — A1),

parai=1,...,k.
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(a) Mostre que T é diagonalizavel se, e somente se,
V=W, @ - &W
(Sugestao: Vi + ...+ Ve =0,com V; € N(T — A\;I), parai =1,...,kimplicaque V; = ... = V;, =0,
pois caso contrario seria uma contradi¢cdo com a Proposicdo 4.5 na pagina 306)

(b) Suponha que T seja diagonalizavel. Parai = 1,...,k, seja P; : V — V definida da seguinte forma.
Seja V € V. V se escreve de maneira tinica como V = Vj +...+ Vj, com V; € Wy,..., V, € W;.
Entdo, P;(V) = V;. Mostre que

i. Pl-2 =P, parai=1,...,k.

ii. p+...+ P =1
ili. P;P; = O, a transformagao linear nula, se i # j.
iv. T = AP +...+ AP
(Sugestao: use o Exercicio 3.3.19 na pagina 268.)

4.1.20. Seja T : V — V um operador linear. Um polindmio com o coeficiente do termo de mais alto grau igual a
1 é chamado polindémio ménico. O polindmio monico de menor grau tal que p(T) = O, a transformacao
linear nula, é chamado polindmio minimo de T. Mostre que se T é diagonalizdvel e Ay, ..., A, sdo os
seus autovalores distintos, entdo o polindmio minimo de T é m(t) = (t — Ay)...(f — Ag). (Sugestdo: Se
V; € N(T — A;), entdo m(T)(V;) = m(A;))V; = 0. Escreva V=V +...+V,,comV; € N(T—\;I)e
m(T) = (T —MI)...(T—Agl).)

4.1.21. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensao n. Mostre que

(a) Para k > n, TF = r,(T), em que r,(t) é um polinémio de grau menor que 1, que depende de k.
(Sugestdo: use o fato de que existem polindmios g(t) e 7¢(t) tais que t* = gq(t)pr(t) + ri(t) e o
Teorema de Cayley-Hamilton na pagina 315.)

b) Se T é diagonalizdvel e seu polindbmio caracteristico tem m raizes distintas, entdo para k > m,
g p P
TF = 1.(T), em que r4(t) é um polindmio de grau menor que 1, que depende de k. (Sugestao:
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use o fato de que existem polindmios g(t) e r¢(t) tais que t* = g(t)mr(t) + r¢(t), em que mr(t) é o
polindmio minimo e o Exercicio 4.1.20.)

(c) A dimenséao do espaco gerado por I, T, T2,...,Tk, ... é menor ou igual a n.
paco g P g

4.1.22. Seja p(t) = (=1)"(#* +a,_1t" "' + ...+ ag) o polindmio caracteristico do operador linear T : V — V.
Mostre que
(a) T é invertivel se, e somente se, ag # 0.
(b) Se T é invertivel, entdo
-1

T =— {T’H fa, T2+ ull} .
0

(Sugestao: use o Teorema de Cayley-Hamilton na pédgina 315.)

4.1.23. Seja T : R" — R" um operador linear definido por T(X) = AX, para todo X € R", em que

00 --- 0 a

10 - 0 a
A= | . . . s

00 - 1 a,q

paraag,ay,...,a,—1 € R. Mostre que o polindmio caracteristico de T é

P (1) = (=) ag + agt+ ...+ ay_y 771 — 7).
(Sugestao: faga o desenvolvendo do determinante de A — Al em termos da 1% linha)

4.1.24. Seja p(t) = ag +art + ... +a,_1t" "1 4+ #" um polindémio moénico de grau 1. Mostre que a matriz n X 1

o0 --- 0 —dag
10 -+ 0 —m
A=1 . . : .
0 0 1 —Aay_1
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4.1.25.

4.1.26.

4.1.27.

é tal que o polindmio caracteristico do operador linear T : R" — R" definido por T(X) = AX, para todo
X e R" é pr(t) = (—1)"p(t). Esta matriz é chamada matriz companheira do polinémio p(t).

Seja V um espaco vetorial real. Seja V¢ a complexificagdo de V, ou seja, é o conjunto das expressoes
V+iW,emque V,W € Vei=+/-1. Em V¢, V+iW = V' +iW significa V= V'e W = W'. A
soma em V¢ é definida por (V; + iWy) + (Vo +iW,) = (Vi + Vo) +i(Wy + W,). A multiplicagdo por
escalar complexo é definido por (« +iB)(V +iW) = (aV — BW) + i(aW + BV). Para todo operador
linear T : V — V, define-se a complexificagdo de T, T¢ : V¢ — Ve por Te(V +iW) = T(V) +i T(W),
para todos V, W € V. Mostre que

(a) Toda base de V é uma base de V.

(b) Se B={V,,...,V,} éumabasede Ve T :V — Véum operador linear de V, entdo [T]§ = [T¢]5.
Portanto, os polindmios caracteristicos de T e de T sdo iguais.

(c) Se V + iW é um autovetor de T¢ associado a A = a +if, com B # 0, entdo W = [V, W] é um
subespacgo T-invariante.

(d) Se V +iW é um autovetor de T associado a A = a +if, com B # 0, entdo V — iW é também um

autovetor de T¢ associadoa A = a —if e que By = {W, V} é uma base (ordenada) de um subespago
W de V, T-invariante, tal que a matriz da restricdo Tyy de T a W é

mif =5

Seja T : V — V um operador linear em um espago vetorial real de dimensdo finita. Entdo, existe um
subespago W de V, T-invariante, com 1 < dim(W) < 2.

Um operador linear T : V — V em um espago vetorial real de dimensdo n é chamado semi-simples se
a complexificagdo T¢ : Vo — V¢ é diagonalizavel. Mostre que se T é um operador semi-simples, entdo
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existe uma base C de V tal que

Dy 0 ... 0
0 Dy ... 0 .

e =1 . .. |, emqueD;=[A]ouD;= { % —hi }
: S Bi i
0 0 D,

4.1.28. Considere o sistema de equagdes diferenciais lineares

dx1
ﬁ = anxy -+ apXxy + ... + apXp
dxy,
it a,1xX1 + apXxo + ...+ appXp

Ele pode ser escrito na forma de uma equagdo diferencial vetorial %{ = AX,em que A = (ai]-)nxn.
Suponha que a matriz A seja diagonalizdvel, ou seja, suponha que exista uma matriz P tal que

P~'AP =D,
A O 0
0 A ... O
emque D = . . . . Mostre que a solugdo do sistema é
0 0 Ay
eMt 0 0
0 e ... 0
X(t)=rP| . , .| P71X(0), parat>0.
0 0 Mt
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4.1.29. Sejam T,S : V — V com V de dimensao finita. Mostre que TS e ST possuem os mesmos autovalores.
(Sugestdo: Separe em dois casos: A = 0e A # 0. No segundo caso, mostre que se V é autovetor de TS,
entdo SV é autovetor de ST.)

4.1.30. Seja T : V — V. Suponha que V tenha dimensdo finita. Mostre que o trago de T ¢é igual a soma
das rafzes do seu polindmio caracteristico, incluindo as multiplicidades. (Sugestdo: use o fato de que
tr(AB) = tr(BA).)

2

4.1.31. (Teorema de Cayley-Hamilton para matrizes) Se p(t) = ag + a1t + ...+ a,t" é um polinémio e A é uma
matriz n x n, definimos a matriz

p(A) = aol, + a1 A+ ... +a,A".

Seja p(t) o polindmio caracteristico da matriz A, entdo p(A) = 0.
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4.2 Operadores Auto-adjuntos e Normais

Vamos supor que para um operador linear T : V. — V em um espago vetorial com
produto interno de dimenséo finita, exista uma base ortonormal B tal que [T]g seja
diagonal. Entdo, [T*]5 também ¢é diagonal. Assim, TT* = T*T, pois matrizes diago-
nais comutam. Isto motiva a seguinte definigao.

Definicdo 4.6. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensdo finita com produto
interno. Dizemos que T é operador normal se existe T* e TT* = T*T.

Séo vélidas as seguintes propriedades para um operador normal.

Proposicao 4.10. Seja T : V — V um operador normal em um espago vetorial com produto interno. Sdo vdlidas as
sequintes propriedades:

(@) ||T(V)|| =||T*(V)||, para todo vetor V € V.
(b) SeV étal que T(V) = AV, entio T*(V) = AV.

(c) Os autovetores de T associados a autovalores diferentes sdo ortogonais.
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Demonstracdo. (a) SejaV € V.

ITW)I? = (T(V), T(V)) = (V,T*T(V)) = (V,TT*(V)) = (T*(V), T*(V)) = [IT*(V)|[.

(b) Como T é normal, entdo T — Al também é normal (verifique!). Assim, pelo item
anterior

IT*(V) = AVI[ = [(T = AD*(V)]| = [(T = AD(V)[| = []T(V) = AV|| = 0.
Logo, T*(V) = AV.

(c) Sejam V; e V, autovetores de T associados aos autovalores A; e Ay, respectiva-
mente, com Ay # Aj. Entdo, pelo item anterior, temos que

M (1, Vo) = (MW, Vo) = (T(V1), Vo) = (V1, T*(V2)) = (V1, AaV2) = A2 (4, Va) -

Assim,
(A1 = A2) (g, Va) =0.

Como, Ay # Ay, entdo (V1, V,) = 0.

Seja T : V — V um operador normal. Para encontrarmos uma base ortonormal 5 tal
que [T] seja diagonal, precisamos encontrar, para cada autovalor, autovetores orto-
normais associados a eles, j& que autovetores associados a autovalores diferentes ja
sdo ortogonais. Para isso, podemos aplicar o processo de ortogonalizacdo de Gram-
Schmidt a cada conjunto de autovetores L.I. associados a cada um dos autovalores.
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Exemplo 4.11. Considere o operador T : R® — R3 definido por T(X) = AX, para
todo X € R?, em que

A:

NN

2 2
4 2
2 4
Este operador é normal, pois T* = T. O seu polindmio caracteristico é

p(A) =det(A —Alz) = (A —2)2(8 — A)

Portanto os autovalores de T'sdo Ay =2e Ay, = 8.

Os autovetores associados aos autovalores Ay = 2 e A, = 8 sdo as solugdes de
(A — MI)X =0e (A— AyI3) X = 0 respectivamente.

A forma escalonada reduzida de

2 2
A-2L=|2 2
2 2

N NN
o
O O =
[N
o O =

Portanto o autoespago associadoa Ay =2 ¢é

Wi ={(-a—ppua)|apcR},

Agora, (—a — B,B,«) = «(—1,0,1) + B(—1,1,0). Assim, os vetores V; = (—1,0,1) e
Vo = (—1,1,0) geram W;. Como além disso, eles sdo L.I. (um ndo é multiplo escalar
do outro), entdo eles formam uma base para Wj.

Para encontrar dois autovetores ortonormais associados a A = 2 vamos usar o pro-
cesso de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt aos vetores V; e V5.

W] = V1 = (—1,0,1),‘ Wz = V2 —projlez = (—1/2, 1,—1/2)
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1
U = <||W1||> Wy = (=1/v2,0,1/V/2)

1
U, = (W) W, = (—1/V6,2/V/6,-1/V6)

Com relagdo ao autovalor A, = 8, temos que a forma escalonada reduzida da matriz
-4 2 2 1 0 -1
A—-83 = 2 -4 2 é 0o 1 -1 1.
2 2 —4 0 0 0

Assim, o autoespaco associadoa Ay =8 ¢é

Wy = {(a,a,a) | & € R}.

O conjunto {V3 = (1,1,1)} é uma base para W5, pois como (&, &, a) = a(1,1,1), V3
gera W5 e um vetor ndo nulo é L.I. Assim, o vetor

1
Us = (V3||> V3= (1/v3,1/v3,1/V3)

forma uma base ortonormal para W.

Como o operador T é normal, autovetores associados a autovalores diferentes sdo
ortogonais. Portanto, Uy, U, e U3 sdo ortonormais e assim a base C = {Uy, Uy, Uz} é

tal que
0
0
8

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010

2
0

o N O




4.2  Operadores Auto-adjuntos e Normais 333

Vamos mostrar que usando o procedimento usado no exemplo anterior, para ope-
radores normais, cujas raizes do polindmio caracteristico pertencem ao conjunto de
escalares, sempre encontramos uma base ortonormal em que a matriz do operador é
diagonal. Para isso, precisamos provar o seguinte resultado.

Proposicao 4.11. Seja T : V — V um operador linear em um espago vetorial com produto interno. Se W é um subespago
T-invariante, entdo W= é T*-invariante.

Demonstracio. Seja V.€ W+. Vamos mostrar que T*(V) também pertence a W-.
Seja W € W qualquer. Temos que

(W, T*(V)) = (T(W),V) =0,

pois, como W é T-invariante, entdo T(W) € W. Logo, T*(V) € W+ e portanto W+ é
T*-invariante.
|

Teorema 4.12. Seja T : V — V um operador linear em um espago vetorial com produto interno de dimensdo finita tal
que as raizes do seu polindmio caracteristico pertencem ao conjunto de escalares. Existe uma base ortonormal de'V, C, tal
que [T]g é diagonal se, e somente se, o operador T é normal.
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Demonstragido. Vamos supor que T seja normal. Seja n = dim(V). O resultado é
claramente verdadeiro para n = 1.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para operadores lineares em espagos de
dimensdo n — 1, cujas raizes do polindmio caracteristico estejam no conjunto de es-
calares.

Seja A1 uma raiz do polindmio caracteristico de T, pr(t). Seja V; um autovetor
unitario de T associado a Aq. Seja Wy = [V3]. W é claramente T-invariante. Pela
Proposicdo 4.10 na pagina 329, V; é também autovetor de T*. Logo, W; é também
T*-invariante. Como T** = T, entdo pela Proposicao 4.11, W, = W+ é T-invariante
e T*-invariante.

Seja Tyy, a restricdo de T a W;. A dimensao de W; é n — 1, pois pela Proposicao 2.11

na pagina 148 V.= W & W+. O polindmio caracteristico de Tyy,, pela Proposicao 4.6
na pagina 312 é um fator de pr(t).

Como (Tyy,)* é igual a restrigao de T* a W, entdo Tyy, é um operador normal em
um espaco de dimensdo n — 1, cujas raizes do seu polinémio caracteristico estdo
no conjunto de escalares. Como estamos assumindo que o resultado é verdadeiro
neste caso, entdo existe uma base ortonormal de Wy, Cy, tal que [Twz}gi é diagonal.

Claramente, C = {V;} U C; é uma base ortonormal de V tal que [T]$ é diagonal.
Por outro lado, se existe uma base ortonormal, tal que [T]$ é diagonal. Entdo, [T*]§

também é diagonal. Assim, TT* = T*T, pois matrizes diagonais comutam.
|

Se o0 espago vetorial for complexo, isto €, se 0 conjunto de escalares é o conjunto dos
nimeros complexos, entdo todas as raizes de um polindmio pertencem ao conjunto
de escalares e portanto todo operador normal é diagonalizavel. Entretanto, se o
espago vetorial é real, isto €, se 0 conjunto de escalares é o conjunto de ntimeros reais,
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entdo pode acontecer do polinémio caracteristico de um operador normal ter raizes
complexas que portanto ndo pertencem ao conjunto de escalares. Neste caso ele ndo
serd diagonalizdvel. Se o operador for tal que T* = T, entdo isto ndo acontece.

Definicdo 4.7. Seja T : V — V um operador linear em um espago vetorial com produto interno. Dizemos que
T é operador auto-adjunto (ou hermitiano) se, T* = T.

Proposicao 4.13. Seja T : V — V um operador auto-adjunto em um espago vetorial com produto interno de dimensio
finita. Sdo vdlidas as seguintes propriedades:

(a) Se o espago vetorial V é complexo, entdo os autovalores de T sio reais.
(b) As raizes do polindmio caracteristico de T sdo reais.

(c) Os autovetores de T associados a autovalores diferentes sdo ortogonais.

Demonstragdo.

(@) SejaV € V,V # 0tal que T(V) = AV. Entdo, pela Proposi¢do 4.10(b) na pagina
329, temos que

AV =T(V) =T*(V) = AV.

Logo, A = A, ou seja, A é real.
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(b) Sejam B uma base ortonormalde Ve A = [T]g Defina o operador S : C" — C"
por S(X) = AX, paratodo X € C". O operador S é auto-adjunto e tem 0 mesmo
polinémio caracteristico de T. Assim, as raizes do polindmio caracteristico de
T sdo os autovalores de S, que sdo reais.

(c) Este item é um caso particular da Proposi¢ao 4.10(c) na pagina 329.

Teorema 4.14. Seja T : V — V um operador linear em um espago vetorial real com produto interno de dimensdo finita.
Existe uma base ortonormal de 'V, C, tal que [T}g é diagonal se, e somente se, o operador T é auto-adjunto.

Demonstracdo. Seja T : V — V um operador auto-adjunto em um espago vetorial
real. Como pela Proposi¢do 4.13 as raizes do polindmio caracteristico de T sdo reais,
entdo elas sdo autovalores de T. Segue, entdo, do Teorema 4.12 na pdagina 333, que
existe uma base ortonormal de V, C, tal que [T]g é diagonal.

Por outro lado, suponha que um operador linear T : V — V em um espaco vetorial
real é tal que existe uma base ortonormal de V, C, tal que D = [T]; é diagonal.
Entdo, os elementos da diagonal de D sdo autovalores de T, que sdo reais e portanto
[T*]§ = [T]S, ou seja, T é auto-adjunto.

[ |

Segue do Teorema 4.14, que todo operador auto-adjunto em um espaco vetorial real
é diagonalizavel. Como consequéncia, todo matriz simétrica com entradas reais é
diagonalizavel. Mais ainda.
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Teorema 4.15. Uma matriz A, n X n com entradas reais é simétrica se, e somente se, existe uma matriz P ortogonal
(isto é, P~1 = P*) e uma matriz diagonal D tal que

D = P'AP.

Assim, se A é simétrica com entradas reais, entdo ela é diagonalizdvel.

Demonstragio. Seja T : R" — R" um operador definido por T(X) = AX, para todo
X € R". Seja B = {Ej,...,E,} abase canonica de R". Pelo Teorema 4.14 existe uma
base ortonormal C de R" tal que [T}g = D é diagonal. Seja P a matriz mudanga de
base de B para C. Pelo Exercicio 4.1.13c na pagina 287 a matriz P é ortogonal, ou seja,
satisfaz P~! = P!. Assim, pelo Corolario 3.20 na pagina 256, temos que

D = [T]§ = P"'AP = P!AP.

Por outro lado se existem matrizes P simétrica e D diagonal tais que D = PIAP,
entdo A = PDP! e A' = (PDP!)! = PD'P' = PDP! = A, ou seja, A é simétrica. W

Exemplo 4.12. Considere a matriz

Esta matriz é a matriz do operador do Exemplo 4.11 na pédgina 331. Assim, a matriz

~1/vV2 —1/v6 1/3
P = [UyUpUs3] = 0 2/v6 1/V3
1/vV2 —1/v/6 1//3
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satisfaz D = P'AP, em que

-]

I
coN
oNn o
® oo

Ja vimos que mesmo se o polindmio caracteristico de um operador tenha suas raizes
no conjunto de escalares, se ele ndo for normal, ndo existe uma base ortonormal, C,
tal que [T]$ seja diagonal. Entretanto, sempre existe uma base C, tal que [T]$ seja

triangular superior.

Teorema 4.16 (Schur). Seja T : V. — 'V um operador em um espago vetorial com produto interno de dimensio fi-
nita. Suponha que as raizes do polindmio caracteristico de T estejam no conjunto de escalares. Entdo, existe uma base

ortonormal C de 'V tal que [T]g ¢é uma matriz triangular superior.

Demonstragio. Seja n = dim(V). O resultado é claramente verdadeiro para n = 1.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para operadores lineares em espagos de
dimensdo n — 1, cujas raizes do polindmio caracteristico estejam no conjunto de es-
calares.

Seja A1 uma raiz do polinémio caracteristico de T, pr(t). Entdo, A é raiz do po-
lindmio caracteristico de T* (verifique!) e autovalor de T*, pela Proposicdo 4.2(b) na
pégina 299, pois se A1 é real, entdo A; = A; e se A; ndo é real, entdo o conjunto de
escalares é C e A1 pertence ao conjunto de escalares. Seja V; um autovetor unitario
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de T* associado a A1. Seja Wy = [V;]. Como Wy é T*-invariante e T** = T, entdo
pela Proposicdo 4.11 na péagina 333, W, = W+ é T-invariante. Seja Ty, a restrigdo
de Ta W, = W+. A dimensdo de W; é n — 1 (pois pela Proposicio 2.11 na pagina
148 V.= W @ W) e o seu polindmio caracteristico, pela Proposicao 4.6 na pagina
312, é um fator de pr(t).

Assim, Tyy, € um operador linear em um espago de dimensao n — 1, cujas raizes do

seu polinémio caracteristico estdo no conjunto de escalares. Como estamos assu-

mindo que o resultado é verdadeiro neste caso, entdo existe uma base ortonormal de
Co sy . )

Wy, Cy, tal que [TWz]Cz é triangular superior. Claramente, C = C, U {V; } é uma base

ortonormal de V tal que [T]g é uma matriz triangular superior.

Julho 2010

Reginaldo J. Santos



340 Diagonalizacdo

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 468)

4.2.1. Para cada matriz dada A, ache uma matriz ortogonal P tal que P! AP seja diagonal:

2 2 2 1
@ 5 5 b) 17 5
[0 0 1] [0 0 0]
© 00 o0 @ o 2 2
10 0| 0 2 2|
[1 1 0] [2 1 1]
@110 ® 1121
0 0 1| 11 2 |
(1. 2 0 0 [0 0 0 0
21 00 0 00O
® 1001 2 ™10 001
00 21 (0010
Exercicios Teoricos
4.2.2. (a) Mostre que X = (x,y) é ortogonala V = (a,b) # 0 com || X|| = ||V]]| se, e somente se, X = (—b,a)

ouX = (b, —a).

(b) Mostre que se A é uma matriz ortogonal 2 x 2, entdo existe um ntimero real 6 tal que

| cosfl —senf ou A cosf  senf
" | sen# cos 6 " | sen® —cosf |’

A primeira matriz tem determinante igual a 1 e é chamada matriz de rotacao.

(Sugestao: Comece com uma matriz (aij)2><2 e use o fato de que as colunas sdo ortonormais. Uma
das equagdes sera ‘1%1 + a%l = 1. Faca a1 = cos 6 e a1 = sen 6. Use o item anterior.)

4.2.3. Seja T : V — V um operador normal em um espago com produto interno. Mostre que
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(@) N(T) = N(T*). (Sugestdo: use a Proposi¢ao 4.10 na pagina 329.)
(b) Se V é de dimensio finita, entdo Z(T) = Z(T*). (Sugestdo: use o Teorema 3.31 na pdgina 277.)

4.2.4. (Teorema Espectral) Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensao finita com
produto interno. Suponha que T seja auto-adjunto se V for um espaco vetorial real e que T seja normal se
V for um espago vetorial complexo. Sejam A1, ..., Ay autovalores distintos de T. Sejam W; = N (T — A;1)
e P;: V — V a projecdo ortogonal em W;, parai =1, ..., k. Mostre que

@ V=W - oW

(b) VVZL =Wi+...+W, 1+ Wi +... + W

(c) PiP; = O, a transformacdo linear nula, se i # j.

(d) I =P, +...+ P, chamada resolucio da identidade induzida por T.

() T = APy + ...+ APy, chamada decomposi¢io espectral do operador T.
(Sugestao: use o Exercicio 4.1.19 na pédgina 323.)

4.2.5. Seja V um espago vetorial com produto interno de dimenséao finita. Seja W um subespaco de V. Mostre
que a projecdo ortogonalem W, P : V — V, P(V) = projy V, é um operador auto-adjunto. (Sugestao:
mostre que (P(V),W) = (V,P(W)), decompondo V = V; + Vo, W = Wy + W, com V;,W; € We
Vo, Wy € WJ‘.)

4.2.6. Seja V um espaco vetorial complexo. Mostre que um operador T : V — V é normal se, e somente
se, existe um polindmio p(t) tal que T* = p(T). (Sugestdo: Mostre que se T = APy + ...+ A P é a
decomposigao espectral de T e p(t) é um polindémio, entdo p(T) = p(A1)Pr + ... + p(Ax)Px. Use o fato
de que existe um polindmio p(t) tal que p(A;) = A;, parai=1,...,k.)

4.2.7. Seja T : V — V um operador normal em um espago vetorial complexo. Seja W um subespago de V.

Mostre que

(a) Se W é T-invariante, entio W é também T*-invariante. (Sugestdo: use o exercicio anterior e o
Exercicio 4.1.18 na pagina 323.)
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(b) Se W é T-invariante, entio W também é T-invariante.

4.2.8. Dizemos que um operador auto-adjunto T : V — V, em um espago com produto interno de dimensao
finita é (definido) positivo se (T(V),V) > 0, para todo V € V,V # 0. Mostre que sdo equivalentes as
seguintes afirmacoes:

(a) O operador T é definido positivo.
(b) O operador T é auto-adjunto e todos os autovalores de T sdo positivos.

(c) Existe um operador auto-adjunto e definido positivo S tal que T = S2. O operador S é chamado
raiz quadrada de T.

(Sugestao: Mostre que (a)=>(b)=-(c)=(a). Na parte (b)=-(c) defina S na base em que a matriz de T é
diagonal.)

4.2.9. Um operador T : V — V em um espago com produto interno tal que ||T(V)|| = ||V||, paratodo V € V é
chamado operador unitario, se o espago vetorial V é complexo e operador ortogonal se o espago vetorial
V é real. Mostre que T é unitdrio (ortogonal) se, e somente se, (T(V), T(W)) = (V,W), para todos
V,W € V. (Sugestdo: use as identidades polares, Exercicio 2.1.11 na pagina 131.)

4.2.10. Mostre que um operador T é unitdrio (ortogonal) se, e somente se, T* existee T*T = TT* = I. (Sugestado:
mostre que se T é unitario, entdo T é invertivel e T* = T~1.)

4.211. Seja T : V — V um operador em um espago com produto interno de dimensdo finita. Mostre que as
afirmag0es seguintes sdo equivalentes:

(a) O operador T é unitario (ortogonal).
(b) O operador T leva base ortonormal em base ortonormal.
(c) Existe uma base ortonormal B = {V;,...,V,}, tal que {T(V1), ..., T(V,)} é uma base ortonormal.

(Sugestdo: Mostre que (a)=-(b)=-(c)=(a). Na parte (c)=-(a), mostre que (T(V),T(W)) = (V, W), para
todos V,W € V)
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4.2.12.

4.2.13.

4.2.14.

4.2.15.

4.2.16.

Seja T : V — V um operador linear invertivel em um espago com produto interno de dimensao finita.
Mostre que existe um operador auto-adjunto definido positivo P e um operador unitario (ortogonal) U,
tal que T = PU. Esta decomposicdo é tinica chamada de decomposicao polar de T. (Sugestdo: Sejam
P = (TT*)"/2e U = P~'T. Mostre que UU* = I.)

Uma matriz A, n X n, é chamada (definida) positiva se o operador T : R” — R" definido por T(X) = AX,
para todo X € R" é um operador definido positivo. Parak = 1,...,n, seja Ay a submatriz obtida de uma
matriz A, n x n, eliminando-se as dltimas n — k linhas e colunas. Ay é chamada submatriz principal de
A de ordem k. Mostre que se A é simétrica e definida positiva, entdo

(a) A éndo singular;
(b) det(A) > 0;

(c) as submatrizes principais Aj, ..., A, sdo todas definidas positivas. (Sugestdo: considere vetores Xj
tais que os altimos 1 — k elementos sdo nulos e observe que (T(X), X) = X'AX.)

Seja T : V — V um operador linear normal em um espago vetorial real de dimensao n. Mostre que existe
uma base ortonormal C de V tal que

D 0 ... 0

0 D ... O . _B.
mé=1 . _ s ernqueDi:[)\i]ouDi:[DcZ ‘B’}

(Sugestao: use o Exercicio 4.1.27 na pagina 326.)

Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita. Mostre que um operador linear T : V — V é unitdrio se, e
somente se, ele é normal e |A| = 1 para todo autovalor A de T.

Seja T : V — V um operador linear ortogonal em um espago vetorial real de dimensédo n. Mostre que
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existe uma base ortonormal C de V tal que
Dy 0 ... O
0 D ... O - .
c o | cost; —senb;
Tl = : K em que D; = [£1] ou D; = senf  cosf; |
0 ... 0 D
4.2.17. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensio n. Mostre que se T = O, a

transformacdo linear nula, para algum k > 7, entdo T" = O. (Sugestdo: Se A ¢ uma matriz triangular
superior, entdo [A/]; = (a;;) e assim o polindmio caracteristico de T é pr(A) = (—1)"A". Use o Teorema
de Schur na péagina 338 e o de Cayley-Hamilton na pagina 315.)
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4.3 Aplicacdo na Identificacao de Coénicas

Uma equacdo quadratica nas varidveis x e y tem a forma
ax® 4+ bxy + cy? +dx +ey+ f =0,

onde a,b,c,d, e e f sdo ntimeros reais, com 4, b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Esta
equagdo representa uma (se¢do) conica, por poder ser obtida da interse¢do de um
cone circular com um plano. As conicas mais importantes sdo elipses, hipérboles e
parabolas, que sdo chamadas de cdnicas ndo degeneradas. As outras que incluem
um tnico ponto, um par de retas, sio chamadas cdnicas degeneradas.

Dizemos que a equagdo de uma conica ndo degenerada estd na forma padrdo se ela
tem uma das formas dadas na Figura 4.1 na pagina 348.

Nesta se¢do veremos como a diagonalizacdo de matrizes simétricas pode ser usada
na identificacdo das conicas cujas equacdes ndo estdo na forma padréo.

Vamos estudar alguns exemplos.

Exemplo 4.13. Considere a conica C cuja equagdo é
5x% — 4xy + 8y> — 36 = 0.
Esta equacdo pode ser escrita como

X'AX -36=0, (4.13)

[ 32]
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O polindmio caracteristico de A é

5-A =2

p(A) =det(A — AL) = det [ 5> 8-

]:A?—BA+36

Logo, os autovalores de A sdo A = 4 e Ay = 9. Os autovetores associados a A | = 4
sao as solu¢des ndo nulas do sistema

(A—4L)X =0

ERIMEEE

Vi ={(2a,«)|a €R}.

ou

cuja solugéo é

Vi :(2 1)

Assim, V; = (2,1) é uma base para V1, pois gera Vi e LI EW; =
é uma base ortonormal para V;.

Os autovetores associados a A; = 9 sdo as solugdes ndo nulas do sistema

(A—9L)X =0
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N
N

2 2
X y . Y X
af2+ﬁ—1,a>b Elipse ﬁ+b7_1’a>b
y y
0,a)
(b,0)
o N\ " »
0,—a)
2 2 2 2
X y . y X
i 1 Hipérbole i 1

(0,—a)
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348

y?> =4px, p >0 Paribola x> =4py, p>0

y

rix=-p

riy=-p

y?> =4px, p <0 x> =4dpy, p<0

y
riy=-p

rix=-p

Figura 4.1: Conicas ndo degeneradas com equagdes na forma padrao
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) ENIHEH]

Vo = {(—«,2a) |« € R}.

cuja solugéo é

Assim, V, = (—1,2) é uma base para V;, pois gera V, e ¢ L1 E
Wo = V2 — (;1 L)
27 Wl V57 V5
é uma base ortonormal para V. Portanto,
D = P'AP
onde,

4 0
D—|:0 9], eP:[W1W2]:

S-S
SINGIL

] |

} na equacao (4.13).

!/
Vamos fazer a mudanca de varidveis X = PX’, onde X' = [ ;,

Substituindo X = PX’ na equagéo (4.13), obtemos

X"(P'AP)X' —36 =0,

ou
X"DX'—36 =0,
ou
4x? +9y”? —36 =0,

ou ainda ) )

x/ y/

—+—=1 4.14

5 T (4.14)
Julho 2010 Reginaldo J. Santos
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que é a equagdo de uma elipse cujo esbogo é mostrado na Figura 4.2. Para fazer o
esbogo do grafico, em primeiro lugar temos que tragar os eixos X’ e y’. O eixo x’ passa
pela origem, é paralelo e possui 0 mesmo sentido do vetor W (primeira coluna de P)
e 0 eixo y’ passa pela origem, é paralelo e possui 0 mesmo sentido de W, (segunda
coluna de P). Depois, a partir da equagdo (4.14), verificamos na Figura 4.1 na pagina
348 a forma da curva em relagdo aos eixos x" e y'.

Exemplo 4.14. Considere a conica cuja equagdo é dada por

20 80
7x R —

V5 V5

5x2 — dxy + 8y* + y+4=0.

Esta equacdo pode ser escrita como
X'AX+KX+4=0, (4.15)
onde

2 8 V5 W5

A matriz A é a mesma do exemplo anterior. Assim, temos que

A:[5 _z}eK:{m—m}.

D = PtAP
onde,

4 0
D:{Og],eP:HWWﬂ:

S-S
SINGIL

!/
. x
Vamos fazer a mudanca de variaveis X = PX’, onde X’ = [ ,

[ E—

Substituindo X = PX’ na equagéo (4.15), obtemos
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x

Figura 4.2: Elipse do Exemplo 4.13
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X"(P'AP)X' + KPX' +4=0
ou
X"DX'+KPX' +4 =0,
ou
4x" +9y? —8x' — 36y’ +4=0.
ou ainda,

4(x? —2xX") +9(y? —4y) +4=0
Completando os quadrados, obtemos
4[(x? =24 +1) 1] +9[(y* — 4y +4) —4] +4=0

ou
4(x' —1)2+9(y —2)* - 36 = 0.
Fazendo mais uma mudanca de varidveis

1

= x—-1e (4.16)
"= y’ -2 (4.17)
obtemos
4x//2 + 9]///2 —36=0
ou 112 12
X Y
—+ =1 4.1
5 T2 (4.18)

que é a equagdo de uma elipse cujo esbogo é mostrado na Figura 4.3. Para fazer o
esboco do grafico, em primeiro lugar temos que tragar os eixos x” e y”/, que por sua
vez sdo translagdes dos eixos X’ e y'. O eixo x’ tem a direcdo e o sentido do vetor Wy
(a primeira coluna de P). O eixo y’ tem a dire¢do e o sentido do vetor W, (a segunda

Algebra Linear e Aplicacoes
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coluna de P). O eixo x” tem equagdo y’ = 0. Usando a equacdo (4.16) obtemos
y' = 2. Oeixo y” tem equagdo x”" = 0. Usando a equagdo (4.17) obtemos x’ = 1.
Depois, a partir da equacao (4.18), verificamos na Figura 4.1 na pdgina 348 a forma
da curva em relagdo aos eixos x” e y”.

Os exemplos anteriores sdo casos particulares do proximo teorema, cuja
demonstragdo é feita da mesma forma que fizemos com os exemplos e por isso dei-
xamos para o leitor a tarefa de escrevé-la.

Teorema 4.17. Considere a equagio
ax? + bxy +cy? +dx +ey + f =0, (4.19)

coma,b,c,d,e, f € R, sendob # 0 ea e cnio simultaneamente nulos. Entdo existe um sistema de coordenadas (x',y'),
onde a equagio (4.19) tem a forma
Alxlz +/\2ylz+d/xl+€l]/+f — 0/

onde A1, Ay sio os autovalores de

| a b/2
A= [ b2 c } :
Mais ainda,
X' = QX,

/
onde X' — { X } X = [ ; } e Q é uma matriz ortogonal (Q~! = Q).
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Wy 1

Figura 4.3: Elipse do Exemplo 4.14
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 474)

Identificar a conica, achar a equagdo no dltimo sistema de coordenadas utilizado e fazer um esbogo do grafico.
4.3.1. 9x% — 4xy + 6y* = 30;
4.3.2. 3x2 — 8xy — 12> + 81 = 0;
4.3.3. 2x% —dxy — y> = —24;
4.34. 21x% + 6xy + 13y> — 132 = 0;
4.3.5. 4x? — 20xy + 25y* — 15x — 6y = 0;
4.3.6. 9x2 +y2 + 6xy — 10/10x + 10/10y + 90 = 0;
4.3.7. 5x2 + 5y — 6xy — 30v/2x + 18v/2y + 82 = 0;
4.3.8. 5x2 + 12xy — 12v/13x = 36;
4.3.9. 6x2 +9y? — 4xy — 41/5x — 18V/5y = 5;
4.3.10. x% —y? +2v/3xy + 6x = 0;
4.3.11. 8x2 + 8y* — 16xy + 33v/2x — 312y + 70 = 0;
43.12. x> —6xy —7y* +10x + 2y +9 = 0;

Exercicios usando o MATLAB®

Comandos do pacote GAAL:

>> [P,D]=diagonal (A) diagonaliza a matriz A, de forma que AP=PD, onde D é uma matriz diagonal e P é
uma matriz ortogonal.
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>> subst (expr, [x;y], [a;b]) substitui na expressao expr as varidveis x,y por a,b, respectivamente.
. 2 2
>> elipse(a,b) desenha a elipse & + % = 1.

12
>> elipse(a,b, [U1 U2]) desenha a elipse ’%2 + yb—z = 1, onde x’ e i/ sdo as coordenadas em relagdo a
base ortonormal U1 e U2.

. ) 112 ~ ~
>> elipse(a,b, [U1 U2],X0) desenha a elipse ’;,—; + yb—z =1, onde x” e y” sdo as coordenadas em relagao
ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto X0.

2 2
>> hiperbx(a,b) desenha a hipérbole *; — Z—z =1

. 2 2 ~ ~
>> hiperbx(a,b, [U1 U2]) desenha a hipérbole ’;—/2 — Y =1,ondex’ e Yy sdo as coordenadas em rela¢do

A
a base ortonormal U1 e U2.

2 12
>> hiperbx(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hipérbole ’Z—; — be =1, onde x” e y” sdo as coordenadas em

relagdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto X0.

2

2
>> hiperby(a,b) desenha a hipérbole g—z -z =1

/2
>> hiperby(a,b, [U1 U2]) desenha a hipérbole 772 — ’2—122 =1, onde x’ e y’ sdo as coordenadas em relagao
a base ortonormal U1 e U2.

. 112 2 5
>> hiperby(a,b, [U1 U2],X0) desenha a hipérbole yﬂ—z — xb,—; = 1, onde x” e y” sdo as coordenadas em
relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e pelo ponto X0.

>> parabx(p) desenha a pardbola y? = 4px.

>> parabx(p, [U1 U2]) desenha a parabola y”> = 4px’, onde x’ e y’ sdo as coordenadas em relagdo a base
ortonormal U1 e U2.

>> parabx(p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola y""? = 4px”, onde x e ¥ sdo as coordenadas em relagio
ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e por XO.
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>> paraby(p) desenha a pardbola x> = 4py.

>> paraby(p, [U1 U2]) desenha a parébola x"? = 4py’, onde x’ e y’ sdo as coordenadas em relagdo a base
ortonormal Ul e U2.

>> paraby(p, [U1l U2],X0) desenha a pardbola x> = 4py”, onde x”’ e y" sdo as coordenadas em relagio
ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal U1 e U2 e por XO.

4.3.13. Use 0 MATLAB® para resolver os Exercicios Numéricos

Exercicios Teoricos
4.3.14. Demonstre o Teorema 4.17 na pagina 353.

4.3.15. Seja C o conjunto dos pontos do plano que satisfazem a equacdo
ax? + bxy + cy? +dx +ey + f = 0.
a b/2 ]

. Sejam A e y os autovalores de A.

Consideremos a matriz A = [ b2
(a) Mostre que Ay = ac — b*/4.
(b) Mostre que se Ay > 0, entdo C é uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.

(c) Mostre que se Ap < 0, entdo C é uma hipérbole, ou um par de retas concorrentes.
(d) Mostre que se Ay = 0, entdo temos duas possibilidades:

i. Se A # 0ou p # 0, entdo C é uma parabola, um par de retas paralelas, uma reta ou o conjunto
vazio.

ii. Se A =y = 0, entdo C é uma reta.
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4.4 Forma Canonica de Jordan

Ja vimos (Exemplo 4.6 na pagina 310) que nem todo operador T : V. — V em um
espago de dimensao finita é diagonalizével, ou seja, nem sempre existe uma base C
de V tal que a matriz [T](CZ é diagonal. Entretanto, para varias aplicagdes, é suficiente
que exista uma base C tal que a matriz [T]g tenha uma forma bastante préxima da
forma diagonal chamada forma canodnica de Jordan.

Defini¢do 4.8. Uma matriz |, n X n, estd na forma candnica de Jordan, se ela é da forma

_ _ A0 --- 0 0
A 0 --- 0 ]
A v 1 A --- 0 0
0 I 0 o o

] = : S emquefy = | @ @ .|,
z i ’ 0 0 A0
j

0 0 T 0 0 1 A

paraj=1,...,m. | A é chamado bloco de Jordan.
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Exemplo 4.15. As matrizes

200 0 50 0 0 4 0 0 0 7 0 0 0
1200 15 0 0 1 -4 0 0 07 00
01201 oo -3 ol 0 1 -4 o] ¢ oo0o7o
000 2 00 1 -3 0 0 1 -4 000 7

estdo na forma candnica de Jordan. A primeira é formada de dois blocos de Jordan, o
primeiro sendo 3 x 3 e 0 segundo 1 x 1. A segunda matriz é formada de dois blocos
de Jordan 2 x 2. A terceira, por somente um bloco e a tiltima por 4 blocos 1 x 1.

A matriz

S =N
SO =N O
— N OO
-0 OO

o

ndo estd na forma canonica de Jordan. Pois como os elementos da diagonal nédo sdo
iguais, ela teria que ser formada por pelo menos dois blocos de Jordan e [—1] deveria
ser um bloco de Jordan 1 x 1. Entretanto, a entrada imediatamente acima de —1 ndo
éigual a0.
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4.4.1 Autoespaco Generalizado

Vamos supor que exista uma base C = {V1(1>,...,Vn(111),...,Vl(k),...,V,q(j;)} de um

espago vetorial V de dimensao mj + ...+ m; = n tal que a matriz do operador
linear T : V — V, esteja na forma candnica de Jordan

_ ] A0 0 -~ 0 0
]
Jn 0 0 1 A 0 -~ 0 0
c_,_| 9 In 0 _ : ) :
Tle=T=| . L emque J) = s :
: o 0 0 0 A0
]
0 ... 0 J, 0 0 o o)
] ]
Assim,
vy = AP 4V ou (T-ADEVD) =V e @20)
Tvl) = AV
parai:1,...,mj—1ej:1,...,k.Ouseja,
(T-ADV) =0,
(T—AjI)Z(Vrquj)_l) = (T-AD() =0, (4.21)
(T-AD"V) = (T—xnm Y () =0

()

Portanto, os vetores da base C, Vij , e 0s elementos da diagonal de J, /\j, satisfazem
as equagoes
(T—ADY (V) =0,

paral =1,...,m;. Isto motiva a seguinte definigao.
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Definicdo 4.9. Seja T : V — V um operador linear. Um vetor V € V nédo nulo é chamado autovetor generali-
zado de T associado ao escalar A se

(T —AI)*(V) =0, paraalgum inteiro positivo k.

Observe que se V é um autovetor generalizado associado a A e p é o menor inteiro
positivo tal que (T — AI)P(V) = 0, entdao (T — AI)P~1(V) é um autovetor de T asso-
ciado a A. Portanto, A é um autovalor de T. Além disso, (T — AI)7(V) = 0, para todo
q=p.
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Definicdo 4.10. Seja A um autovalor de um operador T : V — V. O autoespaco generalizado associado a A, é
o subconjunto definido por

W, = {V e V| (T - AI)X(V) =0, para algum inteiro k > 0}.

Observe que W, consiste dos autovetores generalizados acrescentado o vetor nulo
e contém o autoespaco associado a A. Além disso W, é um subespaco (verifique!) .
Assim, temos a seguinte sequéncia de subespagos encaixados:

N(T=AL) CN(T=AL)*C--- CW, CV.

Exemplo 4.16. Seja T : R® — R3 o operador definido por T(X) = AX, para todo
X € R3, em que

5 10
A= —4 10
-2 -1 3
O polinémio caracteristico de T é dado por p(A) = det(A — Al) = —(A —3)3.
Assim, o tinico autovalor de T é A = 3. A forma escalonada reduzida de
2 1 0 1 1/2 0
A-3=| -4 -2 0 é 0 0 0
-2 -1 0 0 0 0
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Assim, N (T —3I) = {(—=B,2B,«) | «, p € R}.
Agora, (T — 31)% = O, a transformagéo linear nula. Portanto,

W; = N (A —303)% = R%,

Ja mostramos na Proposicao 4.4 na pagina 306 que um vetor ndo pode ser autove-
tor associado a dois autovalores distintos e que os autoespacos sdo T-invariantes.
O proximo resultado, generaliza isto para autovetores e autoespagos generaliza-
dos, ou seja, ndo existe autovetor generalizado associado a autovalores distintos e
os autoespacos generalizados sdo T-invariantes.

Proposicao 4.18. Seja T : V — V um operador linear em um espaco de dimensio finita.

(a) Se A é um autovalor de T, entdo W, é um subespago T-invariante.

(b) A intersegio de dois autoespagos generalizados associados a autovalores diferentes é igual ao subespago nulo, ou
seja, se ji # A sdo autovalores de T, entdo W) N'W,, = {0}.
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Demonstracido. (a) Para mostrar que W, é T-invariante, considere V € W,. Seja p
tal que (T — AI)?(V) = 0. Entdo:

(T—AIPT(V) =T(T - AI)P(V)=T0=0.
Portanto, T(V) € W,.
(b) Sejam p # A autovalores de T. Inicialmente vamos mostrar que
W, NN(T — ul) = {0}. (4.22)

Vamos supor que exista um vetor V # 0 em W) NN (T — ul). Seja p o menor
inteiro tal que (T — AI)P(V) = 0. Entdo, W = (T — AI)P~ (V) é um autovetor
de T associado a A e é também um autovetor associado a y, pois

(T— L) (W) = (T = pI)(T =AD" (V) = (T = ADP~{(T = uI)(V) = (T = AL)P~'0 = 0.
Isto estd em contradi¢do com a Proposicdo 4.4(a) na pagina 306. Logo, V tem
que ser igual ao vetor nulo.

Vamos supor, agora, que exista um vetor V # 0 em W, N'W),. Seja p o menor
inteiro tal que (T — uI)? (V) = 0. Entdo, W = (T — uI)P~ (V) é um autovetor
de T associado a y e é também um autovetor generalizado associado a A, pois

(T = ADF(T = p)P (V) = (T = )P~ (T = ADF(V) = (T — )P0 =0,
para algum inteiro positivo k. Isto estd em contradigdo com (4.22). Logo, V tem
que ser igual ao vetor nulo.

No Coroldrio 4.7 na pagina 313 provamos que a dimensdo do autoespaco é menor
ou igual a multiplicidade de A no polindmio caracteristico. Na préxima proposicao
generalizamos este resultado para autoespagos generalizados. Este resultado é ttil
na determinacdo dos autoespagos generalizados.
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Proposicdao 4.19. Seja T : V — V um operador linear em que as raizes do polindmio caracteristico sio autovalores de
T. Seja A é um autovalor de T tal que a multiplicidade de A no polindmio caracteristico de T é igual a m, entio

(a) dim(W)) <m,
(b) Wy =N(T —AD)™.

Demonstracdo. Seja p a dimensdo de W,.

a) Como pela Proposicao 4.18, W, é T-invariante, entdo pela Proposicao 4.6 na
p POsi¢ p POsi¢
péagina 312 o polindmio caracteristico de Ty, € um fator do polinémio carac-
teristicode T,

pr(t) = pry, (H)q(t).
Vamos mostrar que o polindmio caracterfstico de Tyy, € da forma
Py () = (—1)P(E - A)P.

Para isto vamos mostrar que A € o tinico autovalor de Tyy, .

Sejam p # Ae W € W), tal que (Tyy, — uI)W = 0. Entdao, W € W, nW, = {0},

pela Proposi¢do 4.18. Portanto, pr(t) = (=1)P(t—A)Pgq(t) ep = dim(W,) < m.
(b) Claramente N (T — AI)™ C W,. Vimos que W, é T-invariante e na

demonstragdo do item anterior que Py, = (=1)FP(t—=A)P, comp < m. O

que implica, pelo Teorema de Cayley-Hamilton na pagina 315, que
(TW)\ - /\I)p = O/
a transformacdo linear nula. Logo, para todo W € W, temos que

(T—AD™(W) = (T =AD" "P(T—AI)P(W) = (T —AI)""P(0) =0.
O que mostra que W) C N(T — AI)™. Portanto, W, = N (T — AI)™.
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Exemplo 4.17. Seja T : R* — R* o operador definido por T(X) = AX, para todo
X € R% em que

2 -1 01
0 3 -1 0
A= 0 1 1 0
0 -1 0 3

O polindémio caracteristico de T é dado por p(A) = det(A — Aly) = (A —3)(A —2)3.
Assim os autovalores de T sdo A1 = 3 e A, = 2. A forma escalonada reduzida de

-1 -1 01 1 00 -1

0 0 -1 0 ; 010 0
A=Sh=1 "9 1 20| ¢ Joo0o1 o0
0 -1 0 0 0 00 0
Assim, pela Proposicao 4.19, W3 = N (T —3I;) = {(«,0,0,a) | « € R}. A forma

escalonada reduzida de

0 -1 01 010 -1
0 1 -10| . |00 1 -1
A=2L=19 1 10| ¢ Jooo0 o0
0 -1 01 000 0

Assim, N'(T —2I;) = {(B, &, a,«) | &, p € R}. A forma escalonada reduzida de

0 -2 1 1 01 —-1/2 —-1/2
> |0 000 . 0 0 0 0
(A=2L)7=19 0 0 0 00 0 0
0 -2 11 0 0 0 0
Assim, pela Proposicao 4.19, Wy = N (T — 2I;)? = {(v,a + B,2B,2«) | &, B, v € R}.
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Por (4.21) na pagina 360, temos que se existe uma base C de V tal que [T]$ estd na forma candnica de Jordan,
entdo a base C é formada de autovetores generalizados. Assim, para encontrarmos a forma candnica de Jordan
precisamos encontrar o maior nimero possivel de autovetores generalizados linearmente independentes.

O préximo resultado garante que um conjunto formado por grupos de autovetores generalizados L.I., associ-
ados a autovalores diferentes, é L.I. Este resultado é uma generalizagdo da Proposicdo 4.5 na pédgina 306.

Proposicao 4.20. Seja T : V — V um operador linear em um espago vetorial V de dimensdo finita. Sejam Aq,..., A
autovalores distintos de T. Se paracadai =1,...,1, {V(I), e, Vk(;)} é um conjunto de autovetores generalizados L.I.

associados a \;, entdo {Vl(l), .., Vk(ll), e, Vl(l),. .., Vk(,l)} é um conjunto L.I.
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Demonstracdo. Seja p um inteiro positivo suficientemente grande. Vamos, em pri-
meiro lugar, mostrar que se
Vi+---+V; =0, (4.23)

com V; € N(T — A\;1)P, entdo V; = 0, parai = 1,...,1. Vamos supor, por indugdo,
que .
Vi+---+V_1=0,

com V; € N(T — NI)P, implica que V; = 0, parai = 1,...,1 — 1. Aplicando-se
(T — AI)P a ambos os membros da equagdo (4.23) obtemos

(T=ADPVi+ -+ (T =)’V = 0.

Pela Proposicdo 4.18 e pela hipétese de indugdo temos que
V;=0,parai=1,...,1—1.
Substituindo-se V; = - - - = V;_; = 0 na equagdo (4.23) obtemos que também V; = 0.

Precisamos mostrar que a tnica solucdo da equacdo
. T/ R EREE L /L B R R A I C B Y)

é a solugdo trivial. Como V; = xgi)Vl(i) +-+ x]((? Vk(,i) € N(T — MI)P, pelo que
mostramos acima, a equagdo (4.24) implica que

Vi= xgi)Vl(i) + 4 x,((? Vk(f) =

(@]

7

parai =1,...,l. Comoparacadai=1,...,], Vl(i),. .y, Vk(‘i) sdo L.I., entao

x%i):---:x,((?:O.
O que prova que todos os autovetores generalizados juntos sao L.I.
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Exemplo 4.18. Seja T : R* — R* o operador definido por T(X) = AX, para todo
X € R% em que

2 -1 01
0 3 -1 0
A= 0 1 10
0 -1 0 3

Ja vimos no Exemplo 4.17 que os autoespagos generalizados de T sdo
W3 = N(A—-3L) ={(a,0,0,a) |« € R} e

WZ = N(A - 214)2 = {('Y/D‘ + ‘B,ZIB,ZD() | “/;B’r)/ S R}
O vetor V| = (1,0,0,1) forma uma base de W3 e os vetores
Vv, =(0,1,0,2), V5 = (0,1,2,0) e V4, = (1,0,0,0)
formam uma base de W,. Portanto, pela Proposicao 4.20, segue-se que Vy, Vo, V3, V4
sdo L.I e assim formam uma base de R*.

Vamos mostrar que se as raizes do polindmio caracteristico de T sdo autovalores,
entdo sempre existe uma base de V formada de autovetores generalizados.
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Teorema 4.21. Seja T : V — V um operador tal que seu polindmio caracteristico é da forma
p(t) = (=1)"(t = Aq)" .. (= Ag)™, com Aq, ..., A distintos.
Sejam By, . .., By bases dos autoespagos generalizados W; associados a A;, parai =1, ..., k. Entdo,

(a) B=ByU---UDBéumabasedeV;
(b) dim(W;) =n;, parai =1,...,k

Demonstracdo. Vamos mostrar que V. = W; @ --- & Wy. Os dois itens sdo entdo
decorréncia do Exercicio 3.3.21 na pagina 269 e da Proposicao 4.19 na pagina 365.

Vamos provar para o caso em que k = 2. Sejam

Pl(t) =(t=A)"e Pz(f) = (= Ap)"2.
Como o méximo divisor comum de pi(t) e po(t) é igual a 1, entdo existem po-
lindmios m (t) e my(t) tais que

1= my(5)pr(£) + ma(£)p2(t).

Este resultado pode ser encontrado em qualquer livro de Algebra Abstrata como por
exemplo [5]. Portanto, para todo vetor V € V

V = (V) = my(T)py(T)(V) + ma(T)pa(T)(V).

Mas, my(T)p1(T)(V) pertence a W, = N (p2(T)) e ma(T)p2(T)(V) pertence a
Wi = N(p (T)) pois pelo Teorema de Cayley-Hamilton:

p1(T) (ma(T) p2(T)(V)) = ma(T) (p1(T)p2(T)) (V) = ma(T)((=1)"p(T)(V)) = 0

Algebra Linear e Aplicacoes
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V =W + W,.

Como pela Proposi¢ao 4.18 na pagina 363, Wy N W, = {0}, entdo

V=W, & W,.

Observacado. Segue do Teorema 4.21 que, para determinarmos o autoespago generalizado W, associado a um
autovalor A de um operador T : V — V, devemos determinar

N(T = AI),N(T = AI)?,..., N (T — AI)1,

em que ¢ é o menor inteiro positivo tal que dim(N (T — AI)7) é igual a multiplicidade de A no polindmio
caracteristico de T. Entdao, W, = N(T — AI)1.
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4.4.2 Ciclos de Autovetores Generalizados

Por (4.21), os vetores que formam a base C tal que [T]g estd na forma canonica de
Jordan sdo autovetores generalizados. Mas além disso, por (4.20), segue-se que 0s
vetores da base C que correspondem a um bloco de Jordan formam um ciclo no
sentido que se segue.

Definicao 4.11. Seja V um autovetor generalizado associado ao autovalor A de um operador T : V — V. Seja
p o menor inteiro tal que (T — AI)? (V) = 0. O conjunto

Cy ={V,(T—=AD(V),...,(T—ADP"1(V)}

é chamado um ciclo de autovetores generalizados associados a A. Os vetores (T — AI)P~!(V) e V séo cha-
mados vetor final e vetor inicial do ciclo, respectivamente. Dizemos também que o comprimento do ciclo é

p.

Observe que o vetor final de um ciclo de autovetores generalizados de um operador
T é o tnico autovetor de T no ciclo. Assim, o maior niimero possivel de ciclos de
autovetores generalizados associados a um autovalor A, com os vetores finais for-
mando um conjunto L.I., é igual & dimensao do ndcleo de T — Al
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Exemplo 4.19. Seja T : R3 — R3 o operador definido por T(X) = AX, para todo
X € R3, em que

4 1 -1
A=| -1 1 3
-1 -1 4
O polinémio caracteristico de T é p(t) = —(t — 3)3. Assim o tnico autovalor de T é
A = 3. A forma escalonada reduzida de
1 1 -1 1 0 1
A-3L=| -1 =2 3 é 01 =2
-1 -1 1 0 0 0

Assim, N (T —3I) = {(—w,2a,a) | « € R}. A forma escalonada reduzida de

1 01
é 0 00
0 0 0

Assim, N(T —3I)? = {(—a,B,a) | a0, € R}. Agora, (A —3L)> = 0. Assim,
N (A —31)% = W3 = R3,

Os ciclos de W3 tém comprimento no méximo igual a 3. Para obtermos um ciclo
de maior comprimento possivel em W3, devemos tomar um vetor em W3 que nao
pertenca ao AV (T — 31)?. Para determinar um tal vetor calculamos (T — 31)? aplicado
em vetores de uma base de W3 = R3. Ou seja,

(A—=313)%[ Ey Ey E3 ] = (A —313)°I; = (A —3I3)%.
Dai concluimos que os vetores E; = (1,0,0) e E3 = (0,0,1) ndo pertencem a N (T —
31)%. Assim,

Cr, ={E1,(A=3L)E; =(1,-1,-1),(A —313)2151 =(1,-2,-1)}

10 1
(A=33)2=| -2 0 -2
-1 0 -1

é um ciclo de autovetores generalizados associados a A; = 3 de maior comprimento
possivel.
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Base de
N(T —3I)3
N(T —31)?
N (T =3I)
E E; | (T—3I1)E; | (T —3I)%E;
N(T —31)\N(T — 31)?

Como queremos encontrar o maior niimero possivel de autovetores generalizados
L.I. que compdem ciclos, o resultado seguinte garante que basta que os autovetores
que estdo nos ciclos (os vetores finais) sejam L.I. para que o conjunto completo seja
LL

Teorema 4.22. Seja A um autovalor de um operador T : V — V. Sejam Cy, ..., Cy ciclos de autovetores generalizados
de T associados a A tais que os vetores finais dos ciclos sio linearmente independentes. Entdo, os C;’s sio disjuntos (isto

q
¢,CiNCj=0,parai # j)eaunido C = | C; é linearmente independente.
i=1

Demonstracido. Deixamos como exercicio a verificagdao de que os C;’s sdo disjuntos.

Vamos inicialmente supor que tenhamos apenas dois ciclos cada um com compri-
mento igual a 2 com dois vetores cada,
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C1 = {Vi, (T =AD(W)}, Co = {Va, (T = AD)(V2) } e que (T = AL)(V1) e (T — AI)(V2)
sdo L.I. Considere a seguinte combinagao linear nula:

x10Vq1 + x0Vo + X11(T — )\I)(V1) -+ x21(T — }\I)(Vz) =0. (4.25)
Aplicando-se T — Al em (4.25), obtemos:
x10(T — AI) (V1) + x20(T — AI)(V2) = 0.

O que implica que, x19 = xp0 = 0. Substituindo-se estes valores em (4.25) obtemos
que C1UCy é LI

Seja p o ntimero de vetores de C. Se p = 1 o resultado é claramente verdadeiro. Su-
ponhamos que p > 1 e que o resultado seja verdadeiro se a unido dos ciclos contiver
menos de p vetores. Vamos mostrar que ele é verdadeiro se o niimero de vetores de
C é p. Considere a seguinte combinacao linear nula:

q pi—
XoV1+ -+ Xq()Vq Z Z T )\I V) =0, (4.26)
i=1 j=1

em que C; = {V,,(T — A)V;,..., (T — A;)Pi"'V;}. Aplicando-se T — Al em (4.26),
obtemos:

q pi—l B
Zle(] (T — ADI(V;) =0,
i=1 j=
q
que é uma combinacdo linear nula de vetores de C’ = |J C/, em que C/ é o ciclo

i=1
obtido de C; retirando-se o vetor inicial, portanto tem o mesmo vetor final de C;. C’
tem menos de p vetores. Como estamos supondo o resultado verdadeiro neste caso,
temos que, x;; = 0,parai=1,...,9ej=0,...,p; — 2. Substituindo-se estes valores

q
em (4.26), obtemos que C = |J C; é linearmente independente. |
i=1
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Observacido. Para encontrar uma base C tal que [T]g esteja na forma de Jordan, devemos, para cada autovalor
A, encontrar um ntmero de ciclos igual a dimensdo do autoespago determinado por A. Sendo os ciclos de
comprimento o maior possivel e com vetores finais (os autovetores de cada ciclo) L.I. Para isso, para cada
autovalor A com multiplicidade p no polindmio caracteristico de T:

(a) Devemos determinar bases para N (T — AI), N (T — AI)?,...,N(T — AI)7, em que q é o menor inteiro
positivo tal que dim(N (T — AI)7) = p.

(b) Os vetores iniciais dos maiores ciclos sdo os vetores que estdo numa base de W, = N (T — AI)7 e que ndo
pertencem a /(T — AI)7~L. Para isso, podemos tomar vetores que pertencem a uma base de N(T — A1)
e que ndo sdo combinagao linear de uma base de N (T — AI)7~! ou tais que (T — AI)7~! aplicado neles
seja diferente do vetor nulo.

(c) O ntmero de ciclos deve ser igual a dimensdo do autoespago associado a A. O ndmero de vetores
da unido de todos os ciclos deve ser igual a dimensdo de W,. Para os ciclos de comprimento j =
q—1,...,1,se existirem, os vetores iniciais sao vetores que pertencem a uma base de N'(T — AI)/ tais que
(T — AI)J=! aplicado neles sao linearmente independentes com os autovetores (tltimos vetores) dos ci-
clos ja determinados.
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Base de
N (T = AT)1
N(T — AI)?
N (T = AT)
£ Vi, (T-ADVy, (T=A1?Vy, -+ | (T-ADI72Vy | (T—ADT 1V

N(T=AD)N\N (T—AT)11

Vi
m
N(T=AL)UNN(T—AL) %!

Vk/ (T_/\I)Vk/ e

(T—AI)T2V,

(T—AI% 1V
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Exemplo 4.20. Seja T : R* — R* o operador definido por T(X) = AX, para todo
X € R% em que

2 -1 01
0 3 -1 0
A= 0 1 1 0
0 -1 0 3

Ja vimos no Exemplo 4.18 na pagina 369, que os autovaloresde T'sdio Ay =3 e Ay =2
e que

N(T-3I) = {(«,0,0,a)|acR} =Ws,
N(T-2I) = {(Bawaun)|aBeR} e
N(T-20)% = {(y,a+B,2B2a)|a,B,vER} =W,

Todos os ciclos em W3 tém comprimento igual a 1. Seja V3 = (1,0,0,1). Este vetor
forma uma base de W3 e serd o primeiro vetor da base C. Os ciclos de W, tém
comprimento no maximo igual a 2. Para obtermos um ciclo de maior comprimento
possivel em W;, devemos tomar um vetor em W, que néo pertenga a N (T — 2I).

{W; = (1,0,0,0), W, = (0,1,1,1)} é uma base de (T — 2I).

{W;3 =(0,1,0,2), Wy = (0,1,2,0), Ws = (1,0,0,0)} é uma base de
Wy = N(T —2I)2.

Vamos descobrir entre os vetores W3, Wy, W5, quais ndo pertencem a N/ (T — 2I). Para
isso vamos calcular (A — 2I3)[ W3 Wy W5 |:

0 0 1 1 -1 0
1 10 1 -1 0
(A_213)[W3 W4 W5] = (A_213) 02 0 = 1 -1 0
2 00 1 -1 0

Portanto, W3 e Wy pertencem a Wy, mas néo pertencem a N (T — 2I).
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Sejam V, = W3 = (0,1,0,2), V3 = (A —2I4)V, = (1,1,1,1) o segundo e o terceiro
vetor de C, respectivamente. Precisamos ainda um vetor que pertenca a N (T — 2I)
e que seja linearmente independente com o vetor V3 = (T —2I)(V») = (1,1,1,1). E
facil ver que Wy e W, ndo sdo combinagéo linear de V3. Seja V, = Wy = (1,0,0,0) o
quarto vetor da base C.

Assim, se
1 011 3 000
. 101 10 ~ 14,5 102 00
P—[V1V2V3V4}— 00101 entdo P AP = 012 01
1210 00 0 2
que estd na forma canonica de Jordan.
Base de
N(T —2I)?
N(T —2I)
Vr‘és W3 | (T —21)W;
N(T = 20)2\N/(T —21)
W

Exemplo 4.21. Seja T : R? — R3 o operador definido por T(X) = AX, para todo
X € R3, em que
5 10
A= -4 10
-2 -1 3
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Ja vimos no Exemplo 4.16 na pédgina 362 que
N(T =31) = {(—B,2B,a) | &, € R} e N(T — 31)> = R = W,

Precisamos encontrar um vetor que pertenca ao (T — 31)? = R?, mas nao pertenca
ao N (T — 3I) que é o subespago que tem como base {V; = (0,0,1),V, = (-1,2,0)}.
Para isso vamos descobrir quais vetores da base can6nica ndo pertencem a N (T—3I).

2 10
(A—3L)[E1 By B3] = (A—3I3)3=A—3L=| —4 —2 0
-2 -1 0

Dai concluimos que E; = (1,0,0) e E; = (0,1,0) ndo pertencem a N (T — 3I). Con-
sideremos entdo o ciclo iniciado com

Wy = E1. W = (A —3I3)E; = (2,—4,2).
Vamos tomar para W3 um autovetor de T que ndo é mdltiplo escalar de W,. Por
exemplo, W3 = Vj. Assim, se

1 20 300
P=[W,WoW3]=|0 —4 0|, entio P'AP=|1 3 0 |,
0 21 00 3
que estd na forma canonica de Jordan.
Base de
N(T —3I)?
N(T - 3I)
ﬁ% E; | (T-3])E,
N(T = 30)2\N(T - 3I)
%1
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O préximo teorema, garante a existéncia de uma base em relagdo a qual a matriz do
operador estd na forma canonica de Jordan, se as raizes do polindmio caracteristico
sdo autovalores do operador.

Teorema 4.23. Seja T : V — V um operador tal que seu polindmio caracteristico é da forma
p(t) = (=1)"(t = Aqy)™ .. (= Ap)"™, com Aq, ..., A distintos.

Entao,

(a) Paraj =1,...,k o autoespago generalizado associado a A; tem uma base consistindo de uma unido de ciclos de
autovetores generalizados associados a A;.

(b) Existe uma base C de V formada por uma unido de ciclos de autovetores generalizados tal que [T}g estd na forma
candnica de Jordan.
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Demonstracdo.

(a) Vamos mostrar que se A é um autovalor de T, entdo existe uma base de
W) consistindo de uma unido de ciclos de autovetores generalizados. Seja
u:w, — W,, definido por

U(W) = (T —AI)(W), paratodo W e W,.

Observe que W é um autovetor generalizado de T associado a A se, e somente
se, W é um autovetor generalizado de U associado a zero. Assim, basta provar-
mos o resultado para U.

Seja p = dim(W, ). Vamos supor que o resultado seja verdadeiro se a dimensao
do autoespaco generalizado for menor que p. Z(U) é o autoespaco generalizado
da restricdo de U a Z(U) associado a zero. Como N (U) é nao trivial, entdo
dim(Z(U)) < p. Como estamos supondo o resultado verdadeiro neste caso,
existem Cj, .. ., C,’c ciclos de autovetores generalizados da restricdo de U a Z(U)
k
tais que C’ = U C/ é uma base de Z(U).
i=1

Paracadai=1,...,k C/ = {W;...,U"(W;)}, para W; € Z(U). Logo, existem
Vi,..., Vi € W, tais que C] = {uwy,..., urti(v,)}, parai =1,...,k.

Paracadai=1,...,k sejaC; = {V;} UC!. Sejam Vi1, ..., V; tais que
um+t(vy),..., u™ Y (i), Vieq, ...V, éuma base de N (U).

k
Seja C = UCU{Ve1}U---U{V,}. C é uma unido de ciclos L.I. pela
i=1
Proposigao 4.22 na pagina 374 e como C tem
dim(Z(U)) + dim(N(U)) = dim(W,)

vetores, entdo C é uma base de W, formada por ciclos de autovetores generali-
zados de U e portanto de T.
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(b) Sejam C; = {V;,..., (T — Al m=1(V:)} ciclos de autovetores generalizados tais
jam t; j j g
que C = J(; seja uma base V, que existe pelo item anterior e pelo Teorema 4.21
na pagina 370. Entédo,
T(T—ADY (V) = (T=NDMH(V) 4+ AT = ADY(V;). parai =0,...,m
T(T—AMD™ N (V) = (T—MD(T =AD" (V) +M(T — A" 1Y)
= AT =AD" N V),

]'—26

Logo, a matriz [T]g estd na forma canodnica de Jordan.
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4.4.3 Aplicacdo: Func¢des de Matrizes e Sistemas de Equacdes Dife-
renciais Lineares

Vamos estender fungdes f € C*®(I) ao conjunto de todas as matrizes quadradas
cujas raizes do polinémio caracteristico sejam reais e estejam no intervalo I. Vamos
estender inicialmente para blocos de Jordan.

Se
A0 0 0
1 A 0 0
e I R A I
0 0 A0
0 O 1 A mxm
entdo definimos f(],) por
[ f(A) 0 0 0
f'(A) fA) 0 0
FO =1 i s :
f(m—Z()/'\) f(m—3()/'\) f(/\) 0
(m—1) (m—2)
| e G o F) W)

Para k > 0, se f(x) = x*, entdo f(]J,) = ]ﬁ (Exercicio 4.4.7 na pagina 396). Além
disso, para quaisquer fungdes f, g € C®(I), e escalar «,

(af)(Jr) = af(Jr), (f +8)Ur) = fUr) +gUr), (fg)(Jr) = fFUr)g(Jr) (verifique!).

Se a matriz A é semelhante a uma matriz na forma canénica de Jordan, A = PJP~ 1,
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em que
Jr, O 0
0 i 0
] = . <
0 0 Iay
entdo definimos f(A) por
fOn) 0 0
0 0
f(A) —p | f(]Az) § | Pil.
0 0 - fUx)

Para k > 0, se f(x) = x*, entdo f(A) = AK. Além disso, para quaisquer fungdes
f5 € €U e esalara, (7 +5)(4) = (4) +5(4) (7)(4) = J(A)4) v
que!).

Sistemas de Equacdes Diferenciais Lineares - caso em que os autovalores sio reais

Considere o sistema de equagdes diferenciais lineares

dX1
Tt = ay;x; + apxy + ... 4+ a1Xy
dx,
ar = amX1 + apx2 + ...+ awXy
Ele pode ser escrito na forma de uma equacao diferencial vetorial
aX
— = AX,
dt
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em que A = (a;j)uxn. Suponha que a matriz A seja semelhante a uma matriz
na forma canodnica de Jordan, ou seja, suponha que exista uma matriz P tal que
P~1AP = ], em que

- - A0 0 0
I 0 0 1A 0 0
0 i, 0 i

] = : . e ]/\1. =
- - 0 o A 0
0 0 I 0 0 -+ 1 A

Vamos mostrar que X (t) = !4 X(0) é a solugao do sistema. Para isso, vamos mostrar

que Eem —clAe que X(t) = e!4X(0) é a tinica solucio do sistema que tem valor
X(0)emt =0.
efhl 0 0
0 e 0
A =p p,
0 0 R et]’\k
em que
[ et 0 0 0 ]
tet)\[ et)\,‘ 0 0
et]/\i = .
M2 A M3 A tA
(m—zl)!e (m—az)!e € 0
= t)\i - t)\,‘ . t)\i t)\,'
| D¢ T et e ]
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r Aiet/\i 0 0 0
(Ait + 1)eth Azethi e 0 0
iethi = : : :
dt A2 B3N e A3 P4 N EA tA;
((m712)! (m73)!)€ 1 <(m73)! (m74)!)e 1 Aei 0
A m— m—2 . . m—2 m—3 . .
L <(mtfl)! (rtnfz)!eml)emz (Ai (15172)! (;1*3)!)6% felt - Agelh
[ et 0 0 0 |
tethi ethi 0 0 A 0 0
1 A -~ 0 0
B tm*"" tA 3 t‘)x,- 0 -
m—2)1¢ n—3)1¢ ¢ 0 0 Ai 0
( 1:1'":11)! othi ( ;m:zz)! et tethi pthi 0 0 1 A
_ ethi];\]
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Assim,
e 0 0
0 Lelt . 0
dt : : - :
|0 0 %ethk
ey, 0 0
- t] -
_ p 0 e A%]/\l 0 p-
0 0 ey,
[ ot 0 0 T 0 0
0 etIAZ 0 0 ]/\2 0 )
= P ) P~
| 0 0 eI 0 0 I
= oA

Seja X (t) uma solugao do sistema tal que em t = 0 vale X(0). Entdo, Z(t) = e *4X(t)
é tal que

d _a FAX(t) + e*tAiX(t) = —e "MAX(t) + e AX(t) = 0.

a0 =g a
Aqui usamos o fato de que %(Y(t)X(t)) = %(t)X(t) + Y(t)%{(t) (verifique!).

Logo, Z(t) = Z(0) = e 4X(0) = X(0), paratodot € Re

X(t) = ee X (t) = e Z(t) = €4 X(0),
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pois etde~t4 = I, (verifique!). Portanto, X(t) = ¢4 X(0) é a tinica solugao do sistema

de equacdes diferenciais lineares
ax
— = AX
dt ’

com o valor pré-determinado em t = 0.

Exemplo 4.22. Considere o sistema de equagdes diferenciais lineares

%:4x—3y—z
dy

Z =

dt
d—z—x—3+22
ar Y

Ele pode ser escrito na forma de uma equagdo diferencial vetorial

ax
2 _ Ax
dt ’
4 -3 -1
emque A= |0 0 0 |.SeaT:R3>— R3definido por T(X) = AX, para
1 -3 2
todo X € R3. O seu polindmio caracteristico é p(A) = —A(A — 3)2. Portanto, os

autovaloresde T sdoA; = 0e Ay, = 3.

Vamos usar o Teorema de Cayley-Hamilton para calcular ef4. Seja r:(A) um po-

linémio de grau menor que 3 tal que e* = r4(A), para A = 0 e 3 e que et = rj(A),

Julho 2010
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para A = 3. Seja g¢ : R — R definida por

et —r(A)
seA #£0,3,
p(t)h\) (h) th ’(h) #
.ot —ry .t —r
() =\ lim — gy = ) seA =0,
t th i
. —ri(h) . (T+t)e —r/(h)
MmO m s

As fungdes g¢(A) e r+(A) pertencem a C*(R) e sdo tais que

e = g;(A)p(A) +r4(A), em que r;(A) é um polinémio de grau menor que 3.
(4.27)
Usando o fato de que os autovalores de T também anulam p(A) temos duas
equagdes, pois um dos autovalores é uma raiz dupla de p(A). Mas, quando um
polindmio tem uma raiz dupla ela é também raiz da sua derivada. Sejam a,b,c € R
tais que r¢(x) = ax? 4+ bx + c. Substituindo-se A = 0 e 3 em (4.27), derivando-se
(4.27) e substituindo-se A = 3 obtemos o sistema

1 = c
e = 91 + 3b + ¢
te¥ = 6a + b
cuja solugdo é a = M,b = M ec = 1. Assim, pelo Teorema de

9
Cayley-Hamilton, temos que

1+ (3t—1)e% —2+ (=3tp)e?

4 = g(A)p(a)+ = ar e S
—1)e3t _ _ 3t
_ 1—1—(31?9 1)e A2 2—I—(33t2)e At
(1+t)e¥ 1-e3 —tedt
= 0 1 0
te3t 1—¢e3 (1—t)e

Algebra Linear e Aplicacoes
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Assim, a solugdo do sistema para x(0),y(0) e z(0) dados é

x(t)

y(t)
z(t)

(1+8)e3 1-e¥  —tedt x(0)
0 1 0 y(0)
tedt 1—e% (1—1t)e? z(0)

Sistemas de Equacdes Diferenciais Lineares - caso em que existem autovalores
complexos

Vamos resolver inicialmente o caso em que a matriz A é 2 x 2. Se o polindmio ca-
racteristico p(A) = det(A — Aly) tem uma raiz complexa, entdo ele tem duas raizes
complexas conjugadas: Ay = a +if e Ay = & — i3 e pelo Exercicio 4.1.27 na pagina
326, existe uma matriz P tal que

A= PD,X,ﬁPA, emque D,g= { g _5 ] .
Definimos

otDup — ot | COSEP —sentf | = 44 _ D sp-1
sentf  costp

d
Vamos mostrar que Eem =ehA.

d p ta | costp —sentp —sentf —costp
— B — 44 to
i’ ae sentf  costp +pe costf —sentf

_ ta | acostp—Bsentp —pPcostp—asentpP
- ¢ {asentﬁ+ﬁcost‘8 —,Bsentﬁ+1xcostﬁ}

s P

— etDlX,ﬁ Da,ﬁ
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Assim,

d d - -
e =P Pl = Pl Dy g = €A,

Para o caso geral, vamos usar o Exercicio 4.4.6 na pagina 395, ou seja, existe uma
matriz P tal que

Jp, O 0 0
0 Jx 0 0
pAPl=]=1| : : - : : , emque
(:) (:) L"k—lﬁk—l 0
0 0 0 ka/gk
A0 0 0
1A 0 0
I/\]-: P
0 0 A0
0 0 1 A
Dy, 0 0 0
L Dy, 0 0
g = ) . . . . oD . — | % —Bi
aipi — : : - : : aifi — Bi a |
0 0 Dy, 0
0 0 I  Dyg,
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Definindo
[ et Paii 0 0 0 ]
tetPuib; ¢! Puit; 0 0
g”’xiﬁi = .
(:nm__;)! ¢! Duip; (5—_33) ! et Peib; ¢! Pui 0
e g e P

podemos definir

NN
SIS
NH-

S o
)

Qi
o Qi

et]“k—lﬂk—l 0
0 el

Qo Qi
= =R
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 492)

4.4.1. Quais das seguintes matrizes estdo na forma candnica de Jordan.

(@)

4.4.2. Determine, se possivel, uma matriz P, tal que P lAP =]

S oo oON

SO ON R

[ NeNT o Ne)

O =)= OO

_ o O oo

(b)

2

o O oo
S o oo

SO O NP, O

SO N P, OO

O N OO OO

_ O O oo o

esteja na forma canodnica de Jordan.

25 0 0 0 2 0000 O
12000 0
02 0 0 0 10200 0
@ |00 -1 0 -1 (b)
01020 0
0 0 0 -1 0
00 o0 0 1 11112 0
- | 00001 -1
1 1.0 0 -1 0 4 0]
[ -1 1 -1 -3 -1 7 01 1 -1 -1 -3 3 —4
0 -1 1 2 3 2 0 0 1 0 1 1 -2 1
© 0 0 -1 0 -2 1 d) 0 0 0 1 1 1 -4 -5
¢ 0 0 0 -1 1 -2 0 0 O 0 1 0 -1 -5
o o o 0 -1 3 o o0 o0 o 1 1 -1
| 0 0 0 0 0 —4 o 00 0 o0 0 1 =2
000 0o 0 0 0 3]
Exercicios Teoricos
4.4.3. Seja T : V — V um operador tal que seu polindmio caracteristico é da forma
p(A) = (=1)"(A =)™ . (A =A™,
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com Ay, ..., A distintos. Seja W = Z(T — Ay)"* . Mostre que:
(a) W é T-invariante.
(b) WNN(T — A I)™ é invariante por (T — AgI)™*.
(c) A restrigdo de (T — A )™ a WNN(T — A;I)™ é injetiva e portanto sobrejetiva.

4.44. Sejam Cj,...,Cy ciclos de autovetores generalizados associados a um autovalor A. Mostre que se os
vetores finais dos ciclos sdo distintos, entéo os ciclos sao disjuntos, isto ¢, C; N C; = @, parai # j.

4.4.5. Seja T : V — V um operador tal que seu polindmio caracteristico é da forma
p(A) = (=1)"(A=A)" ... (A =A™,

com Ay, ..., Ag distintos. Mostre que:

(a) T é diagonalizdvel se, e somente se, o autoespago generalizado W; associado a A; é igual ao
autoespago N (T — A;I) associado a Aj, parai =1,...,k.

(b) T é diagonalizavel se, e somente se, N'(T — A;1) = N(T — /’\il)z, parai=1,...,k

4.4.6. Seja T : V — V um operador linear em um espago vetorial real. Mostre que existe uma base C de V tal
que

Ja, O 0 0
0 I, 0 0
Te=7=1| : =+ . z |, emgque
(? (:) ]”‘k—l_ﬁk—l 0
0 0 Juiy
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A0 0 0
1A 0 0
Iy=1| oy
0 0 A0
0 0 1A
Dys 0 o0
b Dy 0 0
Ju.g, = : : - : : eD..:[[xi _,31'}
“iPi - - S - “iPs B w
0 0 Dyp O
0 0 L Dy,

(Sugestao: considere a complexificacdo de V e do operador T, Exercicio 4.1.25 na pagina 326.)

A0 0 0
1 A 0 0
44.7. Seja | = ¢ ..t | um bloco de Jordan m X m correspondente a A. Seja N = | — Al,.
0 0 A0
0 0 1 A
Mostre que:

1 sei—j=k
m _ 3415 k.. — ]
(@) N™ = O, a transformagdo linear nula e para 1 < k < m, [N*[;; = { 0 caso contrario
£k
i
2 <>A IN/ para0 < k < m.
®) JF=1 7

m—1 k o
Z <.>)&k]N] para k > m.
j=0 N
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(c) Para todo inteiro k > m,

AK 0 . 0 0
kK1 AK e 0 0

]k — : :
(mliz)Ak—m-Q—Z )Lk 0
(mlil))\kferl (mliz)/\kfm+2 . k-1 Ak

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



Respostas dos Exercicios

1.1. Defini¢ao e Exemplos (pagina 12)

1.1.1. Aequacdo3X —2V = 15(X — U) é equivalente a 3X — 2V = 15X — 15U. Somando-se —15X + 2V obtemos —15X + 3X = 2V — 15U
ou —12X = 2V — 15U multiplicando-se por — 117 obtemos
X=3Uu-1iv.

1.1.2. Multiplicando-se a segunda equagio por 2 e somando-se a primeira, obtemos 12X = 3U + 2V ou X = LU + 1 V. Substituindo-se
X na primeira equagdo obtemos, 3U+V —2Y = Uou2Y = iU+ VouY = U+ V.

1.1.3. Vamos verificar que existem escalares a e b tais que

42t +7=a(?+1)+b(t+3) =at®> +bt+ (a+3b)
que é equivalente ao sistema

a = 1
b = 2
a + 3 = 7
que tem solugdoa =1leb = 2.
1.1.4. Vamos verificar que existem escalares a e b tais que 3 = a(5tan® t) + 2bsec? t = 5a(sec? t — 1) + 2bsec? t = —5a + (5a + 2b) sec? t.
Basta tomarmos escalares a e b tais que 3 = —5a e 5a +-2b = 0, ou seja, basta quea = —3/5e b = 3/2.

398
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1.1.5. >>
>>
>>

>>

>>

>>

>>
>>

>>

>>
>>

>>

Assim, os vetores das letras (b) e (c) sdo combinacao linear de X1, X, e X3.

x1=[4,2,-3];x2=[2,1,-2];x3=[-2,-1,0];

x=[1,1,1];
A=[x1;x2;x3;x].°
4 2 -2
2 1 -1
-3 -2 0
R=escalona(A)
1 0 -2
0 1 3
0 0 0
x=[4,2,-6];
A=[x1;x2;x3;x].’
4 2 -2
2 1 -1
-3 -2 0
R=escalona(A)
1 0 -2
0 1 3
0 0 0
x=[-2,-1,1];
A=[x1;x2;x3;x].’
4 2 -2
2 1 -1
-3 -2 0
R=escalona(A)
1 0 -2
0 1 3
0 0 0
x=[-1,2,3];
A=[x1;x2;x3;x].’
4 2 -2
2 1 -1
-3 -2 0
R=escalona(A)
1 0 -2
0 1 3
0 0 0

-1
2
3

0
0
1

1.1.6. (a) Nao é espago vetorial pois 1(1,1) = (1,0) # (1,1), ou seja, 0 axioma (8) ndo é satisfeito.

(b) Nao é espaco vetorial pois (1,1) + (2,2) = (5,5) # (2,2) + (1,1) = (4,4), ou seja, 0 axioma (1) ndo é satisfeito

(c) Nao é espago vetorial pois (0,1) + ((0,2) +0,3)) = (0,1) + (5,0) = (1,5) # ((0,1) +(0,2)) + (0,3) = (3,0) + (0,3) = (3,3)
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(d) E espago vetorial, pois:

117. (1)
(2

®)

Lxt+ty=xy=yx=y+x;
x4+ (y+z)=x(yz) = (xy)z= (x+y) +z
iii. Se0=1,entdox =1x=0+x=x+0;
iv. Se—x =x"1,entdo (—x) +x =x+(—x) =xx"' =1=0;
V. a(Br) = als®) = () = 1 = (ap)x;
vi. a(x+y) = (xy)* = x*yY* = ax + ay;
vil, (a4 B)x = x(HP) = x%xP = ax + Bx;
viil. 1x =x! =x.
(f +8)(x) = f(x) +8(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x), para todo x € &
[f+@+M(x) = flx) + (g +1)(x) = f(x) + (8(x) + h(x)) = (f(x) +8(x)) +h(x) = (f +8)(x) + h(x) = [(f +&) +h](x),

para todo x € &;
Seja 0 a fungdo identicamente nula. (f +0)(x) = f(x) +0(x) = f(x), para todo x € X;

Dada a fungdo f definimos a fungdo —f por (—f)(x) = —f(x), paratodox € X. [f + (—f)](x) = f(x) + (—f(x) =0 =0(x),
para todo x € &;

[a(B)](x) = a(Bf)(x) = a(Bf(x)) = (aB)f(x) = [(«B) f](x), para todo x € &;

[a(f +)(x) = a(f +8)(x) = a(f(x) + 8(x)) = af(x) + ag(x) = (af)(x) + (ag)(x) = (af + ag)(x), para todo x € A
[(a+B)f)(x) = (a+ B)f(x) = af (x) + Bf(x) = (af)(x) + (Bf) (x) = [af + Bf](x), para todo x € X;

(1f)(x) =1f(x) = f(x), paratodo x € X;

1.2. Subespacos (pagina 39)

121 (a)

(b)

Naio é subespaco pois (1,1,1) pertence ao conjunto, mas 2(1,1,1) = (2,2,2) ndo pertence;

E um subespago pois ¢ um plano que passa pela origem;

(c) Nao é um subespaco pois (1,1,1) pertence ao conjunto, mas —1(1,1,1) = (-1, —1, —1) ndo pertence;

(d) Nao é subespago pois (1,0,0 e (0, —1,0 pertencem ao conjunto, mas (1,0,0) + (0, —1,0) = (1, —1,0) ndo pertence;
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(e)

E um subespago pois ¢ uma reta que passa pela origem (eixo y);

(f) E um subespago pois é um plano que passa pela origem;

(g) Nao é um subespaco pois é um plano que ndo passa pela origem.

(h) N&o é um subespaco pois (1,1,2) e (—1, —1,2) pertencem ao conjunto, mas (1,1,2) + (=1, —1,2) = (0,0,4) ndo pertencem.
1.2.2.  (a) Nao é subespago pois (2,0,0,0) pertence ao conjunto, mas (0,0,0,0) = 0(2,0,0,0) ndo pertence;

(b) Eum subespago. Pois,

0) Se X1 = (x1,y1,21,w1) e Xo = (x2,Y2,22,wp) pertencem ao conjunto, entdo z; = x1 = 2y1, 2p = X = 2yp e Wy =
x1 — 3y1, wp = xp — 3yz. O que implica que X; + X = (x1 + X2, y1 + Y2, 21 + 22, w1 + w,) também pertence ao conjunto
jaquezi +z3 =x1+x2 =2(y1 +y2) ews +wy = (x1 +x2) —3(y1 +12)-

(0") Se X = (x,y,z,w) pertence ao conjunto, entdo z = x = 2y e w = x — 3y. O que implica que aX = (ax,ay, az, aw)
também pertence, pois az = ax = 2(ay) e aw = (ax) — 3(ay).

() Eum subespago. Pois,

(0) Se Xy = (x1,y1,21,w1) e Xo = (x2,Y2,22, wp) pertencem ao conjunto, entdo x; = y3 = 0 e xp = y» = 0. O que implica
que X1 + Xp = (x1 + X2, ¥1 + Y2, 21 + 22, w1 + W) também pertence ao conjunto ja que x7 + xp = y1 +y2 = 0.

(0") Se X = (x,y,z,w) pertence ao conjunto, entdo x = y = 0. O que implica que X = (ax, ay, az, aw) também pertence,
pois ax = ay = 0.

(d) Eum subespago. Pois,

(0) Se X1 = (x1,y1,21,w1) e Xp = (X2,Y2,22,wp) pertencem ao conjunto, entdo x; = 0, xp = 0,1 = —wy e Yo = —Ws.
O que implica que Xj + X2 = (x1 + X2, ¥1 + V2,21 + 22, w1 + wy) também pertence ao conjunto jd que x; +x3 = 0 e
y1+y2= —(w1 +w2).

(0") Se X = (x,y,z,w) pertence ao conjunto, entdo x = 0 e y = —w. O que implica que aX = (ax,ay, az, aw) também
pertence, pois ax = 0 e ay = —(aw).

1.23. (a) Eum subespaco de C°[—1,1] pois se f(—1) = f(1) e g(—1) = g(1), entdo (f + g)(—1) = f(—1) +g(—1) = f(1) + g(1) =
(f+9)(1)e(af)(—1) =af(1) =af(—1) = (af)(—1). Portanto, é um espaco vetorial.
(b) Nao é um subespaco de C°[0,1] pois f(x) = x é uma funcéo ndo decrescente, mas ((—1)f)(x) = —x ndo é uma fungio nio
decrescente. Portanto, ndo é um espaco vetorial.
(¢) Nao é um subespago de C°[—1,1] pois se f(x) = 1+ x e g(x) = 1 — x, entdo (f + g)(x) = 1 ndo pertence ao conjunto.
Portanto, ndo é um espaco vetorial.
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(d) E um subespaco de C°[—1,1] pois se f(—1) = f(1) = 0e g(—1) = g(1) = 0, entdo (f +¢)(—1) = f(~1) +g(~1) =0 =
fM+g(1)=(f+9) 1) e(af)(=1) =af(—1) =0=af(1) = (af)(1). Portanto, é um espaco vetorial.

(e) Nao é um subespago do espaco dos polindmios pois o polinémio nulo 0 = 0(#3) ndo tem grau igual a 3. Portanto, ndo é um
espago vetorial.

1.24. (a) E um subespago do espago das matrizes M, pois se B; e By sdo tais que AB; = BjA e AB, = ByA, entdo A(By + By) =
ABy + ABy = BiA+ ByA = (B1 + By)A e se B é tal que AB = BA, entdo A(aB) = aAB = aBA = (aB)A. Portanto é um
espaco vetorial.

(b) Nao é um subespago do espago das matrizes My, pois se B é tal que AB # BA, entdo 0 = 0B é tal que AB = BA = 0.
Portanto nao é um espago vetorial.

(c) E um subespaco do espago das matrizes M,,, pois se By e B sdo tais que BjA = 0 e BA = 0, entdo (B; + By)A =
BiA+ByA=0+0=0eseBétal que BA =0, entdo («B)A = a(BA) = a0 = 0. Portanto ¢ um espaco vetorial.

1.2.5. Sejam f,g € F(X;R) tais que f(x9) = g(xo) = 0.
©) (f+8)(x0) = f(x0) +g(x0) = 0;
0 (af)(x0) = af(xp) = a0 = 0.
1.2.6. Seja V = (a,b,c) um vetor qualquer de R3. Vamos mostrar que existem V; € Wy e V, € W tais que V = Vj + V5. Um elemento

qualquer de W; é da forma (z, z, z) enquanto um elemento qualquer de W, é da forma (x, y,0). Assim, precisamos encontrar x,y e
z tais que

(a,b,c) =(z,z,z) + (x,y,0) = (x + 2,y + z,2)

x + z
y + z

que é equivalente ao sistema

a
b
c

z

que tem solugéo tGnica x = a — ¢,y = b — ce z = c. Portanto, R® = W; @ W, pois todo elemento de R? se escreve de maneira tnica
como a soma de um elemento de W; e um elemento de W5.

1.2.7. (a) > syms a b c d
>> A=[1,0,0,1;0,1,0,0;1,1,1,1;...
1,1,1,0;a,b,c,d].’

[1, 0, 1, 1, a]
[0, 1, 1, 1, b]
[0, 0, 1, 1, c]
[1, 0, 1, 0, d]
>> escalona(A);
[1 0 0 O a-c ]
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[0 1 0 O b-c¢c 1
[0 0O 1 0 c+d-al
[0 0 0 1 -d+a 1

Portanto, os vetores da letra (a) geram o R

(b) >> A=[1,2,1,0;1,1,-1,0;0,0,0,1;a,b,c,d].’
[1, 1, 0, al
[2, 1, 0, b]
[1, -1, 0, ]
[0, 0,1, d]
>> escalona(A);
[1 0 O -a+b ]
(o 10 -b+2a ]
[0 0 1 d 1
[0 O 0O c+3a-2bl
Continua ? (s/n) n
Portanto, os vetores da letra (b) ndo geram o R*.
(c) >> A=[6,4,-2,4;2,0,0,1;3,2,-1,2;...
5,6,-3,2;0,4,-2,-2;a,b,c,d] .’
[6,2, 3 5, 0,al
[4, 0, 2, 6, 4, 1]
[-2, 0, -1, -8, -2, c]
[4,1, 2, 2, -2,d]
>> escalona(A);
[1t01/23/2 1 1/4 b ]

[01 O -2 -3 -3/4b+ 1/2 al
[0 O -2 -3d-1/2 a - 1/4 1]
[0 O 0 0 c+1/2 b ]
Continua ? (s/n) n

Portanto, os vetores da letra (c) ndo geram o R*.

(d) > A=[1,1,0,0;1,2,-1,1;...
0,0,1,1;2,1,1,1;a,b,c,d].’

A=
[1, 1, 0, 2, al
[1, 2,0, 1, b]
[O: _19 19 1: C]
o, 1,1, 1, d]
>> escalona(A);

[1000-a+2b-23/2d+ 3/2c]

[0100 1/24d -1/2 ¢ ]
[oO010 c+b-a ]
[0001 1/2d-b+a-1/2¢c 1]
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1.2.8.

(b)

Portanto, os vetores da letra (d) geram o R*.

>> A=[1,0,1,0,0;1,2,3,1,0;...

2,1,3,1,0]
1 0 1 0 0
1 2 3 1 0
2 1 3 1 0
>> R=escalona(A)
1 0 1 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 0

Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz [A | 0], que corresponde ao sistema

X1 + x3
X2 + X3

I
coco

X4

Este sistema tem como solugdo geral
W= {(—a, —a,a,0) |a € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—a, —a,,0) =a(-1,-1,1,0).

Logo, {V=(-1,-1,1,0)} gera W.
>> A=[1,1,2,-1,0;2,3,6,-2,0;...

-2,1,2,2,0]
1 1 2 -1 0
2 3 6 -2 0
-2 1 2 2 0
>> R=escalona(A)
1 0 0 -1 0
0 1 2 0 0
0 0 0 0 0

Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz [A | 0], que corresponde ao sistema

X1 + — X4
Xy +  2x3

[l
o

Este sistema tem como solugdo geral

W= {(a,—28,B,a)|a,p cR}.
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1.2.9.

1.2.10.

1.2.11.

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(@, =28, B, )

= (a,0,0,0) +(0,~28,8,0)
«(1,0,0,1) 4 B(0, —2,1,0).

Logo, § = {V4 = (1,0,0,1),V, = (0,—2,1,0) } gera W.

O subespago V é um plano que passa pela origem, paralelo aos vetores (—1,2,3) e (1,3,4). O subespago W é um plano que passa
pela origem, paralelo aos vetores (1,2, —1) e (0,1,1).

>> Vi=[-1,2,3]; Vv2=[1,3,4];
>> Ni=pv(V1,V2)
N1 = -1 7 -5

>> V3=[1,2,-1]; v4=[0,1,1];
>> N2=pv(V3,V4)

N2 = 3 -1 1
>> V=pv(N1,N2)
V= 2 -14 -20

A equacgdo paramétrica da reta intersegdo dos dois subespagos é (x,y,z) = t(2, —14, —20), para qualquer ¢ € R.

Por um lado, 1 = 1sen?t + 1cos?t, cos2t = (—1)sen?t + 1cos? t, implica que al + Bcos2t = (a — B)sen® t + (a + B) cos? t, ou
seja, toda combinagdo linear de 1 e cos 2t também é combinago linear de sen? f e de cos? t. Por outro lado, sen® t = }(1) — 1 cos2t

ecos?t = (1) + 1 cos2t implica que asen?  + Beos? t = “FE (1) + £ cos2t.

(a) Podemos, por exemplo, tirar ¢ em fungdo de a e b na equagao 3a — 5b + 2c = 0 obtendo

¢ = =(5b—3a).

N =

Substituindo o valor de ¢ em um ponto qualquer do plano obtemos que os vetores do plano sdo da forma

(a,b,¢) = (u,b,%(5b73a)) _ a(l,O,fg) 00,1, g).

Assim, os vetores V] = (1,0, —%) eV, =(0,1, %) geram o subespago.

(b) Podemos, por exemplo, obter que a, = 2a;;. Substituindo o valor de a1 obtido em uma matriz qualquer do subespago
obtemos que as matrizes do subespago sao da forma
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a1 a2 _ an
a1 a any

Assim as matrizes M| =

(c

~

<06

Um polindmio p(t) = at® + bt? + ct + d pertence ao subespago se, e somente se, p(2) = 0, ou seja, se a2% +b22 +c2+d = 0.

)en(s )

0
1 ) geram o subespago

éﬂll
zazz =4 + a1
3 M 0 0 M 0

Podemos, por exemplo, tirar o valor de d em fungdo de a,b e c obtendo d = —8a — 4b — 2c. Substituindo este valor de d em
um polindmio qualquer do subespago obtemos

p(t) =at® + b2 +ct +d = at> + bt? + ct + (—8a — 4b — 2¢c) = a(#
Assim, os polindmios B —

(d) Um polindmio p(t) = at® + bt? + ct + d pertence ao subespaco se, e somente se, p(2) = p(—
) el

—a(-13+b(-1

8, 12

—8) +b(t? —4) +c(t—2).

—4 et —2geram o subespaco.

1), ou seja, se a8 402242+
1) +d ou ainda, 9a + 3b + 3¢ = 0. Podemos, por exemplo, tirar o valor de c em funcdo deae b

obtendo ¢ = —3a — b. Substituindo este valor de c em um polinémio qualquer do subespago obtemos

B =at + b2 +ct+d=at> + b2+
P

Assim, os polindmios I

1.2.12. Seja p(t) = apg+ ...

(=3a —b)t+d=a(t?—3t) +b(t> —1) +d(1).

—3t, 12 — 1 et — 2 geram o subespago.

+ a,t" um polindmio qualquer. Como p(t) tem grau n os polindmios de grau maior que 7 ndo entram na
p qualqg p g p g q

combinagao linear. Vamos mostrar que a equacao

p(t) =ag+ ...
tem solucdo.

2xg + x1 +
X1

1.2.13.

Seja p(t) = g + ... + a, " um polindmio qualquer tal que p(—

+oant" =x02) +x1(F+ 1)+ ...+ x, (" + 1)
Agrupando os termos

de mesmo grau obtemos que a equagdo acima é equivalente ao sistema
+ Xn = X0
que tem solugdo. Portanto o conjunto dado gera o espago dos polinémios.

Xn = Qpn

t) = p(t). Entdo, p(t) — p(—t) = 2ayt +2a3t3 + ...+ 2ay 1>+ =0,

para todo t € R. O que implica que todos os coeficientes de p com indice impar séo iguais a zero. Assim, todo polindmio do

subespago é da forma p(t) = ag + axt?> + ..

polinémios pares.

L+ azktZk, para algum k € N. Portanto 1,284, .12 geram o subespaco dos

1.3. Dependéncia Linear (pagina 61)

1.3.1.

(a) >
>>
>>

>>

vi=[1,1,2,1];v2=[1,0,0,2];
v3=[4,6,8,6];v4=[0,3,2,1];
A=[v1;v2;v3;v4;zeros(1,4)].’
1 1 4
1 0 6
2 0 8
1 2 6
R=escalona(A)

=N WO
[eNeNoXeo)
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(b)

(©

(d)

1 0 0 -3 0
0 1 0 -1 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 0

Logo, o sistema x1(1,1,2,1) + x2(1,0,0,2) + x3(4,6,8,6) + x4(0,3,2,1) = 0 admite solucdo ndo trivial. Isto implica que os
vetores da letra (a) sao L.D.

>> vi=[1,-2,3,-1];v2=[-2,4,-6,2];
>> A=[v1;v2;zeros(1,4)].’

1 -2 0
-2 4 0
3 -6 0
-1 2 0
>> R=escalona(A)
1 -2 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Logo, o sistema x1 (1, —2,3, —1) + x2(—2,4, —6,2) = 0 admite solugdo ndo trivial. Isto implica que os vetores da letra (b) sdo
L.D. Observe que o segundo vetor é —2 vezes o primeiro.

>> vi=[1,1,1,1];v2=[2,3,1,2];
>> v3=[3,1,2,1]1;v4=[2,2,1,1];
>> A=[v1;v2;v3;v4;zeros(1,4)].’

1 2 3 2 0
1 3 1 2 0
1 1 2 1 0
1 2 1 1 0
>> R=escalona(A)
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

Logo, o sistema x1(1,1,1,1) +x2(2,3,1,2) + x3(3,1,2,1) + x4(2,2,1,1) = 0 s6 admite a solugdo trivial. Isto implica que os
vetores da letra (c) sdo L.I.

>> vi=[4,2,-1,3];v2=[6,5,-5,1];v3=[2,-1,3,5];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,4)].’

4 6 2 0
2 5 -1 0
-1 -5 3 0
3 1 5 0

>> R=escalona(A)
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2
-1
0
0

OO O
OO O
W OoOooo

Logo, o sistema x71(4,2,—1,3) + x2(2,3,1,2) + x3(2,—1,3,5) = 0 admite solugdo ndo trivial. Isto implica que os vetores da

letra (d) sdo L.D.

1.3.2. >> syms a
>> A=[3,1,0;a72+2,2,0;0,0,0]

1.3.3.

A =

[3, a~2+2, 0]

(1,
[o,

2, 0]
0, 0]

>> escalona(A)
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1

[1 2 0]
[ ]
[ 2 ]
[3 a +2 0]
[ ]
[o 0 01

Continua ? (s/n) s
-(3)*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
[1 2 0]

[O 0 0
Continua 7 (s/n)
>> solve(’a~2-4=0
ans

0 a -4 0

U R S )

,’a’)

= [ 21[-2]

(@) x1(t> =2t +3) +x2(22 +t +8) + x3(t> + 8t +7) = 0(t) = 0, para todo t € R. Agrupando os termos correspondentes a

mesma poténcia de t obtemos
(1 +2x2 + x3) 82 + (—2x1 + x2 + 8x3)t + (3x1 + 8x2 + 7x3) = 0, para todo t € R. Como o polindmio nulo tem todos os seus
X1 + ZXZ + X3 0

coeficientes iguais a zero, obtemos o sistema linear —-2x1 + x» 4+ 8x3
3x1 + 8x», + 7x3

0
0

>> A=[1,2,1,0;-2,1,8,0;3,8,7,0]
>> escalona(A)

[ 1, 2, 1, 0]

[-2, 1, 8, 0]
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(b)

[ 3, 8 7, 0]

eliminagdo 1:

(2)*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-3)*1inha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 2, 1, o]

[ o, 5, 10, 0]

[ o, 2, 4, 0]

eliminagdo 2:

(1/5)*1linha 2 ==> linha 2

[1, 2,1, 0]

[0, 1, 2, 0]

[0, 2,4, 0]

(-2)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1

(-2)*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, o0, -3, 0]

[ o, 1, 2, 0]

[ o, 0o, 0, 0]

A solugdo do sistema é x3 = &, xp = —2a e x1 = 3a, para todo & € R. Portanto o sistema e a equagao vetorial inicial possuem

solucdo néo trivial o que implica que os trés polindmios sao L.D.

x1(2 = 1)+ x2(t+1) +x3(t +2) = 0(t) = 0, para todo ¢ € R. Agrupando os termos correspondentes a mesma poténcia de

t obtemos
(x1)t% + (x2 4+ x3)t + (—x1 + x2 + 2x3) = 0, para todo t € R. Com
X1 =
zero, obtemos o sistema linear
—x

>> A=[1,0,0,0;0,1,1,0;-1,1,2,0]

>> escalona(A)

[ 1, 0, 0, o]

[ o, 1, 1, 0]

[-1, 1, 2, o]

eliminagdo 1:

(1)*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[1,0,0,0]

[o,1,1,0]

[0, 1,2, 0]

eliminagdo 2:

(-1)*linha 2 + linha 3 ==> linha 3
[1,0,0,0]

[o,1,1,0]

[o0,0,1, 0]

eliminagdo 3:

(-1)*linha 3 + linha 2 ==> linha 2

0 o polindmio nulo tem todos os seus coeficientes iguais a
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[1, 0, 0, O]
[0, 1, 0, 0]
[0, 0,1, 0]
Assim o sistema e a equagao vetorial inicial possuem somente a solugdo trivial x; = x, = x3 = 0. Portanto, os polindmios sdo L.
t cost sent 7 -1 0
134. (a) W[fi, fo, f3](t) = det| 1 —sent cost | eW|[fy,fo,f3](mr) =det| 1 0 —1 | = # 0. Portanto, as fungdes
0 —cost —sent 0 1 0
sao L.I.
cost 1 sen?t/2 _sent lsent
(b) W[fL, fo, f3](t) = det | —sent 0  lsent = —det { ? ] = Oparatodot € [—, 7t]. Assim, as fungdes
0 ? —cost 5cost

—cost 5 cost
podem ser L.D. Vamos tentar descobrir uma relagdo entre as fung¢des. Observamos que
cost = cos(2§) = cos?t/2 —sen?t/2 = 1 —2sen?t/2. Assim, a primeira fungdo é combinagdo linear das outras duas.

Portanto as fungdes sdo L.D.

1 ef+et ef—et i et ot ot
(c) W[f1, fa, f3](t) =det | 0 ei - e’i e: + e’; = det { dret ot ] = —4. Assim as fungdes sdo L.I.
0 e+e’ e —e

1.3.5. Sejamy;(t) = ef cos3teys(t) = e sen3t. i (t) = ef(cos 3t — 3sen3t), y4(t) = e (sen3t +3cos3t). y (t) = —2¢' (4 cos 3t + 3sen3t),

v (t) = 2¢t(—4sen3t + 3cos3t). Assim, y{ —2yj +10y; = ¢'0 = 0 e y4 — 2y5 + 10y> = €¢'0 = 0, ou seja, y1 € y» sdo solugdes da

a1 . _ ¢! cos 3t ef sen 3t _ 1 0| _
equagdo diferencial. Agora, W(y1,1](t) = det{ et (cos3t — 3sen3t)  ef(sen 3t + 3cos3t) ] e Wly1,12](0) = det{ 1 3 } =

3 # 0. Portanto as fungdes sao solugdes L.I. da equagdo diferencial dada.

1.3.6.  (a) x1Y1 +x2Y2 +x3Y3 = x1(Xy + X) + x2(X1 + X3) + x3(Xo + X3) = (%1 + x2) X1 + (%1 + x3) X2 + (x2 + x3) X3 = 0. Como
X1, X2 e X3 sao por hipétese L.I., os escalares que os estdo multiplicando tém que ser iguais a zero. O que leva ao sistema

X1 + X = 0
X1 + x3 = 0
x2 + x3 = 0

>> A=[1,1,0;1,0,1;0,1,1]
>> escalona(A)

[1, 1, 0]

[1, 0, 1]

[o, 1, 1]

[1,0, 0]
[o,1,0]
[0, o0, 1]
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1.3.7.

1.3.8.

1.3.9.

1.3.10.

1.3.11.

Assim, o sistema e a equacao vetorial inicial tém somente a solugdo trivial x; = x, = x3 = 0. Portanto os vetores Y1, Y, e Y3
sdo L.I.

(b) 1Y+ 0Ys +x3Y3 = 1 Xq + 02(Xy + X3) + x3(Xq + X2+ X3) = (31 4+ 22 +x3)X) + 13X + (v2 + x3)X3 = 0 Como
X1, X; e X3 sdo por hipétese LI, os escalares que os estdo multiplicando tém que ser iguais a zero. O que leva ao

X1 + x» 4+ x3 = 0
sistema x3 = 0 Assim, o sistema e a equagdo vetorial inicial tém somente a solugdo trivial
X2 + X3 = 0

x1 = xp = x3 = 0. Portanto os vetores Y7, Y5 e Y3 sdo L.I.

x1p1(t) + oo xapn(t) = xo(L+t+ 2+ ) i (F+ P2+ )+ (BB ) o x (PY) = xo(1) + (% +
x1)t+ (xg +x1 +x2) 2 + ...+ (X0 + X1 + ...+ x,)t" = 0(t) = 0. Como todos os coeficientes do polindmio nulo tém que ser iguais

X0 = 0
X0 + X = 0

a zero, entdo obtemos o seguinte sistema . . . Assim, o sistema e a equacao vetorial
xo + x1 + A + x; = 0

inicial tém somente a solugao trivial. Portanto, os polindmios sao L.L

X fi(t) + oo fi(8) = eM(xp(8) + x2(#2) + ... + x(t5)) = 0(¢) = 0. Dividindo-se por eM e considerando que um polindmio nulo

tem todos os seus coeficientes iguais a zero, obtemos que x; = ... = x; = 0, ou seja, as fungdes sdo L.I
fi(t) Lty fil(t) Mt ehat : Mt
f{(t) fz’(t) T }é(f) /\1€A1t /\ze)‘Zt v )\ke/\f
WIf1, ..., fal(t) = det : . . — det
k-1 k-1 k-1 i i .
fl( )(t) fz( )(t) L. f}f )(t) )\11( ToAt /\sz 1e/\zt . /\Ilz ToAxt
1 1 cee 1
M Ay N
W(fi, ..., fa](0) =det | . ; . =TI(Ai—45) #0
. . . l<]
k— k-1 k-1
M ! A A

Portanto, as fung¢des sdo L.I.

Precisamos saber se a equacdo abaixo tem somente a solugdo trivial ou ndo.
1 AXy + .o+ 0, AXy = A(x X1+ ... x4 X)) = 0. Como a matriz A é invertivel, entdo x1X; +...x,X, = 0. Como os vetores
Xi,...,X,sd0 LI, entdo x; = ... = x,, = 0. Portanto AXy,..., AX,, sdo L.I.

Vamos mostrar que o conjunto X, = {2,1+1¢,...,1+ "} é L.I. Para isso, vamos mostrar que a equacdo abaixo tem somente a
solugéo trivial. )

x0(2) +x1(t+1)+ ...+ x,(t"+1) =0(¢) = 0.

Agrupando os termos de mesmo grau obtemos que a equacdo acima é equivalente ao sistema

Julho 2010 Reginaldo J. Santos



412 Respostas dos Exercicios

2xg + x1 + + x; = 0
X1 “ee = 0

que tem somente a solugado trivial. Portanto o conjunto &} é LI Como
x, = 0

qualquer subconjunto finito ), do conjunto {2,1+¢,...,1+#",...} estd contido em algum conjunto X;, entdo Y é L.I Isto prova
que o conjunto infinito {2,1++,...,1+",...} é LL

1.3.12. (a) >> Vi=[1;2;3]; V2=[3;4;5]; V3=[5;6;7]1;
>> V=randi(3,1)

vV = 0
4
3
>> escalona([V1,V2,V3,V])
ans = 1 0 -1 0
0 1 2 0
0 0 0 1

Assim, V ndo é combinagéo linear de V1, V2e V3.

(b) >> M=randi(3,5)

M= -2 -4 1 -5 5
3 -3 -3 3 0
-5 -3 -3 -1 -1

>> escalona([V1,V2,V3,M])
1 0-1 0 37/13 -101/26 173/26 -96/13 0 1 2 0 -29/13 37/26
-85/26 51/13 0 0 0 1 1/13 -4/13 12/13 -4/13

Assim, nenhuma das colunas de M é combinacdo linear de V1, V2 e V3. Como as colunas de M foram geradas aleatoriamente,
o mais provavel é que elas ndo pertencam ao plano gerado por Vi, V2e V3.

(c) V3=-V1+2V2, que é a mesma relagdo que é vélida entre as colunas de forma escalonada reduzida da matriz [V1,V2,V3,M].

1.3.13. >> A=randi(3,2)*randi(2,5,2)

A= -2 4 -2 -8 -8
-4 0 -4 -8 0
5 -3 5 13 6

>> escalona(A)

ans = 1 0 1 2 0
0 1 0o -1 -2
0 0 0 0 0

Az =1A1 4+ 04y, Ay = 2A1 — Ay, As = 0A; — 2A;,. Observe que as relagdes que sao vélidas entre as colunas de A sdo validas entre
as colunas da forma escalonada reduzida de A.

1.4. Base e Dimensio de Subespacos (pagina 87)
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1.4.1. Como a dimensio do R* é 4, 4 vetores que sdo L.I. geram o espago e formam portanto uma base (Teorema 1.12(a) na pédgina 75).
Para verificar se os vetores sao L.I., precisamos saber se a equagdo vetorial,

1.4.2.

X1V1 + x2V2 + X3V3 + JC4V4 =0

s6 possui a solucdo trivial. Esta equagado é equivalente ao sistema linear, cuja matriz é formada pelos vetores V;, V,, V3, Vy escritos
como colunas.

(@)

(b)
(©

(@)

(b)

>> v1=[1,0,0,1]1;v2=[0,1,0,0];v3=[1,1,1,1];
>> v4=[0,1,1,1];A=[v1;v2;v3;v4].’;
>> escalona(A)

[1, 0, 1, 0]
[o, 1,1, 1]
[0, 0,1, 1]
[1, 0, 1, 1]
[1, 0, 0, 0]
[0, 1, 0, 0]
[0, 0,1, 0]
[0, 0, 0,1]

Assim a equagio acima tem somente a solugao trivial. Portanto os vetores sao L.I. e formam uma base do R*.

Nio ¢é base pois 3 vetores nao geram o R*.

>> v1=[0,0,1,1];v2=[-1,1,1,2];v3=[1,1,0,0];
>> v4=[2,1,2,1];A=[v1;v2;v3;v4].’;
>> escalona(A)

[ o, -1, 1, 2]
[ o, 1, 1, 1]
[ 1, 1, 0, 2]
[ 1, 2, o, 1]
[1, 0, 0, 0]
[0, 1, 0, 0]
[0, 0,1, 0]
[0, 0, 0,1]

Assim a equagdo acima tem somente a solugao trivial. Portanto os vetores sao L.I. e formam uma base do R*.

(a,a,c) = (a,a,0)+ (0,0,c) = a(1,1,0) +¢(0,0,1). Logo, S = {V; = (1,1,0), V> = (0,0,1) } gera o subespago. Além disso, S
é LI, pois um vetor ndo é miltiplo escalar do outro. Portanto, S é uma base do subespago.

(0,b,¢) = (0,b,0) + (0,0,¢) = b(0,1,0) +¢(0,0,1) Logo, S = {V4 = (0,1,0), Vo = (0,0,1)} gera o subespago. Além disso, S
é LI, pois um vetor ndo é multiplo escalar do outro. Portanto, S é uma base do subespago.
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(©) (a—bb+c2a—b+c) =
(a,0,2a) + (=b,b,—b) + (0,c,c) =
a(1,0,2) + b(-1,1,-1) +¢(0,1,1)
Logo, S = {4 =(1,0,2), Vo, = (—1,1,-1),V3 = (0,1,1) } gera o subespago.
Agora, para verificar se S é LI, precisamos saber se a equagao
x(1,0,2) +y(-1,1,-1) +2(0,1,1) = (0,0,0)
possui somente a solugao trivial.
>> v1=[1,0,2];v2=[-1,1,-1];v3=[0,1,1];

>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].7;
>> R=escalona(A)

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

Uma solugao particular da equagdo acima é:

Substituindo estes valores na equagao vetorial acima:
—(1,0,2) = (-1,1,-1) + (0,1,1) = (0,0,0)
ou ainda,
(0,1,1) = (1,0,2) + (—1,1,-1)

Assim, § = {V; = (1,0,2),V, = (—1,1,—1)} é uma base para o subespago (eles sdo L.I,, pois um nao ¢ multiplo escalar do
outro).

1.4.3. (a) (El, b, ¢ a+ b)

(2,0,0,a) + (0,b,0,b) + (0,0,c,0)
a(1,0,0,1) +b(0,1,0,1) +¢(0,0,1,0)

Logo, S = {V, =(1,0,0,1),V, = (0,1,0,1), V3 = (0,0,1,0) } gera o subespaco.
Agora, para verificar se S é L.L,, precisamos saber se a equacao
x(1,0,0,1) +y(0,1,0,1) +2(0,0,1,0) = (0,0,0,0)

possui somente a solucdo trivial.
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(b)

(@

>> vi1=[1,0,0,1];v2=[0,1,0,1];v3=[0,0,1,0];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,4)].;
>> R=escalona(A)

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

Assim, S = {V}, =(1,0,0,1),V», = (0,1,0,1), V3 = (0,0,1,0) } é uma base para o subespago e a dimenséo é 3.

(a,b,a—b,a+Db) (a,0,a,a) +(0,b,—b,b)

a(1,0,1,1) 4+ b(0,1,-1,1)

Logo, § = {V; = (1,0,1,1),V, = (0,1,—1,1) } gera o subespago. Como um vetor ndo é multiplo escalar do outro, eles sdo
L.IL

Portanto, S é uma base do subespaco e a dimensdo do subespago é 2.

(a4+c,a—b,b+c,—a+D0)

(a,a,0,—a) + (0,—b,b,b) + (c,0,¢,0)

a(1,1,0,—1) +b(0,~1,1,1) +¢(1,0,1,0)

Logo, S ={V; =(1,1,0,-1),V, = (0,—1,1,1), V3 = (1,0,1,0) } gera o subespago.

Agora, para verificar se sdo L.I., precisamos saber se a equagao
x(1,1,0,—-1) +y(0,-1,1,1) +2(1,0,1,0) = (0,0,0,0)

possui somente a solugao trivial.

>> vi1=[1,1,0,-1];v2=[0,-1,1,1];v3=[1,0,1,0];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,4)].;
>> R=escalona(A)

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Uma solugao particular da equagdo acima é:
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Substituindo estes valores na equacao vetorial acima:

—(1,1,0,—1) — (0,—1,1,1) +(1,0,1,0) = (0,0,0,0)

ou ainda,
(1,0,1,0) = (1,1,0,—1) + (0,—-1,1,1)

Assim, S = {V} =(1,1,0,—1),V, = (0,—1,1,1) } é uma base para o subespaco. E a dimensdo do subespaco é 2.

1.4.4. Como a dimensio do R3 ¢ 3, 3 vetores que sdo L.I. geram o espago e formam portanto uma base. Para verificar se os vetores sdo
L.I, precisamos saber se a equagdo vetorial,

x1Vi+xVo +x3V3 = 0

s6 possui a solucdo trivial. Esta equagdo é equivalente ao sistema linear, cuja matriz é formada pelos vetores V;, V5, V3 escritos
como colunas.

>> syms a

>> A=[a"2,0,1;0,a,2;1,0,1]
>> escalona(A)

[a"2, o0, 1]

[ 0, a, 2]

[ 1, o, 11
eliminagdo 1:

linha 3 <==> linha 1

L 1, o, 1]

[ 0, a, 2]

[ a~2, o0, 1]

(-a"2)*linha 1 + linha 3 ==> linha 3
[ 1, 0, 1]

[ 0, a, 2]

[ 0, 0, 1-a~2]

eliminagdo 2:
(1/a)*linha 2 ==> linha 2

[ 1, 0, 1]
[ 0, 1, 2/a]
[ o, 0, 1-a~2]

Portanto, paraa # 0,1, —1 os vetores Vi, V, e V3 formam uma base.

1.4.5. (a) > syms x
>> A=[0,0,1;1,0,-3;0,1,3];
>> B=A-x*eye(3)

[-x, O, 1]
[1, -x, -3]
[0, 1, 3-x]

>> solve(det(B))
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ans = [1][1][1]
>> Bl=subs(B,x,1)

-1 0 1
1 -1 -3
0 1 2
>> escalona([B1,zeros(3,1)])
1 0 -1 0
0 1 2 0
0 0 0 0

X1 — X
x2 + 2x

W = {(a, —2a,2) |a € R}.

Este sistema tem como solugdo geral

Agora, para qualquer elemento de W temos:

3
3

(0, =20, 00) = a(1,-2,1).

Logo, § = {V = (1,—-2,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tinico vetor néo nulo é sempre L.I,, entdo S é base

para W.

>> A=[2,2,3,4;0,2,3,2;0,0,1,1;0,0,0,1]
>> B=A-x*eye(4)

[2-x, 2, 3, 4]

[ o0, 2-x, 3, 2]

[ o, 0, 1-x, 1]

[ o, 0, 0, 1-x]

>> solve(det(B))

ans = [2][2]1[1]1[1]

>> Bl=subs(B,x,1)

1 2 3 4
0 1 3 2
0 0 0 1
0 0 0 0
>> escalona([B1,zeros(4,1)])
1 0 -3 0 0
0 1 3 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

X1
X2

— 3X3
+ SX3

X4

[N R}

JuTho 2010

Reginaldo J. Santos



418 Respostas dos Exercicios

Este sistema tem como solugdo geral
W = {(3x, —3a,a,0) |a € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:
(3a, —3a,,0) = a(3,-3,1,0).

Logo, S = {V = (3,-3,1,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor néo nulo é sempre L.I, entdo S é

base para W.

>> B2=subs(B,x,2)
0 2 3 4
0 0 3 2
0 0 -1 1
0 0 0 -1

>> escalona([B2,zeros(4,1)])
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

([t
coco

X2
X3
X4

W = {(«,0,0,0) |a € R}.

Este sistema tem como solugdo geral

Agora, para qualquer elemento de W temos:
(2,0,0,0) = «(1,0,0,0).

Logo, S = {V =(1,0,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tinico vetor ndo nulo ¢ sempre L.I, entdo S é base
para W.

(¢) > A=[1,1,-2;-1,2,1;0,1,-1]
>> B=A-x*eye(3)
[1-x, 1, -2]
[ -1, 2-x, 1]
[ o, 1, -1-x]
>> solve(det(B))
ans = [ 1][ 2]1[-1]
>> Bml=subs(B,x,-1)
1

2 -2
-1 3 1
0 1 0
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>> escalona([Bml,zeros(3,1)])

1 0 -1 0
0 1 0 o0
0 0 0o o0

Este sistema tem como solugdo geral

Agora, para qualquer elemento de W temos:

para W.
>> Bl=subs(B,x,1)
0 1 -2
-1 1 1
0 1 -2
>> escalona([B1,zeros(3,1)])
1 0 -3 0
0 1 -2 0
0 0 0 0

Este sistema tem como solugdo geral

Agora, para qualquer elemento de W temos:

X1 —  3x3
X2

W= {(a,0,a)|a € R}.

(a,0,0) = (1,0,1).

Logo, S = {V = (1,0,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tinico vetor ndo nulo é sempre L.I, entdo S é base

X1
X2

W = {(3a,2a,a)|a € R}.

(3w, 20, 00) = (3,2,1).

3X3
2){3

Logo, S = {V = (3,2,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tinico vetor ndo nulo é sempre L.I,, entdo S é base

para W.
>> B2=subs(B,x,2)
-1 1 -2
-1 0 1
0 1 -3
>> escalona([B2,zeros(3,1)])
1 0 -1
0 1 -3 0
0 0 0 0
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X1 - X3
X2 — 3X3

W= {(a,30,a) | € R}.

11l
S

Este sistema tem como solugédo geral

Agora, para qualquer elemento de W temos:
(o, 30, 0) = a(1,3,1).

Logo, S = {V = (1,3,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tinico vetor ndo nulo é sempre L.I,, entdo S é base
para W.

(d) > a=[1,2,3,4;0,-1,3,2;0,0,3,3;0,0,0,2];
>> B=A-x*eye(4)

[1-x, 2, 3, 4]
[ 0, -1-x, 3, 2]
[ o, o0, 3=x, 3]
[ o 0, 0, 2-x]

>> sc’alve(det(B))
ans = [ 1][-11[ 31[ 2]
>> Bmi=subs(B,x,-1)

2 2 3 4
0 0 3 2
0 0 4 3
0 0 0 3

>> escalona([Bml,zeros(4,1)])
1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

X1+ X2 3x3
X3

([l
coco

X4

Este sistema tem como solugao geral
W= {(-a,a,0,0) | € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—a,2,0,0) =a(—1,1,0,0).

Logo, S = {V = (-1,1,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tinico vetor n&o nulo é sempre L.I, entdo S é
base para W.
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>> Bl=subs(B,x,1)

0 2 3 4
0 -2 3 2
0 0 2 3
0 0 0 1
>> escalona([B1,zeros(4,1)])
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

Este sistema tem como solugdo geral

W = {(«,0,0,0)|a € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(2,0,0,0) = «(1,0,0,0) .

Logo, S = {V =(1,0,0,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tinico vetor ndo nulo é sempre L., entdo S é base

para W.
>> B2=subs(B,x,2)
-1 2 3 4
0 -3 3 2
0 0 1 3
0 0 0 0
>> escalona([B2,zeros(4,1)])
1 0 0 29/3 0
0 1 0 7/3 0
0 0 1 3 0
0 0 0 0 0

X1
X2
X3

Este sistema tem como solugdo geral

W ={(—(29/3)a, —(7/3)a, =3, &) | € R}.

+
+
+

(29/7)X4
(7/3)X4
3X4

oo
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Agora, para qualquer elemento de W temos:

(—(29/3)a, —(7/3)a, =30, ) =
w(—29/3,-7/3,-3,1).
Logo, S = {V = (-29/3,-7/3,-3,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tinico vetor ndo nulo é sempre L.I.,
entdo S é base para W.

>> B3=subs(B,x,3)

-2 2 3 4
0 -4 3 2
0 0 0 3
0 0 0 -1
>> escalona([B3,zeros(4,1)])
1 0 -9/4 0 0
0 1 -3/4 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
X1 — (9/4)x3 = 0
X2 - (3/4)363 = 0
X4 = 0

Este sistema tem como solugédo geral
W ={((9/4)a, (3/4)a,a,0)|a € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:
((9/4)a, (3/4)a,a,0) = a(9/4,3/4,1,0) .

Logo, § = {V =(9/4,3/4,1,0)} gera W. Como um conjunto formado por um tinico vetor ndo nulo ¢ sempre L., entdo S é
base para W.

1.4.6. (a) > vi=[2,1,3];v2=[3,-1,4];v3=[2,6,4];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].7;
>> escalona(A)
[ 1, o0, 4, 0]
[ o, 1, -2, 0]
[ o, o, o0, 0]

A equagdo xV; +yV, + zV3 = 0 admite solugdo ndo trivial.

(b) Vi e V, sdo LI pois um vetor ndo é multiplo escalar do outro.

Algebra Linear e Aplicacoes Julho 2010



Capitulo 1. Espacos Vetoriais 423

(c) A dimensao do subespaco gerado por Vi,V e V3, é 2, pois, pelos itens anteriores, V; e V, formam uma base para ele.

(d) Este subespago é um plano que passa pela origem com vetor normal N = V; x V, = (7,1, —5), ouseja, é o plano 7x +y — 5z =
0.

14.7. (a) Ndo. OR3éum subespaco de dimensao 3.
(b) V3 deve ser um vetor que nao seja combinacdo linear de V; e V5.

(c) > vi=[1,1,1]1;v2=[3,-1,4];
>> syms a b ¢
>> A=[v1;v2;[a,b,c]].’;
>> escalona(A)

[ 1, 0, 4xa-3*c]
L 0, 1, c-al
[ 0, 0, b-5*xa+4x*c]

Seja V3 = (a,b,c) tal que b — 5a + 4c # 0. Por exemplo, V3 = (0,0, 1), é tal que V3, V; e V3 formam uma base de RS.

1.4.8. Fazendo z = a e y = f, obtemos que x = —2f — 4a. Assim, os pontos do plano x + 2y + 4z = 0 sdo da forma (x,y,z) =
(—2B — 4w, B,a), Ya, B € R, ou seja, sdo da forma (x,y,z) = a(—4,0,1) + B(—2,1,0) = aV; + Vo Va, p € R, onde V4 = (—4,0,1)
e Vo = (—2,1,0). Assim, V; e V; formam uma base do plano W, pois sdo L.I. (um n&o é multiplo escalar do outro) e geram W
(todo vetor de W é combinagio linear deles). Para estender V; e V, a uma base de R?, precisamos acrescentar um vetor que ndo
seja combinacao linear de V; e V5. Uma maneira de conseguir isso é a seguinte. Pelo menos um dos vetores da base candnica nao

é combinagdo linear de V; e V;. Para descobrir qual, podemos escalonar a matriz cujas colunas sdo os vetores V1, V,, E1, E>, E3, ou
seja,

>> Vi1=[-4;0;1];V2=[-2;1;0];
>> A=[V1,V2,eye(3)];
>> escalona(A)

[ -4, -2, 1, 0, 0]
( o, 1, 0, 1, 0]
t 1, o, o, 0, 1]
(1, 0, 0, 0, 1]
(o, 1,0, 1, 0]
(0,0,1,2,4]

Assim, nenhum dos vetores da base canonica é combinacao linear de V; e V,. Portanto podemos tomar como V3 qualquer um dos
vetores da base candnica que teremos {V;, V5, V3} sendo uma base de R3.

1.4.9. Seja p(t) = at* + bt + ¢ um polindmio qualquer de P;.
x1(1) +x2(t—1) +x3(2 =3t +1) = (x3)1* + (x2 — 3x3)t + (x1 — x2 + x3)1 = at? + bt + c. Como dois polindémios sdo iguais se,
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1.4.10.

X3 = a
e somente se, os coeficientes dos termos de mesmo grau sdo iguais, entdo { X2 — 3x3 = b que tem solucdo
X1 + x» — 3x3 = ¢

X3 =a,xp =b+3aex; =c+31—b—3a = c—Db. Assim, o sistema e a equagdo vetorial inicial tém solugdo tnica, para todo

polindmio p(t) = at? + bt + ¢ € P,. Portanto, pelo Teorema 1.9 na pagina 70, os polindmios 1, — 1 e £* — 3t + 1 formam uma base
de 7)2.

Se as fungdes fossem L.I., entdo o subespaco teria dimensdo 3, mas cos 2t = cos?t —sen?t = 2cos? t — 1. Logo, a fungéo cos 2t ndo
é necessdria para gerar o subespago. As fungdes 1 e cos? t sdo claramente L.I. Assim elas formam uma base para o subespaco e
portanto a dimensao do subespaco é igual a 2.

14.11.  (a) Um polindmio p(t) = at® + bt> + ct +d é tal que p(0) = 0 se, e somente se, d = 0. Assim, todo polindmio de W; é da forma
p(t) = at® + bt +ct = a(t3) + b(£?) + c(t). Assim, t,>,t> geram W; e como claramente eles sao L.L, entdo {t,?,13} é uma
base de W;.
(b) Um polindmio q(t) = at® + bt?> + ct +d é tal que g(1) = O se, e somentese, a +b+c+d = 0oud = —a — b — c. Assim, todo
polindmio de Wy é da forma p(t) = at® + bt2 +ct+ (—a—b—c) = a(t> — 1) + b(t> — 1) +c(t — 1). Assim, t — 1,2 — 1,5 —1
geram W, e como claramente eles sdo L.I, entdo {t — 1,2 — 1,t> — 1} é uma base de W,.
(¢) Um polindmio p(t) = at® + bt> + ct +d é tal que p(0) = 0 e p(1) = O se, e somentese,d = 0ea+b+c+d = 0, ou seja,
sed =0ec = —a—b. Assim, todo polindmio de Wy N'W, é da forma p(t) = at® + bt® + (—a —b)t = a(? —t) + b(> — t)
Assim, 2 —tet? —t geram Wy N'W; e como claramente eles sdo L.I., entdo {t3 — 12— t} é uma base para Wy N W,.
1.4.12. a) aj; =a;j,parai=1,...,nej=1i,...,.n.\Ejj+E; |1i=1,...,n— =i+1,...,nyU{E;|1=1,...,n} éuma base para o
4 ) aj; = ayj, parai =1 j=i Ej+Ej|i=1 1j=i+1 Eili=1 ¢ uma base p
espago das matrizes simétricas. Assim a dimensdo deste espago éigualan+ (n—1)+...+1 = "("2"' b,
aj; = —aj,parai=1,...,nej=1i,...,n. {Ej—E;|i=1,...,n—1j=1i+1,...,n} é uma base para o espaco das matrizes
(®) a; j, parai =1 j=i Ej—Eili=1 1j=i+1 é uma base p paco d. i
anti-simétricas. Assim a dimensdo deste espago éiguala (n —1) +(n—2)+...+1= @
(©) amn = —an1 — ... —ag 1) {Ej 1 i,j=1...,n i # jtU{En — Eun,--, E(u_1)(n—1) — Enn}. Assim a dimensdo deste
espaco é igual a n? — 1.
(d) aj, =ay,parai=1,...,n {E;j[i=2,...,n j=1,...,n=1}U{Ey;+E |i=2,...n =1} U{Eqs + E1; + Eun. Assim, a
dimensao do espago é (n — 1)+ (n —2) +1 =n? —n.
(e) ap +...+ay, = ay oo+ Apye A = —a;; — ... _ul(nfl) — Ay — ... _a(nfl)n' {El] | i= 2,...,n, ] = 1,...,1’[—1}U
{Ex1 — Eun,---, Ei(n—1) = Enn, E1n, Eon = Enns« o E(u1yn — Eun}. Assim, a dimenséo do espago é n?—1.
1.4.13. Seja p(t) = ag + ...+ a,t" um polinémio tal que p(a) = 0. Entdo ap + aqa + ...+ a,a™ = 0,ouay = —aja — ... — aya". Assim,
p(t) = (—aja — ... —apa") +agt + ...+ apt" = ay(t —a) +ax(t? —a®) +... +a, (" —a"). Assim, t —a,t> —a?,...,t" —a" geram

W. Como eles sdo claramente L.I., entao eles formam uma base de W. A dimensao de W é igual a n.
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1.4.14. Nao, pois eles podem ser L.D., por exemplo se os trés vetores forem iguais a um vetor nao nulo, a dimensao do espaco gerado por

eles éiguala 1.

1.4.15. Ndo, pois se A for igual a matriz nula, entdo AX; = ... = AX,, = 0. Supondo que a matriz A seja singular, entdo como a dimensao

do R" é igual a 1, basta mostrar que AXj, ..

.,AX, sdo L.I.

X AXy + .o+ X, AXy = A(x1 X1 + ... x4 X)) = 0. Como a matriz A é invertivel, entdo x1 X1 + ...x, X, = 0. Como os vetores

Xq,...,Xysa0 LI, entdo x; = ... = x,, = 0. Portanto AXj, ..

., AX, sdo L.I. e formam uma base do R”

1.4.16. Seja {Vi, Vo} uma base de V e {W;, W, } uma base de W. Um vetor V esta na intersecdo se V. = x1 Vi + x2Va = y1 Wy + 2 Ws. O
que implica que x1 Vi + x2Va — y1 Wy — y2Wo = 0. Como espago tem dimensdo 3 estes quatro vetores sdo L.D., o que implica que
existem escalares x1, X, 1, 2 ndo todos nulos que satisfazem a equacdo acima. Ou seja, VN'W # {0}. O mesmo ndo seria verdade
se 0 espaco tivesse dimensdo igual a 4. Por exemplo, se V = [Ey, Ez] e W = [E3, E4] sdo tais que VN'W = {0}.

1.4.17. Ja mostramos na solugdo do Exercicio 12 na pagina 406 que o conjunto gera o espaco dos polindmios e na solucao do Exercicio 11

na pagina 411 que o conjunto é L.I. Portanto, o conjunto é uma base do espago dos polinémios.

1.4.18. Ja mostramos na solugdo do Exercicio 13 na pagina 406 que eles geram o espaco dos polindmios pares. Como eles sdo claramente
L.I, entdo eles formam uma base do espago dos polindmios pares.
1.4.19. >> A=randi(4,3)*randi(3,5,2);
>> R=escalona(A)
[ 6, -2, 1, 8, 2]
[ 12, 6, -1, 8, 9]
[ 20, 12, 1, 15, 16]
[ 0, 8 5, 1, 4]
R=[1, 0, 0, 1, 1/2]
[ 0, 1, 0, -1/2, 1/2]
[ 0, 0, 1, 1, 0]
[ 0, 0, 0, 0, 0]
O conjunto solugdo de AX = 0 é 0 mesmo de RX = 0. Assim, a mesma relagdo que é vélida entre as colunas de R ¢é valida entre
as colunas de A. Portanto, as colunas de A que correspondem aos pivos de R formam uma base para o subespago gerado pelas
colunas de A, pois as outras colunas sdo combinagéo linear destas.
1.4.20. >> A=randi(4,2)
A= 2 1
2 -4
3 -1
0 2
>> B=[A,eye(4)];
>> R=escalona(B)
(2, 1, 1, 0, 0, 0]
[ 2,4, o0, 1, 0, O]
( 3, -1, 0, 0, 1, 0]
(o 2, 0, 0, 0, 1]
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R =[1, 0, o, 0, 1/3, 1/6]
L o, 1, o, 0, 0, 1/2]
[ o, 0, 1, 0, -2/3, -5/6]
L o, 0, 0, 1, -2/3, 5/3]

As colunas de B que correspondem aos pivos de R formam uma base para o subespaco gerado pelas colunas de B, pois as outras
colunas sdo combinagéo linear destas.

1.4.21. (a) >> A=randi(4,3)*randi(3,5,2)
A =

5 -4 1 -5 -3
-9 5 -4 -3 1
5 -5 0 -7 -5
6 -3 3 11 0
>> escalona([A(:,1)+A(:,2),A])
[ 1, 5, -4, 1, -5, -3]
[ -4, -9, 5, -4, -3, 1]
[ o, 5, -5, 0, -7, -5]
[ 3, 6, -3, 3, 11, 0]
ans =
[ 1, o, 1, 1, 0, 2]
[ o, 1, -1, o0, 0, -1]
[ o, 0, 0, O, 1, O]
[ o, o, o, 0, 0, 0]

A base do subespaco é formada por V; = Ay + Ay, Vo = Ay = (5,-9,5,6), V3 = Ay = (—5,-3,-7,11).

(b) >> B=A*randi(5,2)

B =-61 -17
42 -35

-78 -33

11 62

>> escalona([B,A])

[ -61, -17, 5, -4, 1, -5, -3]
[ 42, -35, -9, 5, -4, -3, 1]
[-78, -33, 5, -5, 0, -7, -5]
[ 11, 62, 6, -3, 3, 11, 0]
ans =

[1, 0, 0, 1, 1, -2, 2]
[o, 1, 0, -1, -1, 9/4, -2]
[0, 0, 1, 8, 9, -71/4, 17]
[o, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

A base do subespago é formada por V; = (—61,42,-78,11),V, = (—17,—-35,-33,62), V3 = A; = (5,-9,5,6).
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2.1. Produto Escalar e Norma (pagina 128)

2.1.1. >> syms a
>> x=[1,1,-2];y=[a,-1,2];
>> solve(pe(x,y))
ans = 5

2.1.2. >> syms a b
>> x=[1/2"(1/2),0,1/2~(1/2)];y=[a,1/27(1/2) ,-b];
>> sol=solve(pe(x,y),no(y)-1)
sol =
a: [2x1 sym]
b: [2x1 sym]
>> sol.a, sol.b
ans = [ 1/2] [ -1/2] ans = [ 1/2] [ -1/2]

213. (a) > wi=[1,-1,1],w2=[1,1,0],w3=[-1,1,2]
>> pe(wl,w2),pe(wl,w3),pe(w2,w3)
ans = 0, 0, O

O conjunto dado é uma base de R3, pois sendo um conjunto ortogonal é L.I. (Proposicdo 2.7 na pagina 122). E um subconjunto
de R® L.I. com 3 vetores é uma base de R pois a dimensio R® ¢ igual a 3 (Teorema 1.12 na péagina 75).

(b) >> no(wl),no(w2),no(w3)
ans = 37(1/2),2°(1/2),6°(1/2)
>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,ud=w3/no(w3)

Wy = (1/V3,-1/+/3,1//3),
W, = (1/+/2,1//2,0),
Ws = (—=1/v6,1/v/6,v2//3).

(c) > v=[2,1,0];
>> pe(v,wl),pe(v,w2),pe(v,w3)
ans = 1, 3, -1
>> pe(wl,wl),pe(w2,w2),pe(w3,w3)
ans = 3, 2, 6

V=1(21,0)=(1/3)W;1 + (3/2)Wy + (—1/6)Ws.
(d) > syms x y z

>> v=[x,y,z];

>> pe(v,wl),pe(v,w2),pe(v,w3)

ans = x-y+z, xt+y, -x+y+2*z

(vyz)=(x—y+2z)/3Wi+(x+y)/2Wo+ (—x+y+22)/6 Ws.
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2.14. (a) Asfuncdeste 3, por exemplo, ndo sdo ortogonais.

<t,t3> = /711 dt =2/5+#0

1),

(b)
(fi, fa) =
AR+ [1fal
s+l
(c)
Projif” = Y !

tt2 / Bdt =0

112+ 1121 = (e 8) + (2, 2)
' 2 2
£2dt /t4dt S 42

/7 + 3 5

E

15

|\t+t2||2:<t+t2,t+t2>

1
[ G+ Ry = (1/3)#\1

1 1
2(1/4)#( 1+(1/5)t5‘ 1
2042216
3 5 15

1 16
todt
= 27

3
= -y
f}l 12d¢t 2/3 7

Geometricamente a projecio de > em t dd o multiplo escalar de t que estd mais “préximo” de > no sentido de que ||£° — at|| =

1 1/2
(/ (- at)zdt> é minimo.

-1

(d)
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sendo que 2 t é um multiplo escalar de .

1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

(e
(5,1

cos @

[ 1]
fl todt

- 172
(! thdt) ( £at)

_2m7 V33
V2/11v2/3 7

Assim o angulo entre £° e t é
6 = arccos @ ~ 35°.

2.1.5. (a) >> syms t
>> pO=sym(1) ;pl=t;p2=t~2-1/3;
>> int(pO*pl,-1,1),int (pO*p2,-1,1),int(pl*p2,-1,1)
=0, 0, 0

O conjunto dado é uma base de P,, pois sendo um conjunto ortogonal é L.I. (Proposicao 2.7 na pagina 122). E um subconjunto
de P, L.I. com 3 vetores é uma base de P, pois a dimensao P, é igual a 3 (Teorema 1.12 na pédgina 75).
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(b) >> n0=(int(p0-2,-1,1))"(1/2)
n0 = 2°(1/2)
>> n1=(int(p1°2,-1,1))"(1/2)
nl = 1/3%67(1/2)
>> n2=(int(p2°2,-1,1))"(1/2)
n2 = 1/45%87(1/2)*45"(1/2)
>> q0=p0/n0
q0 = 1/2%2°(1/2)
>> ql=p1/ni
ql = 1/2%tx2°(1/2)*37(1/2)
>> q2=p2/n2
1/8%(£°2-1/3)*8" (1/2)*45~(1/2)

w="% n=%t p=3FE-

(c) >> f=1+t+t"2;

)

>> int(£*p0,-1,1) ,int (f*pl,-1,1),int (f*p2,-1,1)

ans = 8/3, 2/3, 8/45

>> int(p0~2,-1,1),int(p1~2,-1,1),int(p2°2,-1,1)

ans = 2, 2/3, 8/45

(d) > syms abc
>> pO=sym(1) ;pi=t;p2=t~2-1/3;
>> f=atb*t+cxt~2;

1

4
1+t+t2:(§)1+1t+1(t27§).

>> int(£*p0,-1,1) ,int (f*pl,-1,1),int (f*p2,-1,1)

ans = 2*a+2/3*c, 2/3%b, 8/45%c

1
atbtbel = (at 301 +bite(®3).
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2.1.6.
T 1 /1 I /1 ot
<e we ,1> 3 718dt 7 716 dt
I S N o
= 2(e e ) 1 (ef—e™ )
= JC-e),
£ ot inmt\ 1/1 t it _ﬁ/l 2t ginmtt
<e we, e > = 3 7166 dt 3 7166 dt
1 1 ) a 1 )
- = (1—inm)t g3, % (2—inm)t
7 /46 dt ) /716 dt
_ 1 e(l—inn)t‘l
2(1 —inm) —1
_ o E(Z—inn)t‘]
2(2 —inm) -1
1 ) )
— s (1—inm) _ ,—(1—inm)
2(1 —inm) (e ¢ )
o @ (2—inm) _ ,—(2—inm)
22— inm) (3 ¢ )
o (=D)e—eh) 1
N 2 1—int 2—inm
_ 1(=D)"(e—e")(1 = n?n® 4 3nri)
2 (1+n?72)(4 + n?n?) !
paran # 0.
Julho 2010 Reginaldo J. Santos



432

Respostas dos Exercicios

2.1.7.

aop

<f,1/ﬁ> =V2¢p = %(6—6’1),
a, = (f,cosnmt) =cy+¢y
(=D"(e—e (1 —n’n?)

(14 n?72)(4 + n?n?)

Cn —Cp

=
=
Il

(f,sennmt) =

(—1)"* (e —eN)3nr
(1+n272)(4 + n?n?)

2.2. Bases Ortogonais e Subespacos Ortogonais (pagina 184)

2.2.1. > vi=[1,1,-1,0];v2=[0,2,0,1];v3=[-1,0,0,1];
>> wi=vl; w2=v2-proj(wl,v2)
w2 = [-2/3, 4/3, 2/3, 1]
>> w3=v3-proj(wi,v3)-proj(w2,v3)
w3 = [-4/11, -3/11, -7/11, 6/11]
>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,u3=w3/no (w3)

w=[3v3 1V3 —1v3 o]

u2=[ -FVi1v3 £FVIIV3 FVIIV3  {VI1V3 |
3= -2 V110 -5 V11I0 —Z;v110 & V110 |

2.2.2. > vi=[1,1,1];v2=[0,1,1];v3=[1,2,3];
>> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2)
w2 = [-2/3, 1/3, 1/3]
>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3)
w3 = [0, -1/2, 1/2]
>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,u3=w3/no(w3)

w=[1v3 1V3 1v3]
= ~}VAV3 1VAV3 1VaV3 ]
w=[0 ~3v2 }v2]
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2.2.3.

2.2.4.

Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(ra=ppa) = (-a0a)+(=pp0)

>> vi1=[-1,0,1];v2=[-1,1,0];
>> wil=vl; w2=v2-proj(wi,v2);
>> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2)

Este subespaco consiste dos vetores da forma:

= (-1,0,1)+B(-1,1,0)

(—a+2B8+778B,

«)

(—,0,0,2) + (2B,0,$,0) + (7,7,0,0)
«(=1,0,0,1) + B(2,0,1,0) +(1,1,0,0)

>> v1=[-1,0,0,1];v2=[2,0,1,0];v3=[1,1,0,0];

>> wil=vl; w2=v2-proj(wi,v2);
>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3);

>> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2), u3=w3/no(w3)

m=[-3v2 0 0 V2]

w=[1v3 0 }V3 }V3]
w=[ $VE VB ~AVE 4VE ]
2.2.5. >> A=[1,1,-1,0;2,1,2,0];
>> escalona(A)
1 0 3 0
0 1 -4 0
X1 + 3X3 = 0
X2 4X3 = 0
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2.2.6.

Este sistema tem como solugéo geral
W = {(—3a,4a,a) |a € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—3a, 40, 00) = a(—3,4,1).

Logo, S = {V = (—3,4,1)} gera W. Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo é sempre L.I, entdo S é base para
w.

>> v=[-3,4,1];
>> u=v/no(v)

>> Vi=[1,2,-3]; P1=[0,0,0];
>> V2=[2,4,-6]; P2=[0,1,2];
>> pv(V1,V2)
ans = 0 0 0
>> syms x y z; X=[x,y,z];
>> M=[X-P1;V1;P2-P1], expr=det (M)
M=[ x, y, zl
[ 1, 2, -3]
[ 0, 1, 2] expr = 7*x-2*y+z

Como o produto vetorial de V; e V;, (os dois vetores diretores das retas) é igual ao vetor nulo, entdo as retas sdo paralelas. Neste
—

caso, os vetores V; e Py P, sdo ndo colineares e paralelos ao plano procurado. Assim, 7x — 2y +z = 0 é a equagdo do plano, que
passa pela origem, logo é um subespaco. Este subespago consiste dos vetores da forma:

(a, B, —7a +2P) (a,0,—7a) + (0, 8,2B)

a(1,0,-7)+ p(0,1,2)

>> Vi=[1,0,-7];V2=[0,1,2];

>> Wi=V1; W2=V2-proj(Wi,V2)
w2 =[ 7/25, 1, 1/25]

>> U1=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)

u=[1/10v2 0 —-4v2]
Uy=[ £vV3 5/9V3 1/45V/3 |

Para completarmos a uma base ortonormal de R3, basta acrescentarmos Uz = Uj x Us.
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2.2.7.

2.2.8.

>> U3=pv(U1,U02)

Us=[ %vV2V3 —1/9v2V3 1/18v2V3 |

>> syms x y zd

>> expril=2*x+2*y+2%z+d;

>> P1=[0,0,-d/2]; N=[2,2,2]; P=[1,1,1];
>> expr2=abs (pe(P-P1,N))/no(N)

expr2 =1/6 6 +d| V3

>> solve(expr2-sqrt(3),d)
ans = [ 0][ -12]

Os planos 2x + 2y + 2z = 0 e 2x + 2y + 2z — 12 = 0 satisfazem as condi¢des do exercicio. Apenas o primeiro plano é um subespaco.
Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(@p —a—p) = (4,0,-a)+(0,p—p)
«(1,0,—1) + B(0,1,-1)

>> V1=[1,0,-1]1;V2=[0,1,-1];
>> Wi=V1; W2=V2-proj(Wi,V2)
w2 = [ -1/2, 1, -1/2]

>> Ul=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)

U=[1/2v2 0 -1/2v2 ]

U= -1/6V3v2 1/3V3v2 -1/6V3V2 |.
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2.29. (a)

(Vt+1,po)

(prof VIFT) () = 2562 polt) =
51
GO Y
- — =
(proj, V1) (0 = Y
- 5
(proj,, viFT) (0 = WL gy
- el
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(b)
(proip, VE+T) () = (proj, VE+1) (1)

2V/2
3

(proj,, vE+1) (1)
+ (proj, VE+1) ()

2vV2  2y2

5 st
1 1

= 2V2(Z+ =t
Va(3+ 1)

(projp, VE+T) () = (proj, VE+1) ()
+ (proj, VE+1) ()
+ (proj,, VE+1) (1)
2v2  2V/2

= o ovey
3 5

(proin V1) 0

2.210. (a) >> syms t

>> pl=t;p2=t~2;p3=t~3;

>> ql=p1;

>> q2=p2-proj(ql,p2,0,4)

q2 = t72-3%t
>> g3=p3-proj(ql,p3,0,4)-proj(q2,p3,0,4)
g3 = t73+32/5%t-16/3*t"2

{q1(t) = t,q2(t) = 12 — 3t} é uma base para Wy e {q1(t) = t,q2(t) = 1> — 3t,q3(t) = £> + 2+ — 1842} é uma base para W;.

(b) >> f=sqrt(t)
f=1t"(1/2)
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>> pri=proj(ql,f,0,4)

prl = 3/5%t

>> pr2=proj(q2,f,0,4)

pr2 = -1/7¥t~2+3/7*t

>> pr3=proj(q3,f,0,4)

pr3 = 1/16%t"3+2/5%t-1/3*t"2

(roju, V) () = proj,, v/F + proj,, vE = (3t) + (~
proj%\/f = <projWz \ﬁ) (t) +pr0j43\ﬁ = (- 1)+ (

1 2 & senf
2.2.11.( ' )tsz— 2 it
projy, f) () 5 ;7;1 = cosm
2 & cos BE — (—1)"
j )= — n mrtt
(prolvnf ) ( ) p m;l p se
1 2 L sen 3T _gen 1
2.2.12. ( j ) t)= -+ — 4 7 4 cosmnt.
proj, f) () = 5+ — m; p
2 L cos Mt COSWT"
j )= — en mrtt
(prOJVn f ) (t) P mZ::l p S
22.13. (projwn f) (t) =
2 L cosmrm — cos Wt — Wlgen UE
2—5— ) Z 22 2 2_ cosmt.
m
m=1
(projy, ) (1) =
n,omn M mwcos mm — mr
% 2 5 COS ~5 czos sen senmt
4 m=1 UG
2214, (projwﬂ f) (t) =
1 2 M 2cos™E 1 —(=1)"
Z+?Z 2 2 (=1) cos mrtt.
m=1
. 4 M osen T
(proiv, f) () = = L~y senmrt
m=

2.2.15. <pr0jwn f ) (t) =

¥ 1p2 (projwzxﬁ) (t) = proqu\ﬁ + projqz\ﬁ +

1,2y _ 10, 10,2 , 1,3
gt— 3t%) = it — 15+ 4.
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" cos M 4 cos ML ] — (—1)™
% + % E it W‘Z‘Z ( cos mrtt.
s

3mm
2 L sen ™ 4 sen 2T
47—2: 4443447f44457561mn1
= m
2216. (a) >> syms t a

(b)

>> fa=exp(t)-a*exp(2*t)

fa = exp(t)-axexp(2*t)

>> pa=simplify(proj(sym(1),fa,-1,1))
pa=1/4%(2*exp(-1)-a-2*exp(-3)+axexp(-4))*exp(2)
>> pa=simplify([pa;...
proj(cos(pix*t),fa,-1,1);...
proj(sin(pi*t),fa,-1,1)1);

>> pa=simplify([pa;...
proj(cos(2*pi*t) ,fa,-1,1);...
proj(sin(2*pi*t),fa,-1,1)]1);

>> f=subs(fa,a,...
(exp(1)-exp(-1))/(exp(2)-exp(-2)));
>> p=subs(pa,a,...
(exp(1)-exp(-1))/(exp(2)-exp(-2)));
>> prj=[p(1);sum(p(1:3));sum(p(1:5))]
>> plotfproj(f,prj,-1,1)

>> pa=proj(pl(1),fa,-1,1);

>> pa=simplify([pa;...
proj(pl(2),fa,-1,1);...
proj(pl(3),fa,-1,1)1);

>> p=subs(pa,a,...
(exp(1)-exp(-1))/(exp(2)-exp(-2)));
>> prj=[p(1);sum(p(1:2));sum(p(1:3))]
>> plotfproj(f,prj,-1,1)
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3.1. Defini¢do, Exemplos e Propriedades (pagina 218)

3.1.1.  (a) > Vi=[1;1];V2=[0;1]; A=[V1,V2];
>> escalona([A, [3;-211)
[ 1, o0, 3]
[ o, 1, -5]

(3,—2) = 3V; — 5V4. Assim, T(3,—2) = 3T(Vy) —5T(Va) = 3(2, —3) — 5(1,2) = (1,—19).

(b) >> syms a b
>> escalona([A, [a;b]l])
[ 1, 0, al
[ 0, 1, b-a]

(a,b) = aVy + (b — a)Va. Assim, T(a,b) = aT(Vy) + (b—a)T(Va) =a(2,-3) + (b—a)(1,2) = (a + b, —5a + 2b).

3.1.2. >> Vi=[1;1];V2=[0;-2]; A=[V1,V2];
>> escalona([A,[1;0],[0;11])
L 1, 0, 1, 0]
[ 0, 1, 1/2, -1/2]

(1,0) = Vi +1/2Va e (0,1) = —1/2V5. Assim, T(1,0) = T(Vy) +1/2T(V3) = (3,2,1) +1/2(0,1,0) = (3,5/2,1) e T(0,1)
—1/2T(V3) = —1/2(0,1,0) = (0, —1/2,0).

3.1.3. Puy(x,y,2) = (%,4,0), P(x,y,2) = (0,y,2) e Pz (x,y,2) = (x,0,2).
314. (@) Pr(xy,2) = (x,y,2) = Puog(x,y,2) = & (13x — 2y — 3z, —2x + 10y — 6z, —3x — 6y + 5z).

(b) Rr(x,y,2) =2Pr(x,y,2) — (x,y,2) = (x,¥,2) — 2P(123)(x,¥,2) = 1/7(6x — 2y — 32,3y — 2x — 62, =2z — 3x — 6Y)).

X
3.1.5. Rﬂ/3’x(E1) = El,Rﬂ/3,X(E2) = 1/2E, + \/§/2E3,Rn/3’I(E3) = —\/E/ZEZ + 1/2E3. Portanto, Rn’/S/x |: y :| =
z

1 0 0 X
0 1/2 —V3/2 { y }
0 V3/2 1/2 z

X
Ruay(E2) = EyRysy(E1) = 1/2Ey — v/3/2E3,Ryy3,(Es) = V/3/2E; 4+ 1/2E;.  Portanto, Rﬂ/&y{y} =
z
1/2 0 +/3/2 x
0 1 0 y .
—V3/2 0 1/2 z
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Rys3.(Es) = Ea,Rpp.(E1) = 1/2Ey + V3/2Ey,Ryy3,(E2) = —+/3/2E; + 1/2E,.  Portanto, Rn/3,z[
1/2 —v3/2 0 x
V3/2 1/2 0 { Y }
0 0 1 z

@) Prly,z) = proji . (n,2) = SR = SEE (111 = (4, 2 2,

N R
[E—
|

3.1.6.

() Ry(x,y,2) = 2proj; 1 o) (x,¥,2) — (¥,y,2) = 2(F4, =, THE) — (

—x+2y+2z 2x—y+2z 2x+2y—z
nyz)=(—5— "5 55 )

—
3.1.7. Sejam P = (5,0) e Q = (3,4). O eixo da reflexdo é uma reta r, perpendicular ao vetor PQ= (—2,4) que passa pelo ponto médio,

M % = (4,2). Assim, o eixo é uma reta de equacdo —2x + 4y + ¢ = 0. Substituindo-se o ponto M na equagéo da reta é
—2x +4y = 0. R,(5,0) = (3,4) e R,(4,2) = (4,2).

>> V1=[5;0];V2=[4;2]; A=[V1,V2];
>> escalona([A,[1;0]1,[0;111)

[ 1, 0, 1/5, -2/5]

[ 0, 1, 0, 1/2]

= —2/5R,(5,0) + 1/2R,(4,2) = —2/5(3,4) +1/2(4,2) =
3/5 4/5 }

4/5 -3/5

Assim, R,(1,0) = 1/5R,(5,0) = 1/5(3,4) = (3/5,4/5) e R,(0,1)
(4/5,—3/5). A matriz de R, em relacdo a base candnica é [R,]§ = {

3.2. A Imagem e o Ntcleo (pagina 236)

3.2.1. Esta transformagdo é a proje¢do no plano xy. Se a imagem da reta r é um ponto Py = (xg,yo,0), entdo a reta é perpendicular ao

plano xy, ou seja, passa por P e tem como vetor diretor um vetor perpendicular ao plano xy, por exemplo V = (0,0,1). Assim, as
equagdes parameétricas da reta r sdo da forma (x,y,z) = (xo,10,0) + £(0,0,1) oux = xo,y = yo,z =+, Vt € R.

0 0 1
3.2.2. (a) Seja B = {Ej,E;, Es} abase canonica. [T]§ = [T(E1)T(E2)T(Es)] = { (1) —(1) (1) }
A=[0,0,1;1,-1,0;0,0,-1];
>> escalona(A)
[ 1, -1, 0]
[ o, 0, 1]
[ o, o, a

N(T) ={a(1,1,0) | « € R}. {(1,1,0)} é base para o nticleo de T, pois é L.L e gera o ntcleo de T.
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(b) A imagem de T é gerada por T(E;), T(E,) e T(E3), ou seja, pelas colunas da matriz [T]5. As colunas associadas aos pivos
(primeira e terceira) sdo L.I. Assim, (0,1,0) e (1,0, —1) formam uma base para a imagem de T.

(c) O ntcleo de T é uma reta que passa pela origem e tem vetor diretor (—1,1,0) e a imagem de T é o plano que passa pela
origem que é paralelo aos vetores (0,1,0) e (1,0, —1).

3.23. (a) > syms t; A=[1,1,t;1,t,1;t,1,1]
>> escalona(A)

[ 1, 1, t]

[ 0, t-1, 1-t]

[ 0, 1-t, 1-t~2]
Continua? s

[ 1, 0, t+1]
[ 0, 1, -1]
[ 0, 0, -t 2-t+2]

Se t = 1, entdo o posto de A é igual a 1. Se t # 1, entdo o posto de A é igual a 2 ou 3. Se além disso, —t> —t +2 =
—(t+2)(t—1) = 0, entdo o posto de A éigual a 2, ou seja, 0 posto de A éiguala2,set = —2eéiguala3,set # 1, —2.

(b) >> A=[t,3,-1;3,6,-2;-1,-3,-t]
>> escalona(A);

1, 0, —2%t-2]
[ 0, 1, 2/3+t]
[ 0, 0, -3+2%t~2-t]

O posto de A éigual a2, se 22 —t—3=0,0u seja, se t = —1,3/2. Caso contrario, o posto de A é igual a 3.

3.2.4. Onucleo de D é o conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a 3 cuja derivada é igual ao polindmio nulo. Ouseja, {p1(t) = 1}
é uma base para V(D). Seja p(t) = ag + art + axt? + azt> € Ps. Entdo, D(p) = ay + 2a2t + 3a3t2, ou seja, 1,2t, 3t> geram a imagem
de D e como eles sdo L.I, {1,2t,3t?} é base para Z(D).

3.25. (a) dim(V) =dim(N(T)) +dim(Z(T)) =2+5=7.
(b) dim(V) = dim(N(T)) + dim(Z(T)) = 0+ 5 = 5.

3.26. (a) N(T) = {(x,y,—x) | x,y € R}. {(1,0,—1),(0,1,0)} é uma base para o nucleo de T. Seja T uma transformagdo linear tal
que T(1,0,—1) = (0,0,0), T(O, 1,0) (0,0,0). Seja V um vetor que ndo pertence ao espago gerado por (1,0, —1) e (0,1,0).
Defina T(V) = W, onde W # (0,0,0). Por exemplo, tomando V = (1,0,0) e T(1,0,0) = (1,0,0). A transformagéo T estd

totalmente caracterizada por seus v alores em uma base do dominio.

(b) Z(T) = {(x,x,z) | x,z € R}. {(1,1,0),(0,0,1)} é uma base para a imagem de T. Seja T uma transformagéo linear tal que
T(E;) = (1,1,0), T(E2) = (0,0,1). Seja W um vetor que pertence ao espago gerado por (1,1,0) e (0,0,1). Defina T(E3) = W.
Por exemplo: W = 0, entdo T(E3) = 0. A transformagédo T estd totalmente caracterizada por seus valores em uma base do
dominio.
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3.2.7. Seja {V4, V2} uma base de R2. Defina T(V;) = 0e T(V,) = V4. Ex.: T(1,0) = (0,0) e T(0,1) = (1,0).

3.2.8. Basta mostrarmos que N(T) = {0}. Seja p(t) = ao + at + ...+ axt" € Pu. T(p) = (ap +a1) + (a1 +2a)t + ... + (4,1
nay)t" !+ a,t". T(p) = 0 implica que ay, = a,_1 = ... = ap = 0. Ouseja, p = 0 e N(T) = {0}. dim(Z(T)) = dim(P,) — N(T)
dim(P,). Logo, T é injetiva e sobrejetiva e portanto um isomorfismo.

I+

3.3. Composicao de Transformacgdes Lineares (pagina 264)
3.3.1. Seja B = {E1,E;} a base candnica de R%. Como P = [I|§ = { % % ], A = [T§ = [T(E))T(E)] = { % _é } ep ! =

[ 2 1] envao, g = igerigug = pap=[ & 3]

3.3.2. Seja B = {1,t}. Entdo, P = [I}5 = { o },A = [DJE = [[DO)]5[D(1)]5] = [ 08 } epl= { vk } Portanto,
iplg = gipigmg =prar=[ 12 7172 )

11 0
333. (a) P=[1 = { 0 2 -2 }
00 1

(b) B =[T)S = [I|§[T]E[]5 = P~'AP. Multiplicando-se a esquerda por P, PB = AP. Seja B = [X; X»X3]. Para encontrar B basta
resolvermos os sistemas lineares PX; = AP, PX, = AP, PX3 = AP que podem ser resolvidos simultaneamente escalonando
a matriz aumentada [P|AP)].

>> A=[3,-1,-2;0,0,-2;0,0,-1];

>> P=[1,1,0;0,2,-2;0,0,1];

>> escalona([P,A*P])

[ 1, 1, o0, 3, 1, 0]

[ o, 2,-2, 0, 0, -2]

[ o o 1, 0, 0, -1]
eliminagdo 2:

(1/2)*1linha 2 ==> linha 2

L1, 1, o, 3, 1, 0]

[ o, t,-1, 0, 0, -1]

[ o, o, 1, 0, 0, -1]
(-1)*1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
L1, o, 1, 3, 1, 1]

[ o 1,-1, 0, 0, -1]

[ o, o, 1 0, 0, -1]
eliminagdo 3:

(-1)*1inha 3 + linha 1 ==> linha 1
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3.3.4.

3.3.5.

(@)

(b)

(0

(d)

(a)

1)*linha 3 + linha 2 ==> linha 2
i, 0, 0, 3, 1, 2]
o, 1, 0, 0, 0, -2]
o, 0, 1, o0, 0, -1]

3 1 2

Assim, B = [X]Xng] = 0 0 -2
0 0 -1

[N}
o~ O
NO N
[ E—)

T(1)=0-1+0-t+0-£2. T(t) =0-1+1-t+0- 2. T(t?) =2-140-t+2- 2 Assim, A = [T]} = [

] |

T(1+#2) =T()=0-14+0-t+2- (1+2). Assim, B = [T|$ =

(=Rl
OO
NO O

OO
o= O

B =[T]§ = [I§[T15[1]5. Assim, P = []5 = {

Se p(t) = ap + art + ax(1 + 2), entdo
(T(p)le = [TIG[plc = Blple-
(T*(p)le = [TIEIT(p)lc = B*[plc-

0 0 0 a0 0
(T*(p)le = [TIE[T"(p)le = B"[ple = [ 8 1(;’ 0 } { a } = [ a }
T"(p) = a1t + (2"ap) (1 + #2).
P (Uy)

Pr(UZ)
P (Us)

Uy = 1U; + Ol + 0Us,
0 = 0U; + Ol 4+ 0Us e
0 = 0U; + OU, + O0Us.
10 0

0 0 0
0 0 0

Assim, [P/]§ =

V3/3  \6/3 0
Seja P = [I|¢ = { V3/3  —V6/6  V2/2 }
V3/3  —V6/3 —2/2

Py (Er) = projy ; 1) E1 = W (1,1,1) = (1/3,1/3,1/3) = 1/3E;, +1/3E, + 1/3E3
E

Pr(E2) = projy, 1y B2 = 050 (1,1,1) = (1/3,1/3,1/3) = 1/3E; + 1/3E; + 1/3E3

o
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P,(Es) = proj; ; 1) Es = j’fgfﬁjﬁ} (1,1,1) = (1/3,1/3,1/3) = 1/3E;, +1/3E, + 1/3E3

Assim,
1/3 1/3 1/3

AR { 1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3

(b) R,(Uy) =U; =1U; +0U, + 0Us,
Ry(Up) = —Up =0U; — 1Uy 40Uz e
R, (U3) = —U3 = 0U; + 0U, — 1Us3.
1 0 0
Assim, [R,}g = |: 0 -1 0
0 0 -1

Ry (Er) = 2projy; 1) E1 — Ey =2 <\I|E<1{/(11,’11>/|]\)2> (1,1,1) = (1,0,0) = (=1/3,2/3,2/3) = —1/3E; +2/3E; + 2/3E3

Ry (Ez) = 2p1ojy; 1) E2 — Ep = 2%(1,1,1) —(0,1,0) = (2/3,—1/3,2/3) = 2/3E, — 1/3E, +2/3E;
Ry (Es) = 2projy; 1)Es — E3 = 2%(1,1,1) —(0,0,1) = (2/3,2/3,—1/3) = 2/3E; +2/3E;, — 1/3E;
~1/3  2/3  2/3
Assim, [R,]§ = 2/3 —1/3  2/3 |.
2/3  2/3 -1/3
3.3.6. Ry, (L) = Uy = 1U; + 0Uy + 0Us,
Ry/a,(Un) = Us = OUy + 0U, + 1Us,
Ry (Us) = —Uy = 0Uy — 1U + 0Us.

1 0 0
Assim, [Rn/z,,}g: 8 (1) —(1) .

Ey = (Ey, Uy) Uy + (Eq, Up) Up + (Eq, Uz) Us = 1//2U; + 1/1/2U3

Rejor(E1) = 1/V2Rpp2,(Uh) + 1/V2Rz)0,(Us) = 1/V2Uh — 1/V2U, = 1/V2(1/v2,1/V/2,0) — 1/v/2(0,0,1) =
(1/2,1/2,-1/v/2)

Ey = (Ep, Uy) Uy + (Ep, Up) U + (B, Us) U3 = 1/+/2U — 1/1/2U3

Repar(E2) = 1/vV2Rppa,(Uh) — 1/V2Rz)0,(Us) = 1/V2Uh + 1/V2Us = 1/V2(1/v2,1/V/2,0) + 1//2(0,0,1) =
(1/2,1/2,1/V2)
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E3 = (E3, Uy) Uy + (E3, Up) Up + (E3, Us) Uz = Uy
Ry/o,(E3) = Rypo,(Uh) = Uz = (1/v2,-1/v/2,0)

1/2 1/2  1/V2

Assim, [Ry/2,]5 = /2 1/2 —1/V2
-1/v2 1/V2 0
1 2 1
3.3.7. (a) A matrizde T em relagdo a base canénicaé A=| 0 1 2 |. Assim,
0 0 1

> A=[1,2,1;0,1,2;0,0,1];

> escalona([A,eye(3)])

[1, 2,1, 1, 0, 0]
[o0,1,2,0,1, 0]
[o0,0,1,0,0,1]

eliminagdo 2:

(-2)#1linha 2 + linha 1 ==> linha 1
[ 1, o0,-3 1, -2, 0]

[ o 1, 2, 0, 1, 0]

[ o, o, 1, 0, 0, 1]
eliminag8o 3:

(3)*linha 3 + linha 1 ==> linha 1
(-2)*linha 3 + linha 2 ==> linha 2
[ 1, o, 0, 1, -2, 3]

Lo 1, o0, 0, 1,-2]

[ o, o, 1, 0, O, 1]

Portanto, a inversa de T é dada por T-(x, y,z) = (x—2y+3z,y —2z,2).

1 -2 =2
(b) A matriz de T em relacéo a base {1,t,1?} 6 A= | 0 1 —4 |.Assim,
0 0 1

> A=[1,-2,-2;0,1,-4;0,0,1];
> escalona([A,eye(3)])

[ 1, -2,-2, 1, o, 0]

[ o, 1, -4, 0, 1, 0]
[ o, o, 1, 0, 0, 1]
eliminagdo 2:

(2)*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
[ 1, 0, -10, 1, 2, 0]

L o, 1, -4, o0, 1, 0]

[ o o t, o0, o0, 1]
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(d)

eliminacg8o 3:

(10)*1inha 3 + linha 1 ==> linha 1
(4)*1linha 3 + linha 2 ==> linha 2

L1, o, o, 1, 2, 10]
[ o 1, o0, 0, 1, 4]
[ o, o, 1, 0, O, 1]

Assim, T~ (a + bt + ct?) = (a+2b+10c) + (b + 4c)t + ct?.

A matriz de T em relacio as bases {E1, Ey, E3} e {1,t,12} é [

> A=[1,1,1;1,2,1;1,0,2];
> escalona([A,eye(3)])
[1, 1, 1, 1, 0, O]

[1, 2,1, 0, 1, 0]

[1, 0, 2, 0, 0, 1]
eliminagdo 1:

(-1)*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-1)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

L1, 1, 1, 1, 0, 0]
Lo 1t o0,-1, 1, 0]
[ o, -1, 1, -1, o0, 1]
eliminagdo 2:

(-1)*1inha 2 + linha 1 ==> linha 1
(1)*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, o0, 1, 2, -1, 0]
[ o, t, 0,-1, 1, 0]
[ o o 1,-2, 1, 1]
eliminagdo 3:

(-1)*1inha 3 + linha 1 ==> linha 1

(1, o, 0, 4, -2, -1]
[ o, 1, 0, -1, 1, 0]
ro o, 1,-2, 1, 1]

Portanto, a inversa de T é dada por T~ (a + bt + ct?) = (4a —2b —¢,—a+b,—2a + b +c).

1 -1 1
A matriz de T em relacdo as bases {1,t,t*} e {E1, E», E3} é [ 1 0 0
1 1 1

> A=[1,-1,1;1,0,0;1,1,1];
> escalona([A,eye(3)])

[ 1, -1, 1, 1, 0, 0]
[ 1, o, o, 0, 1, 0]

oN—
N =

. Assim,

. Assim,
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[, 1, 1, 0o, o0, 1l

eliminagdo 1:

(-1)*linha 1 + linha 2 ==> linha 2
(-1)*1linha 1 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, -1, 1, t, 0, 0]

Lo 1,-1, -1, 1, 0]

[ o, 2, o,-1, o0, 1]

eliminagdo 2:

(1)*linha 2 + linha 1 ==> linha 1
(-2)*1inha 2 + linha 3 ==> linha 3

[ 1, o, o, 0, 1, 0]

[ o 1,-1, -1, 1, 0]

[ o, o, 2, 1, -2, 1]

eliminagdo 3:

(1/2)*1linha 3 ==> linha 3

[ 1, 0, 0, 0, 1, 0]

[ o, 1, -1, -1, 1, 0]

[ o, 0, 1, 1/2, -1, 1/2]
(1)*linha 3 + linha 2 ==> linha 2

[ 1, 0, 0, 0, 1, 0]
[ 0, 1, 0, -1/2, 0, 1/2]
[ 0, 0, 1, 1/2, -1, 1/2]

Portanto, a inversa de T é dada por T~ (a,b,c) = b+ (c/2 —a/2)t + (a/2 — b+ c/2).
3.4. A Adjunta (pagina 284)

3.4.1. (a) >> A=[4,-2;1,3;2,1;3,4];
>> escalona(A)
[1, 0]
[0, 1]
[ 0, 0]
[0, 0]
>> escalona(A’)
[ 1, 0, 5/14, 5/14]
[ 0, 1, 4/7, 11/7]

N(A) {0},Z(A") = R2  Portanto, N(A) ndo tem base e {(1,0),(0,1)} é base de Z(A'). N(A") =
{((-5/14) — (5/14)a, (—4/7)B — (11/7)a, B, &) | &, B € R}. Portanto, {(—5,—22,0,14), (-5, —8,14,0)} é base de N'(A").
{(1,0,5/14,5/14),(0,1,4/7,11/7)} é base para Z(A).

b

~

>> A=[1,0,0,0;0,1,1,1;0,0,1,1;1,1,2,2];
>> escalona(A)

[1, 0,0, 0]

[0, 1, 0, 0]
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3.4.2.

3.4.3.

3.4.4.

0, 1]
» 1]

[ IR
=

O, OO0
8.
o
~
=
-

, 0]
N(A) = {(0,0,—a,a) | « € R}. Portanto, {(0,0,—1,1)} é base para N'(A). {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,1)} é base para
I(AY. N(A) = {(—a, —a, —a,a) | « € R}. Portanto, {(—1,—1,—1,0)} é base para N'(A?). {(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)}
ébase para Z(A).

Wt = {(x,y,2) | x—y+z = 0}. Assim, X € W' se, e somente se, X = (8 —a,8,&) = a(—1,0,1) + B(1,1,0). Portanto,
W; = (=1,0,1) e Wy = (1,1,0) formam uma base de W-. W é uma reta que passa pela origem e WL é um plano que passa pela
origem, perpendicular a W.
>> A=[1,0,-2,1;0,1,3,-2]
A=[ 1, o0, -2, 1]

[ o, 1, 3, -2]
X =2 —w2a—3B,B,a) =ua(—1,2,0,1) + B(2,—-3,1,0),Va, p € R. Assim, W; = (—1,2,0,1) e W, = (2,—-3,1,0) formam uma
base para W-+.

(a) > P=[-2,1;-1,2;1,0;2,7];
>> A=matvand(P(:,1),2),B=P(:,2)

A= 4 -2 1
1 -1 1
1 1 1
4 2 1
B= 1
2
0
7

>> escalona([A’*A,A’*B])
[ 34, 0, 10, 34]
[ 0,10, 0, 10]

[ 10, 0, 4, 10]
[1, 0, 0, 1]
[o, 1,0, 1]
[o,o0,1,0]

A equacéo da pardbola é y = x? + x.

(b) >> P=[-2,1;-1,3;1,3;2,11];
>> A=matvand(P(:,1),2),B=P(:,2)
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A= 4 -2 1
1 -1 1
1 1 1
4 2 1
B= 1
3
3
11
>> escalona([A’*A,A’*B])
[ 3¢, 0, 10, 54]
[ o0, 10, 0, 20]
[ 10, , 4, 18]
[1, 0,0, 1]
[o0,1,0,2]
[0, 0, 1, 2]
Aequagio éy = x? +2x + 2.
3.4.5. (a) > P=[-2,0;0,1;1,-2;2,1];
>> A=matvand(P,1) ,B=P(:,1).72+P(:,2)."2
A= -2 0 1
0 1 1
1 -2 1
2 1 1
B= 4
1
5
5
>> escalona([A’*A,A’*B])
[ 9, 0, 1, 7]
[ o, 6, 0, -4]
[ 1, 0, 4, 15]
[ 1, o, 0, 13/35]
[ 0, 1, 0, -2/3]
[ 0, o, 1, 128/35]

(b)

A equacéo do circulo é x* + y? — (13/35)x + (2/3)y = 128/35.

>> P=[-2,1;-1,-2;0,1;2,0];

>> A=matvand(P,1) ,B=P(:,1).72+P(:,2)."2

A=-2 1 1
-1 -2 1
0 1 1
2 0 1
B= 5
5
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1

4

>> escalona([A’*A,A’*B])

[ 9, 0, -1, -7]

[ 0, 6, 0, -4]

[ -1, 0, 4, 15]

[ 1, 0, 0, -13/35]
[ 0, 1, 0, -2/3]
[ o, 0, 1, 128/35]

A equagdo do circulo é x2 +y2 + (13/35)x + (2/3)y = 128/35.

3.4.6. (a) > A=[1,2;2,4;-1,-2]1;B=[3;2;1];
>> escalona([A’*A,A’*B])
[ 6, 12, 6]
[ 12, 24, 12]
[1, 2, 1]
[0, 0, 0]

X=(1-2aa)=(1,0)+a(-2,1),Va € R.

(b) >> A=[-1,1;2,1;1,-21;B=[10;5;201;
>> escalona([A’*A,A’*B])
[ 6, -1, 20]
[ -1, 6, -25]
[ 1, 0, 19/7]
[ 0, 1, -26/7]

X = (19/7,-26/7).

(c) >> A=[1,1,1;-1,1,1;0,-1,1;1,0,1]1;B=[4;2;1;2];
>> escalona([A’*A,A’*B])

[ 3,0, 1, 4]
[0, 3,1, 5]
[1, 1, 4, 9]
[ 1, 0, 0, 11/15]
[ 0, 1, 0, 16/15]
[ 0, 0, 1, 9/5]

X =(11/15,16/15,9/15).
3.4.7. >> P=randi(5,2)

P= 3 5
5 -3

0 -3

4 4

-4 3
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>> A=matvand(P(:,1),3), B=P(:,2)

A =27 9 3 1
125 25 5 1
0 0 0 1
64 16 4 1
-64 16 -4 1
B= 56
-3
-3
4
3

>> R=escalona([A’*A,A’*B])
[ 24546, 3368, 1218, 152, -176]

[ 3368, 1218, 152, 66, 82]
[ 1218, 152, 66, 8, 4]
[ 152, 66, 8, 5, 6]
R =1[1,0,0,0, -35077/157992]

[ 0,1,0,0, 33866/85579]

[ 0,0,1,0, 7430353/2053896]

[ 0,0,0,1, -262092/85579]

>> a=R(1,5);b=R(2,5);c=R(3,5);d=R(4,5);
>> clf,po(P),syms x,plotfl(a*x”3+b*x~2+c*x+d,[-5,5])
>> eixos

3.4.8. >> P=randi(6,2)

P= 0 -1
1 -2

3 4

-5 -5

1 3

-5 5
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>> M=matvand(P,2),B=-M(:,1),A=M(:,2:6)

M= 0 0 1 0 -1 1
1 -2 4 1 -2 1
9 12 16 3 4 1
25 25 25 -5 -5 1
1 3 9 1 3 1
25 -25 25 -5 5 1
B= 0
-1
-9
-25
-1
-25
A= 0 1 0 -1 1
-2 4 1 -2 1
12 16 3 4 1
25 25 -5 -5 1
3 9 1 3 1
-25 25 -5 5 1
>> R=escalona([A’*A,A’*B])
[ 1407, 211, 37, -189, 13, -109]
[ 211, 1604, -189, 82, 80, -1407]
[ 37, -189, 61, 13, -5, 221]
[ -189, 82, 13, 80, 4, -37]
[ 13, 80, -5, 4, 6, -61]
R =[1,0,0,0,0, 35943/287650]
[0,1,0,0,0, -301491/287650]
[0.0,1,0,0, 127343/287650]
[0.0,0,1,0, 95187/143825]
[0,0,0,0,1, 18123/5230]
>> a=R(1,6);b=R(2,6);c=R(3,6);
>> d=R(4,6) ;e=R(5,6);
>> clf,po(P),syms x y
>> plotci(x~2+a*xxy+b*y 2+cxx+dxy+e, [-5,5], [-5,5])
>> eixos
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4.1. Diagonalizacao de Operadores (pagina 320)

4.1.1.
(a) >> A=[1,1;1,1]; (b) >> A=[1,-1;2,4];
>> B=A-x*eye(2) >> B=A-x*eye(2)
[1-x, 1] [1-x, -1]
[ 1, 1-x] [ 2, 4-x]
>> p=det(B) >> p=det(B)
p =-2*x+x"2 p =6-5%x+x72
>> solve(p) >> solve(p)
[o1[2] [31[2]
>> BO=subs(B,x,0) >> B2=subs(B,x,2)
[1, 1] [-1, -1]
[1, 11 [2, 2]
>> escalona(B0O) >> escalona(B2)
1 1 1 1
0 0 0 0
>> B2=subs(B,x,2) >> B3=subs(B,x,3)
[-1, 1] [-2, -1]
[1, -1] [2, 1]
>> escalona(B2) >> escalona(B3)
1 -1 1 1/2
0 0 0 0
Vo ={(—a,a)|a R} Vo ={(—a,a) | a € R}
Vo ={(a,a) |« € R} Vs = {(—«a,2a) | « € R}
(c)
>> A=[0,1,2;0,0,3;0,0,0]; -
>> B=A-x*eye(3) T:S B(l) S;?S(B’X’O)
[x, 1, 2] [0, 0, 3]
EO, -x, 3§|| [O’ O’ o]
0, 0, —x > O,
5 oot ) > escalona(5)
p=-x"3 >’
>> solve(p) Eg’ 8’ é%
[o] [0] [o] >
Vo ={(«,0,0) | « € R}
(d)
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>> A=[1,0,0;-1,3,0;3,2,-2];
>> B=A-x*eye(3)

[1-x, 0, 0]

[ -1, 3-x, 0]

[ 3, 2, -2-x]

>> p=det (B)

p =(1-x)*(3-x) *(-2-x)
>> solve(p)

[ 11[ 31[-2]

>> Bl=subst(B,x,1)
[0, 0, 0]

[-1, 2, 0]
[3,2,-8]

>> escalona(B1)

[1, 0, -3/4]

[0, 1, -3/8]

[0, 0, 0]

(e

>> A=[2,-2,3;0,3,-2;0,-1,2];
>> B=A-x*eye(3)
[2-x, -2, 3]

[ 0, 3-x, ~-2]

[ 0, -1, 2-x]

>> p=det (B)

p =(2-x) *(4-5*x+x"2)
>> solve(p)

[2] [4] [1]

>> Bl=subs(B,x,1)
[1, -2, 3]

o, 2, -2]

o, -1, 1]

>> escalona(B1)

[1, 0, 1]

[0, 1, -1]

[0, 0, 0]

Vo, ={(0,0,a) |« € R}

Vy = {(6a,3a,8x) |« € R}
Vs = {(0,5a,2a) | « € R}

Vy ={(—-a,a,a)|a € R}

Vs = {(«,0,0) | « € R}

>> Bm2=subs(B,x,-2)
[ 3,0, 0]

[-1, 5, 0]
[3,2,0]

>> escalona(Bm2)
[1, 0, O]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

>> B3=subs(B,x,3)
[-2, 0, 0]

[-1, 0, 0]

[ 3, 2, -5]

>> escalona(B3)
[1, O, 0]

[0, 1, -5/2]

[0, O, 0]

>> B2=subs(B,x,2)
[0, -2, 3]

[0, 1, -2]

[0, -1, 0]

>> escalona(B2)
[0, 1, 0]

[0, 0, 1]

[0, 0, O]

>> B4=subs(B,x,4)
[-2, -2, 3]

[0, -1, -2]

[o, -1, -2]

>> escalona(B4)
[1, 0, -7/2]

[o, 1, 2]

[o, o, 0]
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V4 = {(7a, —4a,2a) | « € R}

®
>> A=[2,2,3;1,2,1;2,-2,1]; >> B2=subs(B,x,2)
>> B=A-x*eye(3) [0, 2, 3]
[2-x, 2, 3] [1, o0, 1]
[ 1, 2-x, 1] [2, -2, -1]
[ 2, -2, 1-x] >> escalona(B2)
>> p=det (B) [1, O, 1]
p =-8-2%x+5%x"2-x"3 [o, 1, 3/2]
>> solve(p) [0, 0, 0]
[ 2]1[ 4]1[-1] >> B4=subs(B,x,4)
>> Bmil=subs(B,x,-1) [-2, 2, 3]
[3, 2, 3] [1, -2, 1]
[1, 3, 1] [ 2, -2, -3]
[2, -2, 2] >> escalona(B4)
>> escalona(Bm1) [1, O, -4]
[1, 0, 1] [0, 1, -5/2]
[0, 1, 0] [o, o, 0]
[0, 0, 0]
Vo1 ={(-a0a) |« €R}, Vo = {(—2x,—3a,20) |« € R} e V4 = {(8a,5a,2a) | « € R}
412. ()

>> A=[2,0,0;3,-1,0;0,4,3];

>> B2=subs(B,x,2)
>> B=A-x*eye(3)

[o, o0, 0]
[2-x, 0, 0] [3, -3, 0]
[ 3, -1-x, 0] [o, 4, 1]
[ o, (45 3-x] >> escalona(B2)
>> p=det (B [1, 0, 1/4]
p =(2-x)*(-1-x) *(3-x) [0, 1, 1/4]

>> solve(p)

[0, O, 0]
[ 21[-11[ 3] >> B3=subst(B,x,3)
>> Bmi=subs(B,x,-1)

[-1, o0, 0]
[3, 0, 0] [ 3, -4, 0]
[3, 0, 0] [0, 4, 0]
[0, 4, 4] >> escalona(B3)
>> escalona(Bm1) [1, 0, O]
[1, 0, 0] [0, 1, 0]
[0, 1, 1] [0, 0, 0]
[0, 0, 0]

Vo1 ={(0,—a,a) | « € R}. {(0,—1,1)} é base para V_4, pois gera V_1 ((0, —a, &) = «(0, —1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.
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Vo = {(—a, —a,4a) | « € R}. {(—1,—1,4)} é base para V, pois gera V, ((—a, —a,4a) = a(—1, —1,4)) e um vetor n&o nulo

éLIL

V3 ={(0,0,a) |« € R}. {(0,0,1)} é base para V3, pois gera V3 ((0,0,a) = «(0,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

(b)

>> A=[2,3,0;0,1,0;0,0,2];
>> B=A-x*eye(3)
[2-x, 3, 0]

[ 0, 1-x, 0]
[ o, 0, 2-x]
>> p=det (B)

p =(2-x)"2*%(1-x)
>> solve(p)
[2][2]1[1]

>> Bi=subs(B,x,1)
[1, 3, 0]

[0, 0, 0]

[0, 0, 1]

>> escalona(B1)
[1, 3, 0]

[0, 0, 1]

[0, 0, 0]

>> B2=subs(B,x,2)
[0, 3, 0]

[0, -1, 0]

[0, 0, 0]

>> escalona(B2)
[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

[0, 0, O]

Vi ={(-3x,4,0) |« € R}. {(—3,1,0)} ébase para Vy, pois gera V1 ((—3a,a,0) = a(—3,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I

Vo = {(&,0,p) | &, B € R}. {V1 = (1,0,0), V> = (0,0,1)} ¢ base para V3, pois gera V> ((«,0,8) = «(1,0,0) + (0,0,1)) e é

L.L (xV5 +yV, = 0se, e somente se, (x,0,y) = (0,0,0) oux =0ey = 0).

(©

>> A=[1,2,3,4;0,-1,3,2;0,0,3,3;0,0,0,2];

>> B=A-x*eye(4)

[1-x, 2, 3, 4]

[ 0, -1-x, 3, 2]

[ o, 0, 3-x, 3]

[ o, 0, 0, 2-x]

>> p=det (B)

p =(1-x)*(2-x) *(-1-x) *(3-x)
>> solve(p)

[ 110 21[-11T 31
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(d)

>> Bml=subs(B,x,-1)
[2, 2, 3, 4]

[0, 0, 3, 2]

[0, 0, 4, 3]

fo, 0, 0, 3]

>> escalona(Bml)
[1, 1, 0, 0]

[o, 0, 1, 0]

[0, 0, 0, 1]

fo, 0, 0, 0]

>> B2=subs(B,x,2)
[-1, 2, 3, 4]
[0, -3, 3, 2]
[0, 0,1, 3]
[o, 0, 0,0]
>> escalona(B2)
[1, 0, 0, 29/3]

[o, 1, o, 7/3]
[0, 0, 1, 3]
[0, o, o, 0]

>> Bl=subs(B,x,1)
[0, 2, 3, 4]

[0, -2, 3, 2]

[0, o0, 2, 3]

fo, o, 0, 1]

>> escalona(B1)
[0, 1, 0, 0]

fo, 0, 1, 0]

[0, 0, 0, 1]

fo, 0, 0, 0]

>> B3=subst (B, x,3)
[-2, 2, 3, 4]
[0, -4, 3, 2]
o, 0,0, 3]
[o, 0,0, -1]
>> escalona(B3)
[1, 0, -9/4, 0]

[0, 1, -3/4, 0]
(o, o, 0, 1]
[0, o, 0, 0]

Vo1 = {(-a,,0,0) | « € R}. {(—1,1,0,0)} é base para V_4, pois gera V_1 ((—a,«,0,0) = a(—1,1,0,0)) e um vetor ndo

nulo é L.I.

Vi ={(«,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para V1, pois gera Vi ((«,0,0,0) = «(1,0,0,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vo = {(—29a,—7a,—9a,3a) | « € R}. {(—29,—7,—9,3)} €é base para V,, pois gera V, ((—29x, —7x, —9,3n) =

«(—29,—7,-9,3)) e um vetor ndo nulo é L.I.

V3 = {(9%,3a,4a,0) | « € R}. {(9,3,4,0)} é base para V3, pois gera V3 ((9u,3a,4a,0) = «(9,3,4,0)) e um vetor ndo nulo é
L.I

>> A=[2,2,3,4;0,2,3,2;0,0,1,1;0,0,0,1];

>> B=A-x*eye(4)
[2-x, 2, 3, 4]
[ o, 2—x, 3, 2]
[ o, o0, 1-x, 1]
[ o, 0, 0, 1-x]
>> p=det (B

p =(2-x)"2%(1-x)"2
>> solve(p)

[21[2]1 [11[1]
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4.1.3.

(@)

(b)

(@

>> Bi=subs(B,x,1)
[1, 2, 3, 4]

[0, 1, 3, 2]

[0, 0, 0, 1]

[0, 0, 0, O]

>> escalona(B1)
[1, 0, -3, 0]

o, 1,

[0, 0, 0, 1]
[o, o,

>> B2=subs(B,x,2)
o, 2, 3, 4l
[0, 0, 3, 2]
[0, o, -1, 1]
[0, 0, O, -1]
>> escalona(B2)
[0, 1, 0, ol

[o, o,

[0, 0, 0, 1]
[o, o,

Vi = {(Ba, —3a,4,0) | « € R}. {(3,—3,1,0)} é base para V7, pois gera V7 ((3a, —3x,«,0) = «(3,—3,1,0)) e um vetor ndo

nulo é L.I.

Vo = {(«,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para V5, pois gera V; ((«,0,0,0) = «(1,0,0,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

>> A=[1,4;1,-2];
>> B=A-x*eye(2)
[1-x, 4]
[ 1, -2-x]

>> p=det (B)
p =-6+x+x72
>> solve(p)
[ 2]1[-8]

A matriz A possui dois autovalores diferentes, logo possui dois autovetores L.I. (Proposicao 4.5 na pagina 306). A matriz A
é diagonalizavel pois, é 2 x 2 e possui dois autovetores L.I. (Teorema 4.3 na pdgina 304).

>> A=[1,0;-2,1];
>> B=A-x*eye(2)
[1-x, 0]

[ -2, 1-x]

>> p=det (B)

p =(1-x)"2

>> solve(p)
[11[1]1

Vi ={(«,0) |a € R}

>> Bl=subs(B,x,1)

[ 0, 0]

[-2, 0]

>> escalona(numeric(B1))
[1, 0]

[0, 0]

A matriz A ndo é diagonalizavel pois, nao possui dois autovetores L.I. (Teorema 4.3 na pagina 304).

>> A=[1,1,-2;4,0,4;1,-1,4]

A= 1 1 -2
4 0 4
1 -1 4

>> B=A-x*eye(3); p=det(B)
p =b*x"2-6*%x-x"3

>> solve(p)

ans =[0][2][3]
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d

=

A matriz A possui trés autovalores diferentes, logo possui trés autovetores L.I. (Proposicdo 4.5 na pagina 306). A matriz A é
diagonalizdvel pois, é 3 x 3 e possui trés autovetores L.I. (Teorema 4.3 na pagina 304).

>> A=[1,2,3;0,-1,2;0,0,2];

5> B=A-xxeye(3) >> p=det (B)

p =(1-x)*(-1-x)*(2-x)

[1-x, 2, 3] >> solve(p) A matriz A possui trés
Lot 2 [ 110-11T 2]

autovalores diferentes, logo possui trés autovetores L.I. (Proposicdo 4.5 na pdgina 306). A matriz A é diagonalizavel pois, é
3 x 3 e possui trés autovetores L.I. (Teorema 4.3 na pagina 304).

4.14.
(a) >> A=[1,1,2;0,1,0;0,1,3]; =
>> B=A-x*eye(3) >[3 Bi sg?s(B,x,l)
[1-x, 1, 2] [O’ O’ 0]
[ 0, 1-x, 0] [1’ 1’ 2]
: 0, 1, 3-x] >> escalona(B1)
>> p=det (B) Lo, 1, 2]
P =(1-x) 2% (3-x) i O, O, 0]
>> solve(p) [0, 0, 0]
[11[11[3] T
>> B3=subs(B,x,3)
[ -2, 1, 2]
[ 0, -2, 0]
[ o, 1, 0]
>> escalona(B3)
[ 1, o0, -1]
[ o, 1, 0]
[ o, 0, 0]
Vi = {(B, —2«,a) | &, € R}. {(1,0,0),(0,—2,1)} é base para Vy, pois gera V1 ((B, —2a, &) = a(0,—2,1) + B(1,0,0)) e sdo
L.I. (um vetor ndo é mdltiplo escalar do outro)
V3 ={((«,0,a) | « € R}. {(1,0,1)} é base para V3, pois gera V3 ((¢,0,&) = a(1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.L
1 0 1 1 0 0
P=]0 -2 0 e D=|0 1 0
0 1 1 0 0 3
(b) >> A=[4,2,3;2,1,2;-1,-2,0];
>> B=A-x*eye(3)
[4-x, 2, 3]
[ 2, 1x, 2]
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(©

[ -1, -2, -x]

>> p=det (B)

p =-T*x+5xx72+3-x"3
>> solve(p)

[3]1[1][1]

>> Bl=subs(B,x,1) >> B3=subs(B,x,3)
[3, 2, 3] [1, 2, 3]

[2, 0, 2] [2, -2, 2]

[-1, -2, -1] [-1, -2, -3]

>> escalona(B1) >> escalona(B3)
[1, 0, 1] [1, 0, 5/3]

[0, 1, 0] [o, 1, 2/3]

[0, 0, 0] [o, o, 0]

Vi ={(—a,0,a) | « € R}. {(—1,0,1)} é base para V1, pois gera V; ((—«,0,&) = a(—1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Vo = {(—5a, —2a,3) | « € R}. {(—5,—2,3)} é base para V5, pois gera V, ((—5«, —2&,3a) = a(—5,—2,3)) e um vetor ndo
nulo é L.I

A matriz ndo é diagonalizavel pois s6 possui dois autovalores e cada um deles s6 possui um autovetor L.I. associado (Teo-
rema 4.3 na pagina 304).

>> A=[1,2,3;0,1,0;2,1,2];

>> = -
5> BeA-xxeye(3) Bml=subs(B,x,-1)

[1-x, 2, 3] 5 o]

[ 0, 1=x, 0] [2, 1, 3]

[ 2i 1, 2-x] >> escalona(Bml)
>> p—det(B) [1 0 3/2]

p =—4+x+4xx"2-x"3 [O’ 1’ o]

>> solve(p) [O’ 0. 0]

[ 11[ 41[-1] > 0,

>> Bl=subst(B,x,1) >> B4=subs(B,x,4)
[0, 2, 3] [-3, 2, 3]
[0, 0, 0] [0, -3, 0]

[2, 1, 1] [2, 1, -2]

>> escalona(B1) >> escalona(B4)
[1, 0, -1/4] [1, 0, -1]

[0, 1, 3/2] [0, 1, o]

[o, o, 0] [0, 0, O]

Vo1 ={(-3a,0,2a) | « € R}. {(—3,0,2)} é base para V_1, pois gera V_q ((—3w,0,2a) = a(—3,0,2)) e um vetor ndo nulo é
LI

Vi = {(a0, —6a,4a) | « € R}. {(1,—6,4)} é base para Vy, pois gera V; ((a, —6a,4a) = a(1, —6,4)) e um vetor ndo nulo é L.L

V4 ={(,0,0) | « € R}. {(1,0,1)} é base para V4, pois gera V4 ((«,0,a) = «(1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.L
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-3 1 1 -1 0 0
P = 0 6 0 e D= 0 1 0
2 4 1 0 0 4

(d) >> A=[3,-2,1;0,2,0;0,0,0];
>> B=A-x*eye(3)

>> BO=subs(B,x,0)

[3-x, -2, 1] Eg 5 (15

[ 0, 2-x, 0] [0, 0, o]

[ 0i 0, -x] >> escalona(B0)
>> p=det (B) [1, 0, 1/3]

p = (3-x)*(2-x) ¥x [0, 1, 0]

>> solve(p) [0, 0, 0]

(31 [2] [0] o

>> Ba=subs (B,x,2) >> B3=subs(B,x,3)
[1, -2, 1] (o, -2, 1]
[0, 0, 0] [0; -1, 0]

[0, o0, -2] fo, o, -3]

>> escalona(B2) >> escalona(B3)
[1, -2, 0] [0, 1, 0]

o, o, 1] [0, 0, 1]

[0, o, ol [0, 0, 0]

Vo = {(—a,0,3a) | « € R}. {(—1,0,3)} é base para Vy, pois gera Vj ((—«,0,3a) = a(—1,0,3)) e um vetor ndo nulo é L.I

Vy={
Vs ={

—~

20,0,0) | w € R}. {(2,1,0)} é base para V5, pois gera V; ((2a,a,0) = a(2,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I
«,0,0) |« € R}. {(1,0,0)} é base para V3, pois gera V3 ((«,0,0) = «(1,0,0)) e um vetor ndo nulo é L.L

-1 2 1
P = 0 1 0 e D=
3 0 0

0 0 0
0 2 0
0 0 3

4.1.5. (a) > A=[2,1,2;0,0,0;0,1,3]; syms t
>> p=det (A-t*eye(3))
p=
-(2-t) *t*(3-t)
>> B=matvand([0;2;3],2)
B= 0 0 1
4 2 1
9 3 1
>> R=escalona([B,[0;2°k;3"k]])
[ o, o, 1, 0]
[ 4, 2, 1, 27k]
[ 9, 3, 1, 37k]
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R=[1,0,0, -2°(-1+k)+3" (-1+k)]
[0,1,0, -2%3~(-1+k)+3%2~(-1+k)]
[0,0,1, 0]
> simplify(R(1,4)*A2+R(2,4)*A)
[ 27k, -27(-1+k)+2*3"(-1+k), =27 (1+k)+2%37k]
[ 0, 0, 0]
[ 0, 37 (-1+k), 37k]
21( _271+k+2371+k _21+k+23k
Ak=10 0 0
0 371+k 3k
(b) >> A=[3,0,-3;1,3,-1;0,0,0]
A= 3 0 -3
1 3 -1
0 0 0
>> p=det (A-t*eye(3))
p = —(3-t) 2%t
>> B=matvand([0;3],2)
B= 0 0 1
9 3 1
>> B=[B;[6,1,0]]
B= 0 0 1
9 3 1
6 1 0
>> R=escalona([B, [0;3"k;k*3"(k-1)1])
[ 0, 0, 1, 0]
[ 9, 3, 1, 3-k]
[ 6, 1, 0, kx¥3~(-1+k)]
R=[1,0,0, -1/9%3"k+1/9*k*3"k]
[0,1,0, -k*3~(-1+k)+2%3~(-1+k)]
[0,0,1, 0]
>> Ak=simplify(R(1,4)*A"2+R(2,4)*A)
Ak =
L 37k, 0, -37k]
[ kx3"(-1+k), 37k, -k*37(-1+k)]
[ 0, 0, 0]
3k 0 -3k
AF = | j3-1+k gk _jpg-l+k
0 0 0
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(©)

d

=

>> A=[0,-2,3;0,1,0;0,-2,3]
A= 0 -2 3

0 1 0

0 -2 3

>> p=det (A-t*eye(3))
p = -t*x(1-t)*(3-t)
>> B=matvand([0;1;3],2)

B= 0 0 1
1 1 1
9 3 1

>> R=escalona([B,[0;1;3"k]])
[ o, o, 1, ]

L 1 1, 1, 1]

[ 9, 3 1, 3%l

>> Ak=simplify(R(1,4)*A~2+R(2,4)*A)
Ak =

[ 0, 1-3"k, 37k]

[ 0, 1, 0]

[ 0, 1-3°k, 37k]

0 1-3k

0 1-3k

>> A=[0,0,0;0,0,-1;-1,1,0]
A= 0 0 0
0 0 -1
-1 1 0
>> p=det (A-txeye(3))
p = —t*(t"2+1)
>> solve(p)
[ oIl il[ -il
>> B=matvand([0;i;-i],2)
B=[ 0, 0, 1]

[ 0, 0, 1, 0]
[ -1, i, 1, i"k]
[ -1, -i, 1, (-i)7k]

[1,0,0, -cos(1/2xkxpi)]
[0,1,0, sin(1/2*kxpi)]
[0,0,1, 0]
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>> Ak=simplify(R(1,4)*A"2+R(2,4)*A)
Ak =
[ 0, 0, 0]
[ -cos(1/2%k*pi), cos(1/2*%k*pi), -sin(1/2*k*pi)]
[ -sin(1/2xk*pi), sin(1/2xk*pi), cos(1/2¥k*pi)]
0 0 0
AR = | —cos(1/2km) cos(1/2km) —sen(1/2km)
—sen(1/2km) sen(1/2km)  cos(1/2km)
4.1.6. >> B=randi(2), A=[B-B’,zeros(2,1);zeros(1,2),randi]
B= 56 -1
3 0
A= 0 -4 0
4 0 0
0 0 -3
>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
p = -3%x72-x73-48-16%x
ans = [ -31[ 4*il[ -4xil
>> escalona(A+3*eye(3))
ans =[ 1, 0, 0]
(o, 1, 0]
[0, 0, 0]
A matriz A ndo é diagonalizavel pois ela s6 tem um autovalor e auto espago associado a este autovalor tem dimensao 2. Assim,
ndo é possivel encontrar 3 autovetores L.I.
4.1.7. >> L=[eye(2),zeros(2,1);randi(1,2),0]; A=L*L’

A= 1 0 2
0 1 -2
2 -2 8

>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
p = -9%x+10%x72-x"3
ans = [ 0][ 11[ 9]
>> escalona(A)
ans =[ 1, 0, 2]
[ o, 1, -2]
[ o, o, 0]

O autoespago associado ao autovalor A = 0 é
Vo = {(—2a,2a,a) | « € R}.

Assim, {V; = (—2,2,1)} é um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.I. associado a A = 0.
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>> escalona(A-eye(3))
ans =[ 1, -1, 0]

[ 0, 0, 1]

[ 0, 0, 0]

O autoespago associado ao autovalor A =1 é
Vi = {(x,a,0) | « € R}.

Assim, {V» = (1,1,0)} é um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.I. associadoa A = 1.

>> escalona(A-9*eye(3))

ans =[ 1, 0, -1/4]
[ 0, 1, 1/4]
[ 0, 0, 0]

O autoespaco associado ao autovalor A =9 é
Vo = {(a, —a,4a) | « € R}.
Assim, {V3 = (1, —1,4)} é um conjunto com o maior nimero possivel de autovetores L.I. associado a A = 9.

>> Vi=[-2,2,1]1;V2=[1,1,0];V3=[1,-1,4];
>> p=[V1’,V2°,V3’], D=diag([0,1,9])

P=-2 1 1
2 1 -1
1 0 4
D= 0 0 0
0 1 0
0 0 9
>> inv(P)*A*P
ans = 0 0 0
0 1 0
0 0 9
>> [P,Dl=eig(sym(A))
p=[-1, -2, 1]
[ 1, 2, 1]
[ -4, 1, o]
D =[9, 0, 0]
[0, 0, 0]
[0, 0, 1]

Os elementos da diagonal da matriz D tém que ser os autovalores de A. As matrizes D podem diferir na ordem com que os
autovalores aparecem. As colunas de P sdo autovetores associados aos autovalores que aparecem nas colunas correspondentes de
D. Assim, fazendo uma reordenagéo das colunas das matrizes P e D de forma que as matrizes D sejam iguais, as colunas de uma
matriz P sdo multiplos escalares das colunas correspondentes da outra matriz P.

4.2. Operadores Auto-adjuntos e Normais (pagina 340)
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4.2.1.

(@)

(b)

>> A=[2,2;2,2];
>> B=A-x*eye(2)
[2-x, 2]

[ 2, 2-x]

>> p=det (B)

p =—4*x+x72

>> solve(p)

[0] [4]

>> BO=subs(B,x,0)
[2, 2]

[2, 2]

>> escalona(B0)

Vo ={(—a,a) |« € R}. {Wg

>> B4=subs(B,x,4)
[-2, 2]

[ 2, -2]

>> escalona(B4)
(1, -1]

Wy = (1/||1|)Vr = (=1/v2,1//2). {W;y = (=1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de Vj.

Vs = {(a,0) | « € R}. {V» = (1,1)} é base para V4, pois gera V4 ((¢,&) = «(1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja
W, = (1/]|Va]|)Va = (1/\/21/\@). {W, = (l/ﬁ,l/\/i)} é base ortonormal de V.

>> A=[2,1;1,2];
>> B=A-x*eye(2)
[2-x, 1]

[ 1, 2-x]

>> p=det (B)

p =3-4*x+x"2
>> solve(p)

[31[1]

>> Bl=subs(B,x,1)
[1, 1]
[1, 1]

>> escalona(numeric(B1))

Vi ={(—a,a) |« € R}. {W

>> B3=subs(B,x,3)

[-1, 1]
[1, -1]
>> escalona(B3)
(1, -1]
[0, o]

Wi = (1/|1|)Vi = (=1/+/2,1/v/2). {W; = (=1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de V.

[0, o]
(—1,1)} é base para Vy, pois gera Vy ((—a,«) = a(—1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja

(—1,1)} é base para Vy, pois gera Vq ((—a,«) = a(—1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja
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Vs = {(a,0) | @ € R}. {V, = (1,1)} é base para V3, pois gera V3 ((«,&) = «(1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja
Wo = (1/||Val)Va = (1//2,1/+/2). {Wo = (1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de V3.

_ [ —1/v2 1/v2 10
P=1 vz vz ¢ D*{O 3}

(c) > A4=[0,0,1;0,0,0;1,0,01; -
>> B=A-x*eye(3) T:S Bg ST?S(B’X’O)
[-x, 0, 1] [0, 0, 0]
[0, -x, 0] [1, 0. 0]
[1, 0, -x] > 0,
5 i > oscalona (80
p =X S+x [0, 0, 1]
>> solve(p) fo, 0, 0]
[ 01[-11[ 11 , 0,
>> Bml=subs(B,x,-1) >> Bl=subs(B,x,1)
[1, 0, 1] [-1, o, 1]
[0, 1, 0] [0, -1, 0]
[1, 0, 1] [1, o, -1]
>> escalona(Bm1) >> escalona(B1)
[1, 0, 1] [1, 0, -1]
[0, 1, 0] [0, 1, 0]
[0, 0, 0] [0, 0, 0]
Vo = {(0,4,0) | « € R}. {V; = (0,1,0)} é base para V, pois gera Vo ((0,&,0) = «(0,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.L
{V; =(0,1,0)} é base ortonormal de Vy, pois ||V;|| = 1.
Vo1 ={(—u,0a) |« € R}. {V, =(—1,0,1)} é base para V_;, pois gera V_; ((—a,0,&) = a(—1,0,1)) e um vetor ndo nulo
¢ L.LSeja Wy = (1/]|Va]|)Va = (—1/+/2,0,1/+/2). {W, = (=1/+/2,0,1/+/2)} é base ortonormal de V_;.
Vi = {(x,0,a) |« € R}. {V3 = (1,0,1)} é base para V1, pois gera Vi ((«,0,a) = a(1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja
W3 = (1/|V3])V5 = (1/+/2,0,1/+/2). {W3 = (1/+/2,0,1/+/2)} é base ortonormal de V.
Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sao ortogonais (Proposicao 4.10 na pagina 329).
Portanto, {W;, Wp, W3} é uma base ortonormal de autovetores de A.
0 —1/vV2 1/V2 0 0 0
P=11 0 0 e D=0 -1 0
0 1/V2 1/V2 0 01
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(d) > A=[0,0,0;0,2,2;0,2,2];
>> B=A-x*eye(3)

>> escalona(B0)

(e)

fo, 1, 1]
[-x, 0, 0] "o,
[0, 2-x, 2] Eg’ 8, 8%
>[>O}’>=de12; ZB§_X] >> B4=subs(B,x,4)
p =—xx(-4*x+x"2) E_g, —g’ g%
>> solve(p) [ 0, 2. -2]
[01[0] [4] >> escalona(B4)
>> BO=subs(B,x,0) oo
0. 0. 0] [1, 0, O]
R [0, 1, -1]
. 2. 2 [0, 0, o]

Vo = {(a0,—B,B) | &,p € R}. {V; = (1,0,0),V, = (0,—1,1)} é base para Vy, pois gera Vy ((«, —f,B) = «(1,0,0) +
B(0,—1,1)) e ¢ LI (xV4 +yVo = 0 se, e somente se, (x,—y,y) = (0,0,0) oux = 0ey = 0). Sejam Wy = V;, W, =
Vo — projyy, Va = V2 =0 = Va. Sejam Uy = (1/[[Wi[[)Wq = Wy = Vi = (1,0,0) e Up = (1/[|Wa|[)W2 = (0, ~1/V2,1//2).
{t; = (1,0,0), U, = ((0,—1/\ﬁ,1/ﬁ)} é base ortonormal de V.

Vy = {(0,a,a) | « € R}. {V3 = (0,1,1)} é base para V4, pois gera V4 ((0,a,a) = a(0,1,1)) e um vetor ndo nulo é L.L
Seja Us = (1/||V3])V5 = (0,1/+/2,1/+/2). {U3 = (0,1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de V. Como a matriz A é simétrica,
autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposi¢éo 4.10 na pagina 329). Portanto, {Uj, Up, U3 } é uma
base ortonormal de autovetores de A.

P=

(=Yt
[=Xet]

oo
[

0 1/vV2 1/V2

1 0 0
0 —-1/vV2 1/V2 e D=

>> A=[1,1,0;1,1,0;0,0,1];

5> B=A-rreye(3) >> BO=subs(B,x,0)

[1-x, 1, 0] H v 8%
[ 1, 1-x, 0] [0, 0, 1]
£> g;det%é)l-xj >> escalona(BO)
P =-2%x+3%x"2-x"3 Eé é’ (1)%
>> solve(p) [O: O: 0]

[o][1][2]
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>> Bi=subs(B,x,1) >> B2=subs(B,x,2)
[0, 1, 0] [-1, 1, 0]

[1, 0, 0] [1, -1, 0]

[0, 0, 0] [o, 0, -1]

>> escalona(B1) >> escalona(B2)
[1, 0, 0] [1, -1, 0]

[0, 1, 0] o, o, 1]

[0, 0, 0] [0, o0, 0]

Vo = {(—a,a,0) |« € R}. {V; =(—1,1,0)} é base para Vy, pois gera V ((—a,a,0) = a(—1,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.L
Seja Uy = (1/||V1|)V1 = (=1/v/2,1/+/2,0). {U; = (=1/+/2,1/+/2,0)} é base ortonormal de V.

Vi ={(0,0,a) | « € R}. {V, = (0,0,1)} é base para V1, pois gera V; ((0,0,a) = «(0,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja
W, = (1/]|Va]|) V2 = (0,0,1). {W, = (0,0,1)} é base ortonormal de V7.

Vo = {(x,2,0) | « € R}. {V3 = (1,1,0)} é base para V1, pois gera Vi ((«,a,0) = a(1,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.I. Seja
W3 = (1/||5])Vs = (1/+/2,1/+/2,0). {W5 = (1/+/2,1/1/2,0)} é base ortonormal de V.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposicao 4.10 na pagina 329).
Portanto, {W;, Wp, W3} é uma base ortonormal de autovetores de A.

{—1/\/2 0 1/\@}
P = e D=

(=Rl
o= O

NO O
[ )

1/vV2 0 1/V2
0 1 0

(f) >> A=[2,1,1;1,2,1;1,1,2];
>> B=A-x*eye(3)
[2-x, 1, 1]

[ 1, 2-x, 1]

[ 1, 1, 2-x]
>> p=det (B)

P =4-9%x+6*%x"2-x"3
>> solve(p)
[4][1][1]

>> Bl=subs(B,x,1)
[1, 1, 1]

[1, 1, 1]

[t, 1, 1]

>> escalona(B1)
[1, 1, 1]

[0, 0, 0]

[0, 0, O]

>> B4=subst(B,x,4)
[-2, 1, 1]
[1, -2, 1]
1, 1, -2]
>> escalona(B4)
[1, 0, -1]

(o, 1, -1]

[0, 0, 0]

Vi = {(-a—=B,apB) | a,p € R}. {V; = (-1,1,0),V» = (—=1,0,1)} é base para V;, pois gera Vo ((—a — B,a,B) =
«(—1,1,0) + B(—1,0,1)) e é LI(um vetor ndo é multiplo escalar do outro). Sejam Wy = V;, W, = V, — projWl Vo=V, —

(=1/2,1/2,0) = (=1/2,-1/2,1). Sejam U = (1/||W;|[)W;

{U;, Uy } é base ortonormal de V.

(=1/V2,1/v/2,0) e Uy = (1/|[Wa[)Wa = (—%,—%,é).

JuTho 2010

Reginaldo J. Santos



472

Respostas dos Exercicios

Vi = {(v,a,a) | « € R}. {V3 = (1,1,1)} é base para V4, pois gera V4 ((a, &, &) = a(1,1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.
Seja Uz = (1/||V5]]) Vs = (1/+/3,1//3,1//3). {U; = (1/\/5, 1/V3, 1/\@)} é base ortonormal de V,. Como a matriz
A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposicao 4.10 na pdgina 329). Portanto,
{Ujy, Uy, U3 } é uma base ortonormal de autovetores de A.

—V2/2 —6/6 /3/3 1 0 0
P = V2/2  —V6/6 /3/3 e D=]0 1 0}
0 6/3 3/3 0 0 4

>> A=[1,2,0,0;2,1,0,0;0,0,1,2;0,0,2,1];
>> B=A-x*eye(4)
[1-x, 2, o0, 0]

[ 2, 1-x, O, O]
[ o, 0, 1-x, 2]
[ o, 0, 2, 1-x]
>> p=det (B)

p =9+12%x-2%x"2-4*x"3+x"4
>> solve(p)

[-11[0-11C 31[ 3]

>> Bml=subs(B,x,-1)

>> B3=subs(B,x,3)

[2, 2, 0, 0] (-2, 2, 0, 0]
[2, 2, 0, 0] [2, -2, 0, 0]
[0, 0, 2, 2] o, o0, -2, 2]
[0, 0, 2, 2] [o, o0, 2, -2]
>> escalona(Bml) >> escalona(B3)
[1, 1, 0, 0] (1, -1, 0, 0]
[0, 0, 1, 1] [0, o0, 1, -1]
[0, 0, 0, O] [0, o0, 0, 0]
[0, 0, 0, 0] [0, o0, 0, 0]

Vo ={(-a,a,—B,B) | &, € R}. {V} =(-1,1,0,0),V, = (0,0,—1,1)} é base para V_q, pois gera V_1 ((—a,a, —B,B) =
«(—1,1,0,0) 4+ B(0,0,—1,1)) e é L.I.(um vetor ndo & multiplo escalar do outro). Sejam W, = Vi, Wo = V5 — projy, V2 =

Vo =0 = Vo Sejam Uy = (1/||Wh|[)Wy = (=1/v2,1/+/2,0,0) e Uy = (1/|[Wa|[)W, = (0,0,—1/v/2,1/v/2). {Uy, U} é
base ortonormal de V_.

Vs = {(a,a,B,B8) | o, € R}. {V3 =(1,1,0,0),V4 = (0,0,1,1)} é base para V3, pois gera V_1 ((«,a,B,8) = «(1,1,0,0) +
B(0,0,1,1)) e é LI(um vetor ndo é multiplo escalar do outro). Sejam W3 = V3, Wy = Vj — projW3 Vy = V4 — 0 = Vj. Sejam

Uz = (1/||Ws])W3 = (1/v2,1/3/2,0,0) e Uy = (1/||Wy|[)Wy = (0,0,1/+/2,1/+/2). {Uy, Uy} é base ortonormal de V3.
Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sao ortogonais (Proposicao 4.10 na pagina 329).
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Portanto, {U;, Uy, Uz, Uy } é uma base ortonormal de autovetores de A.

—1/V2 0 1/Vv2 0 -1 0 0 0
P 1/v2 0 1/V2 0 e D= 0 -1 0 0
0 -1/v2 0 1/v2 B 8 8 8 g

0 1/V2 0 1/Vv2

(h) >> 4=[0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,1;0,0,1,0]; >> BO=subs (B, x,0)
>> B=A-x*eye(4) [0, 0, 0, 0]
[-x, 0, 0, 0] o, o, o0, 0]
(o, -x, 0, 0] [0, 0, 0, 1]
Lo, 0, -x, 1] [0, 0, 1, 0]
Lo, o, 1, -x] >> escalona(BO0)
>> p=det (B) [0, 0, 1, 0]

p =x"2%(x"2-1) [0, 0, 0, 1]
>> solve(p) [0, 0. 0, 0]
[ol[ o]l 11[-1] [0, 0, 0, 0]
>> Bmi=subs(B,x,-1) ;; 131—SubS(B,x,1)
SRS [—1_ 0 0 0]
[0, 1, 0, 0] s B s
[0, 0, 1, 1] [0, -1, 0, 0]
[o, o, 1, 1] [0, 0, -1, 1]
>> escalona(Bml) [o, o0, 1, -1]
[1, 0, 0, 0] >> escalona(B1)
[0, 1, 0, 0] [1, 0, 0, O]
[0, 0, 1, 1] [0, 1, 0, 0]
[0, 0, 0, 0] [0, 0, 1, -1]
DR [0, 0, 0, 0]

Vo = {(«,5,0,0) | a,p € R}. {V4 =(1,0,0,0),V, = (0,1,0,0)} é base para Vy, pois gera V_; ((«,,0,0) = «(1,0,0,0) +
B(0,1,0,0)) e é L.I(um vetor ndo é multiplo escalar do outro). Claramente V; - V, = 0 e possuem norma igual a 1. Sejam
Uy = Vy e Uy = V. {Uy, Uy } é base ortonormal de V.

Vi ={(0,0,—a,a) | « € R}. {V3 =(0,0,—1,1)} é base para Vy, pois gera V; ((0,0, —a,a) = «(0,0, —1,1)) e um vetor ndo
nulo é L.I Seja Uz = (1/]|V3]|)V3 = (0,0, —=1/+/2,1/v/2). {U3 = (0,0, —1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de V;.

Vo1 ={(0,0,a,a) | « € R}. {V4 = (0,0,1,1)} é base para V_1, pois gera V_; ((0,0, &, &) = «(0,0,1,1)) e um vetor ndo nulo
¢ LI Seja Uy = (1/|V4]|)Va = (0,0,1/+/2,1/+/2). {Uy = (0,0,1/v/2,1/+/2)} é base ortonormal de V_;. Como a matriz
A ¢é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposicao 4.10 na pagina 329). Portanto,
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{Uy, Uy, U3, Uy } é uma base ortonormal de autovetores de A.

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
P=10 0o -1/v2 1/v2 e D=19 01 o0
0 0 1/V§ 1/V§ 0o 0 0 -1

4.3. Aplicac¢do ao Estudo de Conicas (pagina 355)
43.1. >> A=[9,-2;-2,6]; K=[-10,-20];

>> syms x y; X=[x;y];

>> expr=simplify(X.’*A*X+K*X-5)

9x2 —4xy+6y*—10x—20y —5

>> [P,D]=diagonal(A)

p_| V8/5 -2V5/5
2v5/5  /5/5
D=[5, 0]
[0,10]
>> syms x1 yl; Xi=[x1;y1];
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

5x12 41012 — 10v/5x; — 5

>> syms x2 y2; X2=[x2;y2]; X0=[5"(1/2);0];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

5XZ2 —30+ 10y22
>> expr=expr/30
02/6+12/3—1
>> elipse(sqrt(6),sqrt(3),P,X0)
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4.3.2. >> A=[3,-4;-4,-12];
>> K=[-30,-64];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X)
3x% —8xy—12y%> —30x — 64y
>> [P,D]=diagonal(A)

p_| V17/17  —4V17/17
| 417717 V17717
D=[-13,0]

[ 0,4]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

—13x,2 +4y12 — 286 V/17x7 /17 + 56 \/17y1 /17

>> X0=[-286/(2%13%17"(1/2)) ;-56/ (2*%4*17°(1/2))]
[-11%177(1/2) /17]

[- 7*17°(1/2)/17]

>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—13x2% + 81 + 41,2

>> expr=expr/81

_é%xZ2+l+%y22

>> hiperbx(9/sqrt(13),9/2,P,X0)
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4.3.3. >> A=[2,-2;-2,-1];
>> K=[-4,-8];

>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+14)

2x2 —dxy—y? —4x—8y+14

>> [P,D]=diagonal(A)

p_| VB/5 —2V5/5
1 2v5/5 1V5/5

D =[-2, 0]
[0, 3]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)

—2x12 +3y12 — 4/5x + 14

>> X0=[-5"(1/2);0];

>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—2x7% 4+ 24 + 315>

>> expr=expr/24

—x2/12+ 1% /8 +1

>> hiperbx(sqrt(12),sqrt(8),P,X0)
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4.3.4. >> A=[21,3;3,13];
>> K=[-114,34];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+73)

2122+ 6xy+13y% —114x +34y +73
>> [P,D]=diagonal (A)

p_ [ 3V10/10 -1V10/10
1v/10/10  34/10/10
p=[22, 0]

[ 0,12]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

22112 + 1232 — B4 /10x; + 12 10y, + 73

>> X0=[154%10"(1/2)/(5%2+22) ;-108%107 (1/2) / (6%2%12)];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

22152 — 132 + 12,2

>> expr=expr/132

XZ2/6+y22/11 —1

>> elipse(sqrt(6),sqrt(11),P,X0)
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4.3.5. >> A=[4,-10;-10,25];

>> K=[-15,-6];

>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X)

4x* —20xy+25y> —15x — 6y
>> [P,D]=diagonal (A)
5 2
b ?\/2? P 29
35 V29 % v29
D =[0, 0]

o, 291
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

29y12 -3 \/2@.7(1

>> expr=expr/29

v - 739 V293,
>> parabx(3/(4*sqrt(29)),P)

Algebra Linear e Aplicacoes
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4.3.6. >> A=[9,3;3,1]; K=[-10%10"(1/2),10%10"(1/2)]1;
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+90)

2

Q;CZfﬁﬁ;ﬁlaégg&l%?@x +10+/10y 490
p_ [ 3V10/10 —v10/10

| V10/10  3v10/10
D =[10, 0]

[ 0, 0]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)
10 %12 —20x; +40y; 490

>> X0=[154%10"(1/2)/(5%2%22) ;-108%107(1/2) / (5%2%12)];
>> expr=subst (expr,x1,x2+1)

10 2% + 80 + 40y,

>> expr=subst (expr,yl,y2-2)
10x22 + 40y,

>> expr=expr/10

x? 44y,

>> paraby(-1,P, [1;-2])
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4.3.7. >> A=[5,-3;-3,5];

>> K=[-30%(2)"(1/2),18*%(2)"(1/2)];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+82)

5x2 —6xy+5y> — 30 v2x + 182y + 82

>> [P,D]=diagonal(A)
p |: V2/2  —\2/2 :|
Ve Ve

D =[2, 0]
[o, 8]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)

2x12 4+ 8y12 —12x; +48y; +82

>> X0=[3;-3];

>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2X22 —8+8y22

>> expr=expr/8
x22/4 — 1+ 2

>> elipse(2,1,P,X0)
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4.3.8. >> A=[5,6;6,0];
>> K=[-12%(13)"(1/2),0];
>> expr=simplify(X.’*A*X+K*X-36)

5x%+12xy — 12/13x — 36
>> [P,D]=diagonal (A)

2/V/13  3/V/13
-3/V13 2/V/13

D =[-4, 0]

[0, 9]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)
—4x124+9y12 —24x; —36y; — 36

>> X0=[-3;2];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—4 Xzz —36+ 9_1/22

>> expr=expr/36
—x22/9 =14+ 1,%/4

>> hiperby(2,3,P,X0)
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4.3.9. >> A=[6,-2;-2,9];
>> K=[-4%5"(1/2),-18+5~(1/2)];
>> expr=simplify(X.’*A*X+K+X-5)
6x% —4xy+9y> —45x — 185y —5
>> [P,D]=diagonal (A)

{ 2/V5  —1/V5 }

1/vV5  2/V5
D =[5, 0]
[0, 10]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)
5X12 + 10y12 —26x1 —32y; —5

>> X0=[26/10;32/20];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2 322 2
5xo *TJrlOyz
>> expr=exprx*5/322
25 2 25 2
mxz —1+my2

>> elipse(sqrt(322)/5,sqrt(161)/5,P,X0)
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4.3.10. >> A=[1,3"(1/2);3°(1/2),-1];
>> K=[6,0];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X)

X2 4+2xyV/3—y? +6x
>> [P,D]=diagonal (A)

{ V3/2  -1/2 }
12 Va2
D =[ 2, 0]

[ 0,-2]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)

2X12 —2]/12 +3\/§JC] -3y

>> X0=[-3%3"(1/2)/4;-3/41;
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2x22 —9/4 — 21>
>> expr=expr*4/9
gx 1= 5y’

>> hiperbx(3/sqrt(8),3/sqrt(8),P,X0)
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4.3.11. >> A=[8,-8;-8,8];
>> K=[33%2"(1/2),-31*%2"(1/2)]1;
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+70)

8x% — 16xy +8y2 +331/2x — 31 /2y + 70
>> [P,D]=diagonal(A)
v2/2 —V2/2

- { Va2 a2 }
D =[0, 0]

[0, 16]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)
1612 +2x; — 64y, +70
>> expr=subst (expr,yl,y2+2)
1622 +6+2x
>> expr=subst (expr,x1,x2-3)
16122 +2x,
>> expr=expr/16
yzz +x,/8
>> parabx(-1/32,P, [-3;2])
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4.3.12. >> A=[1,-3;-3,-71;
>> K=[10,2];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+9)

¥ —6xy—7y> +10x +2y +9
>> [P,D]=diagonal (A)
1/v/10  -3/V10
"l v
D =[-8, 0]

Lo, 2]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

*8X12+2y12+ % \/ﬁxl — %4 \/Eyl +9

>> X0=[1/10"(1/2);7/10"(1/2)]1;
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—8x% + 2]/22
>> hiperby(4,1,P,X0,’d’)
12

Esta é uma conica degenerada. A equagio representa as duas retas y"'2 = 4x"2, ou y" = +£2x".
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4.4. Forma Canonica de Jordan (pagina 394)

4.4.1. As matrizes dos itens (a) e (b) estdo na forma candnica de Jordan.

44.2. (a) O polindmio caracteristico de A é claramente p(A) = —(A —2)2(A +1)3. Assim, os autovalores da matriz sio A; = 2 e
Ay = —1.

>> A=[2,5,0,0,0;0,2,0,0,0;0,0,-1,0,-1;
0,0,0,-1,0;0,0,0,0,-11; A=sym(A);
>> N21=null (A-2*eye(5))

N21 = -1
0
0
0
0
>> N22=null((A-2*eye(5))"~2)
N22 =1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
>> P1=[(A-2*eye(5))*N22(:,2) ,N22(:,2)]
P1 =5 0
0 1
0 0
0 0
0 0
>> Nmll=null(A+eye(5))
Nmi11l =0 0
0 0
-1 0
0 1
0 0
>> Nm12=null((A+eye(5))~2)
Nm12 =0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
>> P2=[(A+eye(5))*Nn12(:,3),Nm12(:,3)]
P2 =0 0
0 0
-1 0
0 0
0 1

>> P3=Nm11(:,2);
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>> P=[P1,P2,P3]
P= 5 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 -1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
>> inv(P)*A*P
ans =2 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 -1 1 0
0 0 0 -1 0
0 0 0 0 -1
(b) O polinémio caracteristico de A é claramente p(A) = (A —2)%(A +1). Assim, os autovalores da matrizsio Ay =2e Ay = —1.

>> A=[2,0,0,0,0,0;1,2,0,0,0,0;

-1,0,2,0,0,0;0,

1,1,1,1,2,0;0,0,0,0,1,-11; A=sym(A);

>> N21=null(A-2
N21 =[ 0, 0]
[ 0]

-1]
1]

0]

[
[
L
[ 0]
2=null ((A-

He v v w

>> N22=n

=

N

N
]

0,
-1,

>
>
>
» 1,
>
>

HOOWOOE ,HWOOO

0,

[anlan L Tan o R

0,
>> N23=null((A-
[ 0, 0,
[ -3/2, -27/2,
[ 0, 0,
[
[

[ 0, 1,
>> N24=null ((A-
N24 =[ 1,
-5/3,

s

[l L e Ve |
[eNeNoNe)

5>

1,0,2,0,0;

xeye(6))

2xeye(6))"2)

0]
0]
3]
0]
1]
0]
2+eye(6))"3)

0, 0]

-3/2, 9/2]

1, 0]

0, 0]

0, 1]

0 0]

2xeye(6))"4)

0, 0,
9/2, -27/2,
0, 0,

5>

0,
1’
0,

= O O

>

0
-3/2

OO O

>

0]
-3/2]
1]
0]
0]
0]
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>> (A-2xeye(6)) ~3xN24

[ o, 0, 0, 0, 0]
[ o, 0, 0, 0, 0]
[ o o o0, o0, O]
[ o, 0, 0, 0, 0]
[ 1, 0, 0, 0, 0]
[ 1/3, 0, 0 0 0]

>> P1=[(A-2%eye(6)) "3%N24(:,1),
(A-2xeye(6)) "2xN24(:,1),
(A-2*eye(6))*N24(:,1) ,N24(:,1)]
P1 =[ 0, 0, 0, 1]
0, 0, 1, -5/3]
0, o0, -1, 0]
0, 1, -5/3, 0]
1, -5/3, -2/3, 0]
3,

1/3, -2/3, 0, 0]

[ L K R o |

Como a dimensédo de N (A — 2Ig) é igual a 2, a dimenséo de K, é igual a 5 e P; tem 4 colunas, devemos encontrar apenas
mais um ciclo de comprimento igual a 1.

>> P2=N21(:,2);
>> Nmil=null(A+eye(6))

Nmi11 =[ 0]
[ o]
[ o]
[ 0]
[ 0]
[ 1]
>> P=[P1,P2,Nm11]
P =[ 0, 0, 0, 1, 0, 0]
[ 0, 0, 1, -5/3, 0, 0]
[ o, o, ~-1, o, -1, 0]
[ 0, 1, -5/3, 0, 1, 0]
[ 1, -5/3, -2/3, 0, 0, 0]
[ 1/3, -2/3, 0, 0, 0, 1]
>> inv(P)*A*P
[ 2 1, o0, 0, 0, 0]
[ o, 2, 1, 0, 0, 0]
[ o, o, 2, 1, 0, 0]
[ o, 0, 0, 2, 0, O]
[ o o, o, 0, 2, 0]
[ o, o, o, o, 0,~-1]
(c) O polindmio caracteristico de A é claramente p(A) = (A +1)5(A +4). Assim, os autovalores da matriz sio Ay = —1e
Ay — —4.
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>> A=[-1,1,-1,-3,-1,7;0,-1,1,2,3,2;
0,0,-1,0,-2,1;0,0,0,-1,1,-2;
0,0,0,0,-1,3;0,0,0,0,0,-4]; A=sym(A);
>> Nm1l=null(A+eye(6))

[ o, 1]

[ 1, 0]

[ -2, o]

[ 1, 0]

[ o0, 0]

[ o, o]

>> Nm12=null((A+eye(6))"2)

[ o, 1, 0, 0]

[ o, o0, 1, 0]

[-2, 0, 0, -2]

[ 1, 0, 0, 0]

[ o, 0, o0, 1]

[ o, 0o, 0, 0]

>> Nm13=null((A+eye(6))"3)
[o0,o0,0,0,1]

[0, 0, 1, 0, O]

[0, 1, 0, 0, O]

[0, 0, O, 1, 0]

[1, 0, 0, 0, O]
[o,o0,0,0,0]

>> (A+eye(6))~2%Nm13

[2, 1, 0, 2, 0]

[o, 0, O, 0, 0]
[o,0,0,0,0]

[0, o0,0,0,0]

[0, 0, 0, O, O]

[0, 0, 0, 0, 0]

>> P1=[(A+eye(6)) "2*Nm13(:,1),
(A+eye(8))*Nm13(:,1) ,Nm13(:,1)]
[ 2, -1, 0]

[ o, 3, 0]

[ 0, -2, 0]

[ o, 1, 0]

[ o, 0, 1]

[ 0, 0, 0]

Como a dimensdo NV (A + Iy) é igual a 2, a dimensé&o de K_; é igual 5 e P; tem 3 colunas, devemos encontrar mais um ciclo
de comprimento igual a 2. Para isso, vamos descobrir um vetor da base de N'(A + I¢)? tal que (A + I5) aplicado a ele ndo

seja multiplo escalar do autovetor do ciclo ja determinado.

>> rref ([(A+eye(6)) "2+Nm13(:,1), (A+eye(6))*Nm12])

[ 1, -1/2, 0, 1/2, 0]
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(d) O polinémio caracteristico de A é claramente p(A) = (A —1)7(A — 3). Assim, os autovalores da matriz sio A; = 1e Ay = 3.
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O préximo bloco nado pode ser iniciado por nenhuma coluna de N13, pois (A — Ig)? multiplicado pelas colunas de N13 sdo
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L.D. com a primeira coluna de P1.

>> (A-eye(8))*N12

[-1, 0, 0, 1, 0, 4]
[ o, o, o, 0, 0, -1]
[ 1, o, o, 0, 1, -2]
{1, o, o, 0, 1, -4]
[ o, o, 0, 0, 0, -1]
[ o, o, o, 0, 0, 1]
[ o, o, o, 0, 0, 0]
to o o 0, 0, 0]
>> P2=[(A-eye(8))*N12(:,1),N12(:,1)]
[ -1, 0]

[ o, 0]

[ 1, 1]

[ 1, o]

[ o, 1]

[ o, 0]

[ o, 0]

[ o, 0]

Precisamos saber quais colunas de N12 geram ciclos que sdo L.I. com os ciclos P1 e P2. Para isso basta que os tltimos vetores
dos ciclos sejam L.I.

> rref ([P1(:,1),P2(:,1), (A-eye(8))*N12])
1, 0, 0, 0, 0, -1, -1, 0]
o, 1, 1, o0, 0, 0, 1, 0]
o, o, o, 0, 0, 0, o0, 1]
o, o0, o, 0, 0, 0O, 0, 0]
o, o, o, 0, 0, 0O, 0, 0]
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
o, o, o, 0, 0, 0, 0, 0]
o, o, o, o0, 0, 0, 0, 0]
> P3=[(A-eye(8))*N12(:,6) ,N12(:,6)]

0,

> N31=null(A-3*eye(8))
1]
0]

>
[

[

[

[

[

[

[

[

>

[ 4, 0]
[

[

[

[

[

[

[

>

[

[

[ o]
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