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Capitulo 1

Funcoes de Varias Variaveis -

Diferenciacao

1.1 Nocoes Topolégicas no R"

Consideremos P = (x1, 23, ...,x,) € R™.

Associamos ao ponto P um nimero real chamado sua norma, definido por:

1P| = (22 + a2 4 +a2)"

Se P € R?, entdo ||P|| = (27 + x%)lﬂ, que ¢ reconhecida com “distancia” do ponto P a
origem, ou seja, o comprimento do vetor associado a P .

Analogamente, para P € R, P c R3, etc...

Usamos agora a definicao de norma para definir distancia no R™. Dizemos que a distancia
entre os pontos P e @) é dada por ||P — Q| .

Se P=(z1,...,2,) € Q= (y1,-..,Yn), entao

d(P,Q) =P = Ql = [(z1 = y)* + (w2 = 92)* - + (w0 — yn)?]

Observacgao: Esta é a distancia euclidiana. Observamos que, além deste, hé outros conceitos

de distancia.



Ao espaco R™, com esta distancia, costumamos chamar de ESPACO EUCLIDIANO.

Definicao 1.1.1. Chama-se bola aberta de centro Py € R™ e raio 6 > 0, ao sequinte

conjunto:

B(Po,(S):{PGRn | d(P,P()) <5}

y y
Py—4 [ Py \ Py+6
i i
b 7,
EE
X Yy

Chama-se bola fechada de centro Py € R" e raio 6 > 0 ao conjunto

B(Py,0) ={P € R" |d(P, Fy) <}
Chama-se esfera de centro Py € R" e raio § > 0, ao conjunto
S(Po,0) ={P e R" | d(P, Fy) = ¢}

Observacao: Uma bola aberta de centro Fy e raio 6 > 0 também serd chamada uma

vizinhanca de raio o do ponto F,.
Notacao: Vs(5)
Dado um conjunto S C R", qualquer, todo ponto do R" tem uma das propriedades:
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(a) dizemos que P é ponto interior a S, se existe 6 > 0 tal que B(P,§) C S.

(b) dizemos que P é ponto exterior a S, se existe § > 0 tal que B(P,d) nao contém

qualquer elemento de S, isto é, B(P,0) NS =0;

(c) dizemos que P é ponto fronteira de S, quando P nao é interior nem exterior a S,

isto é, V0 >0, B(P,¢) contém pontos de S e pontos que nao sao de S'.

Exemplos:

(1) P éexteriora S
) é interior a S

R é fronteira de S

P é ponto fronteira de S
@ ¢é ponto fronteira de S

R é ponto exterior a S

Definicao 1.1.2. Seja A C R". Dizemos que A ¢ aberto, se todo ponto de A for interior

aA,istoé, VPe A, 36 >0 tal que B(P,§) C A.

Exemplos:

1. R™ é aberto no R"



2. A={P eR?;||P| <1} é aberto em R

De fato:

Seja Py € A. Logo ||l =r <1

1 —
Consideremos B <P0, 5 T)

1
Mostremos que B (Po, T) CcA

2

1—17r

P
) =1

PEB(PO,

= ||P— PR+ Rl < ||P— Rl + ||Rl =

1—
= ||P—P0||+T<TT+T‘<1.

3. Qualquer B(F,d) é um conjunto aberto no R™.

4. O ={(a.y) € R | |a] + ]yl < 1}

C é aberto




5. CU{(0,1)} nao é aberto.

Observagao: Dado um conjunto A C R"™, o conjunto dos pontos interiores a A é chamado
interior de A ¢ é denotado por int A ou A.

Analogamente, ext A ou front A.

Definicao 1.1.3. Dado A C R", dizemos que P é um ponto de acumulacao de A, se

qualquer vizinhancga de P contém um ponto de A, diferente de P .

Exemplos:
1. Todo ponto P € R™ é ponto de acumulagao do R™.
2. Nenhum ponto P € R™ é ponto de acumulacao do conjunto ().

3. A={(z,y) |2* +y* <1}

O conjunto dos pontos de acumulagao de A é: {(x,y) | 22 +¢y* < 1}

1L A={(y) |y>2}U{1L0)}
(1,0) € A mas nao é ponto de acumulagao de A.

(1,1) € A mas é ponto de acumulagao de A.

Conjunto dos pontos de acumulacdo de A : {(z,y) | y > z}.

s a={(%.-1) nen}

Observe que (0,0) € A e que (0,0) é o Gnico ponto de acumulagao de A.



Exercicio: Mostre que se P é ponto de acumula¢ao de um conjunto A, entao toda B(P,J)
contém infinitos pontos de A.

Conclua disto que um conjunto finito nao pode ter pontos de acumulagao.

Definicao 1.1.4. Dado um conjunto A C R", dizemos que P ¢ um ponto isolado de A se

Pe A e P mao é ponto de acumulagao de A .

Exemplos:

1. Vide exemplo (4) da definigao 3:
(1,0) é ponto isolado de A

(2,1) nao é ponto isolado de A (nao pertence a A).

2. Vide exemplo (3) da defini¢ao 3:

O conjunto A nao tem pontos isolados.

Definicao 1.1.5. Um conjunto A € fechado se todo ponto de acumulacdo de A pertence

a A.

Exemplos:
1. R™ é fechado
2. ) é fechado
3. A={(z,y) € R? | 22 + y? < 1} ndo é fechado
4. Vide exemplo (4) da definigdo 3: A nao é fechado

5. Vide exemplo (5) da definigdo 3: A nao é fechado

Exercicios:
1. Prove que todo conjunto finito é fechado.

2. O conjunto {(z,y) € R? | z = y} é fechado em R? ?



Observacao: Na linguagem comum as palavras aberto e fechado sao exclusivas e totali-

zantes. Tal fato nao ocorre aqui, como mostram os exemplos abaixo:

conjuntos aberto | fechado

{(z,y) | 2> +y* <1} | sim nio

conjunto finito nao sim
{{|neN} nao nao
R? sim sim

Teorema 1.1.6. Um conjunto é fechado se, e somente se, seu complementar é aberto.

Prova:

(—) Seja F' - conjunto fechado

VPeCF < P ¢F (fechado) = P nao é ponto de acumulagao de F' < 3§ > 0 tal que
B(P,§) C CF. Portanto CF é aberto.

(«) Seja CF - conjunto aberto

Consideremos P um ponto de acumulacao qualquer de F. Mostremos que P € F'.
Suponhamos que P ¢ F' = P € CF (aberto).

= 36 > 0 tal que B(P,0) C CF = P nao é ponto de acumulagao de F' (contra hip6tese).
Logo P € F e assim F é fechado.

Definigao 1.1.7. A C R" ¢ dito limitado se existe 6 > 0 tal que A C B(0,0).

Exemplos:



1. Qualquer B(P,0) é um conjunto limitado
2. {(1,m) | m € N} nao é limitado
3. {(sen z, cosz) | z € R} é limitado. Desenhe-o.

Vamos agora enunciar um dos resultados béasicos do Calculo, que garante a existéncia de
pontos de acumulacao. Para a prova, o leitor pode consultar o livro: Advanced Calculus,

Buck, pg. 38.

Teorema 1.1.8 (Bolzano-Weierstrass). Todo subconjunto infinito e limitado do R™ tem

pelo menos um ponto de acumulacao.
Definicao 1.1.9. Um conjunto A C R" se diz compacto quando ¢ fechado e limitado.
Exemplos:

1. Todo conjunto finito é compacto
2. Toda bola fechada do R™ é compacta
3. [a,b] X [¢,d] C R? é compacto

Defini¢ao 1.1.10. Uma cole¢iao {Qy }aer de conjuntos abertos é chamada uma cobertura

aberta ou um recobrimento aberto do conjunto A C R" se A C U Qq -
acl

Exemplos:

1. {B(0,n)},en cobertura aberta do R™
2. {B(P,1)}pegn cobertura aberta do R"

3. {B(P,3)}pez» nao é cobertura aberta do R™ mas ¢ de Z"

Definigao 1.1.11. Seja Q uma cobertura de A C R™. Uma subcolegao Q' de Q € dita uma

subcobertura de A relativamente a Q se Q' ainda é cobertura de A.

Observacgao: Se o nimero dos conjuntos na subcobertura ¢ finito ela é dita subcobertura

finita.

Exemplo:



1. {B(0,n)},en cobertura do R™

{B(0,n)}necan subcobertura do R™ relativa a cobertura acima

Uma caracteriza¢ao de grande valor tedrico dos conjuntos compactos (cuja prova pode

ser encontrada em Advanced Calculus, Buck, pg.39) é a seguinte:

Teorema 1.1.12 (Heine-Borel). Toda cobertura aberta de um conjunto compacto A C R™

admite uma subcobertura finita.

Exercicios 1.1:
1. Se A e B sao conjuntos fechados, mostre que AN B e AU B sao também fechados.

2. Esboce os seguintes conjuntos:
A={(z,y) €R* | max{|z] |y]} <1}
B={(a,y) € B | [e] +]y| <1}

3. Pense e veja se concorda:

(i) O conjunto {z € R | 0 <z < 1} é aberto;
(i) O conjunto {(z,0,0) € R* | 0 < x < 1} nao ¢ aberto;

(iii) Qualquer plano néo é aberto no R?.

4. Qual ¢ a fronteira do conjunto

P={(z,y) eR* | z,y€Q}
Observe que R? — P = {(z,y) € R* | (z,y) € P} nao é um conjunto aberto.
5. Determine os pontos de acumulacao, a fronteira e o interior dos seguintes conjuntos:
(a) {(z,y) eR? | x>0}
(b) {(z,y) €eR? | |z] = |y}

(c) {(z,y) eR? | =,y € Z}

(d) R?
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10.

11.

12.

1.2

(e) {(z,y) | 2 —y* =1}
(f) {(%4, %) | m,neN}. Esboce o conjunto.

(g) {(z,y,2) | 2> +y?>+2>>4}

Citar as propriedades que se aplicam a cada um dos conjuntos do exercicio anterior,

dentre as seguintes: aberto, fechado, limitado, finito.

1 o
Seja S o conjunto de todos os pontos (z,y) tais que y = sen — e x > 0. Determine §'.
x

S é fechado? Determine front S'.

Considere S = {(z,y) | 22 +y*=1 ou y=0 e 0<z <1} Determine S.
S é fechado?

. Justifique porque nao se pode aplicar o teorema de Heine-Borel aos seguintes conjuntos

e respectivos recobrimentos:

A = [a,b] x [c,d] A=TR? A=V(0) C R?

{Sy}ye[ad] {V5(0)}sen | {V2(0) }ocr<a
onde S, = [a,b] x {y}

Mostre que um ponto fronteira de S que nao esta em S ¢é um ponto de acumulacao

de S.

Determine um subconjunto do R? com exatamente trés pontos de acumulacao.

Serd possivel conseguir um subconjunto do R? com exatamente trés pontos interiores?

Prove que um conjunto A C R™ que nao tenha pontos de acumulacao nao tem pontos

interiores.

Funcoes - Limites - Continuidade

1.2.1 Definicao

Definigao 1.2.1. Seja A C R". Uma fungao f definida em A com valores em R € uma

correspondéncia que associa a cada ponto de A um e um sé niumero real.
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Os pontos de A sao chamados variaveis independentes.

Notagao: f: ACR" — R.

O conjunto A é chamado dominio de f.

O conjunto B = {f(P) | P € A} é chamado imagem de f e denotado por Im(f).

Observacgao: Durante o curso de Calculo I estudamos funcgoes f : I € R — R. Genera-
lizagoes deste conceito podem ser feitas das mais diversas maneiras. Por exemplo, f : [ C
R—R? g:ACR*—R, h:ACR*—-R?, /:ACR?®—R?, etc.

Todos estes casos aparecerao durante o curso, mas em especial estaremos trabalhando com

f:ACR"— R, mais particularmente com f: A C R? - R.

Exemplos:

1. f:ACR}* =R

f(z,y, z) = altura em relagao ao plano xy

A={(z,y,2) eR| 2?2 + 9>+ 22 =1}
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2. P:R"—>R
(1, .., Tp) — 2y Chamada i-ésima projecao.

Por exemplo,n =3 e i =2, (z,y,2) —y.

Exercicio: Encontre o dominio da fungao dada por f(z,y) =
r—y

Encontre também os pontos (z,y) para os quais f(z,y) =1.

Resolucao:
A expressao s6 faz sentido nos pontos (z, %) tais que z — y* > 0 ou seja x > y°.
Ainda: f(z,y) =1 & y=+/z—y? & v’ =z—9y*, y>0 & 2=2y% y>0.
A seguir representamos o dominio de f e os pontos onde f(z,y) =1.
Y4
T =

T =2y% Yy >0

Observagao: Analogamente como feito para funcao h : R — R podemos definir, ponto a
ponto, a soma, o produto, a divisao de duas funcoes f,g : A C R" — R. Por exemplo: a

fungao soma f + g é definida por: (f + g)(P) = f(P)+g(P), VP € A.

13



1.2.2 Graficos

Definicao 1.2.2. f : A C R® — R. Chama-se grdfico de f ao subconjunto do R"**
definido por
Gr=A{(P,f(P))| P e A}.

Observacao: Como o grafico é um subconjunto do R"*! e no papel podemos representar
até o R? entao podemos desenhar o grafico de funcoes de no maximo duas varidveis, isto &,

n=2.

Exemplos:

(1) f:ICR—-R

(2) f:R?—=R
(P =2
Gr={(z,9,2) / x,y € R}

(3) f:R2>R
(z,y) =y
Gy ={(z,y,y) | v,y € R}

14



(4) fACR*—>R
(z,y) — 2* +y°
A={(z,y) €eR* />0, y >0}
Gr={(z.y,2>+y*) />0, y >0}

(5) f:R? R
f(P) = distancia de P ao

ponto (0,0), ou seja,

f(@y) = Va2 +y?

6) f:R*—R

(2,9) — o

i

Gf:{('rayVTQ) |l‘,y€R} ’)

X

Exercicios 1.2:

1. Esboce o grifico de f : A C R? — R tal que f(P) = distancia do ponto P ao ponto
(0,0) onde A = {(z,y) € R? | 2* +y* > 1}.

2. Tente definir uma funcao f : R? — R cujo grafico seja uma “telha eternit” .
3. Esboce o grafico de f(z,y) = 2%+ |y|.
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1.3 Curvas e Superficies de Nivel

Existe uma outra técnica grafica 1util para descrever o comportamento de uma funcao
de duas variaveis. O método consiste em descobrir no plano xy os graficos das equacoes
f(z,y) = k para diferentes valores de k. Os graficos obtidos desta maneira sao chamados as

curvas de nivel da funcao f.

f:ACR*=R

Curva de nivel k : {(z,y) € A tal que f(z,y)=k}.

v
curva de
nivel k

ou

curva de nivel

flz,y) =k

B

Exemplos:

1. z = f(x,y) = altura em relagdo ao nivel do mar (definida em uma pequena porgao

aproximadamente plana).

Nossas curvas de nivel correspondem as linhas de contorno em uma mapa to-

pografico.
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W
N
/\/

2. f:R? =R

flz,y) =2 +y

As curvas de nivel sao os graficos das equacoes z? + % = k.

)

3. f:DCR*=R
f(ﬂmy)zgﬂ#w2
Curvas de nivel: 22 4+ y2 = c. Sk
by
Y




4. z:f(w,y):$2—y2

Curvas de nivel:

c=0—|z[=[y|

c¢# 0 - hipérboles

-
Y

Se f é uma funcao de trés varidveis x,y, z entao, por definicdo, as superficies de

nivel de f sao os graficos de f(x,y, z) = k, para diferentes valores de k .
f:ACR)*—=R

Superficie de nivel k : {(z,y, z) € A tal que f(z,y,2) =k}.
Em aplicagoes, por exemplo, se f(x,y,z) é a temperatura no ponto (z,y,z) entdo as
superficies de nivel sdo chamadas superficies isotermas. Se f(z,y, z) representa potencial

elas sao chamadas superficies equipotenciais.

k1

ko

k3
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Exemplos:

(1) f:RP*—=R
flz,y,z) =2z+y+=z
superficies de nivel
2e+y+z=k

planos paralelos

(2) g:R*—=R
g(z,y,2) = 2* + y? + 2*
superficies de nivel
2+ 4+ 22 =k>0

Superficies esféricas de centro na origem

3) h:R*—R
h(:z:,y,z)zi

61‘
superficies de nivel

y = ke®

/

1.4 Funcoes Limitadas

Definigao 1.4.1. f : A C R" — R diz-se limitada em um conjunto B C A se existir
uma constante K € R tal que |f(P)|< K, VP € B.
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Exemplos:

1. f:R? >R
[z y) =2z +y
B ={(z,y) e R? | 2* + y* < a?}
f ¢ limitada em B ; senao vejamos:

|f(z,y)| = |22 +y| <2lz|+|y| < 2a+a=3a.

2. f:R2-{(0,0)} = R
1
flz,y) = 2R
f néao é limitada em R? — {(0,0)}.

Definigao 1.4.2. f: A C R" — R diz-se limitada em um ponto F, € A se existir § > 0
tal que f seja limitada em AN B(Fy, ).
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Exemplo:
f:R*—{(0,0)} - R

1
f(xay)—m

nao é limitada em
R? — {(0,0)} mas ¢ limitada
em qualquer ponto de

R? — {(0,0)}.

Teorema 1.4.3. Se uma funcao é limitada em todos os pontos de um conjunto compacto C'

entao ela € limitada em C'.

Prova:

Para todo P € C existe B(P,6,) tal que
@I <Kp, VQeCNB(PJ,).

Como C' é compacto, pelo Teorema de Heine-Borel existe um numero finito de bolas
abertas B(Py,0y,), ..., B(P,,0p,) que recobrem C'.

Temos as constantes Kp,,..., Kp, .

Seja K = max{Kp,,...,Kp,}.

Entao,

PeC=3P talque PeB(P,6,) = |f(P)<Kp<K.

Portanto f é limitada em C'.

Exercicios 1.4:

1. Determinar os dominios maximos de cada uma das funcoes abaixo, esbogcando-os gra-
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ficamente:

x In(x — 2y)
= b = —
(a) z=arc sen—— ; (b) =z NS T
—1 A2 Q2 d _ z
(¢) z=1In(36 —4x* — 9y°) (d) =z E—

(e) z=ya2—y2+ /a2 +y2—1

. Esboce o gréfico de:

(a) flz,y) =2 +y* = a? +y°

(b) g(z,y) = Seni , T#0

. Considere no R? o seguinte conjunto:
H={(z,y) e R® |z <y<z+1}.

Considere ainda f : H — R dada por f(x,y) = x? + y?. Observe que f é limitada em
todo ponto do conjunto H mas nao é limitada em H . Compare com o resultado dado

no Teorema 1.4.3.

. Tracar curvas de nivel para as funcoes:

(a) flz,y) ==y

(b) g(z,y) = cosx

. Determinar as superficies de nivel das funcgoes:
(@) fyz) =T

(b) g(z,y,2) =z +2y

. Ache as curvas de nivel de f : R? — R definida por f(z,y) = sen(z — y). Esboce o
grafico de f.

1.5 Limites

Definigao 1.5.1. Escrevemos lim f(P) = L e dizemos que limite da func¢do f no ponto

— Py

Py € tgual a L quando:
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(i) f:ACR" =R e Py ¢ ponto de acumulagio de A .

(ii) Correspondendo a cada € > 0 existe um § > 0 tal que

0<||P=FRl = dPR)<d
= |f(P)—-L|<e.
PecA
/R
f /
/-,./—\\‘ \\L—l-é?
“L—¢

Observagao: Quando Plin}D f(P) = 0 diremos frequentemente que f é infinitésima no
— 10

ponto Fj.

Exemplos:

1. f:R? =R
(r,y) ==
f é infinitésima no ponto (0,0)
De fato:
Sabemos que |z| = Va2 < /22 + 2
Dado € > 0 tomamos § < €.

Entao,

Vit <d=lz|<d<e

23



2. f:R? =R b

y
flay) =z+y° 9
lim r,y) =3
ey T OV %
R
De fato: |
Sabemos que 2 X

e +y? =3l =lz—2+y°" =1 < |z —2[+|y+ 1|y — 1
Entao, dado € > 0 tomamos § = min {1, Z} :

Logo, |y+1] <3.

Teremos,

(z—2)2+ (-1 <d=|z+12=3| < |z —2|+|y+1|ly—1| < 64+35 =45 < 42 =€
Propriedades:
1. Se f: R"™ — R tem limite em um ponto F entao este limite é uinico.

2. Se lim f(P) = L e lim g(P) = M entdao, lim(f+g)(P) =L+ M e

P—Py P—Py P—P,
Jin (fg)(P) = L.M
3. Se lim f(P)=L#0, entio, lim —— = 1
- Se lim )= , entdo, lim ) I
P M
Ainda se ]}Lr?gog(P) = M , entao, IJLI%O % =T

4. Se uma fungao tem limite em um ponto Py entao ela é limitada em Py . (P, pertencente

ao dominio da fun¢ao).
Observagao: A reciproca nao é verdadeira. (Dé um contra exemplo).

5. O produto de um infinitésimo em um ponto por uma limitada no ponto é um infinitésimo

no ponto.

6. Teorema da Conservagao do Sinal:
Se Plin]g f(P) = L # 0, entao existe B(Fp,d) na qual as imagens f(P) tém o mesmo
— 10

sinal de L (exceto, possivelmente, f(Fp)).
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s, 7
Idéia: /

// //

No caso de uma variavel vimos que existem somente duas “direcoes” através das quais o
ponto P pode se aproximar do ponto F,. Introduzimos entao as nogoes de limite a esquerda
e a direita. No caso de duas varidveis (ou mais) temos um ntmero infinito de “modos de
aproximacao”.

O caso geral é coberto pela seguinte defini¢ao:

Definicao 1.5.2. Sejam S um conjunto no qual f estd definida e Py um ponto de acumulagao

de S. Dizemos que f(P) converge para L conforme P aproxima-se de Py, em S ¢

ESCTEVEMOS

A f(P)=1L
pPeS

se, e somente se, correspondendo a cada € > 0 existe um 0 > 0 tal que

0<||P—FRl <o
pPesS

— |f(P)—L|<e
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Observacao: Um importante caso especial é S

quando S ¢ um segmento ou um arco de curva. A CM

Teorema 1.5.3. Se f(P) estd definida para todos pontos P em uma vizinhanga de Py , exceto,

possivelmente, em Py e PliIT}lD f(P) = L, entdo o limite de f(P) eziste para P aprozimando-
— 10

se de Py em qualquer conjunto S que tenha Py como ponto de acumulagao e sempre tem o

mesmo valor L .

Prova: Dados Py e S nas condigoes.

Dado e > 0.

Como IDILII})O f(P) = L, sabemos que existe 6 > 0, tal que 0 < |[|P-F|| <0 = |f(P)—L|<e.
Isto ainda é verdadeiro se P € §'.

pm f(P) =1
PeS

Assim segue que

Observacgao:

Este teorema fornece um critério:

| Se os limites em dois caminhos diferentes s3o diferentes entdo o limite n3o existe.

Exemplos:
1. f:R2=R
1, parax#0
0, paraxz =0 A

S; = {(z,y) €eR? |y =0}

lim r,y)= lim 1=1
(z,y)—(0,0) f( y) (x,5)—(0,0)
(z,y)€51 (z,y)EST

Sy = {(z,y) eR*| z = 0}
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lim r,y)= lim 0=0
(2,y)—(0,0) f@y) (z,5)—(0,0)
(xvy)GSQ (m7y)652

Portanto, nao existe  lim  f(z,y)
(z,y)—(0,0)

2. f:R2—{(0,0) > R

Y
fey) = ———
(@) =
P ceixoy

— axy=0= f(P)=0
P ceixox

Logo f(P) converge para 0 conforme P aproxima-se de 0 através dos eixos coordenados.
E verdade que lljin% f(P)=07
P = (z,y)

eyl 2yl Vit Vat
Y R N -~ S S

Assim dado € > 0 podemos tomar § = ¢ e teremos

O0<||P-0l<d=¢e = |f(P)—0|<e
Portanto, Iljlil}of(P):O.

3. g:R*?—{(0,0)} - R

(2.9) = -
T,Y) = ——
9(09) = 5
g(P) = 0 quando P estd em um dos eixos coordenados, de modo que g(P) converge

para 0 quando P aproxima-se de O pelos eixos. Entretanto ;irr(l) g(P) nao existe.

Seja S ={(z,y) €R* |z =y}

1
9(P) = g(z,2) = 3
, 1
lim g(P) =5 #0
Pes

Portanto, ]lDirr%) g(P) nao existe.

m
Observamos que g(z,mzx) = o e que ¢g(0,y) = 0 e assim o grafico de g é cons-
m

tituido por retas horizontais. Tente esboca-lo.
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4. F:R2—{(0,0)} - R

2
LY
Fla,y) = —4

(@) = — ww
Se P pertence a um dos eixos, F/(P) =0
Sobre a reta y = x:

F(P)=F(x,x) =

52 de modo que P%l(irb)F(P) =0.

De fato, F'(P) converge para 0 conforme P aproxima-se da origem ao longo de toda
reta passando pela origem.
Vejamos:

Seja y = mzx

m2x

F(P) = F(x,mz) = m e assim Jlali% F(P)=0.
y=mzx

Apesar disto, nao ¢ verdade que Ilpin}) F(P)=0.

Tomemos S = {(z,y) | y* = z}

1
F(P)=F(y*y) = 5
1
lim F(P) = —.
P—0 2
PeS Ay

Y

1.6 Continuidade

Definicao 1.6.1. Sejam f: ACR® - R, Fy um ponto de acumulacao de A com Py € A.

f € dita continua em P, se Plin}a f(P) = f(R), ou seja:
— 10

28



dado € >0, 30 > 0 tal que

|P— Pl <0
PeA

— [f(P) = f(P)| <e.

Definigao 1.6.2. Uma funcao f é dita continua em um conjunto B quando for continua

em todo ponto de B .

Exemplos:

1. f:RE=R f(z,y)=x+y
Seja (9, y0) € R?
Dado >0
Queremos ¢ > 0 tal que
(2 =20 + (= 90)’]* < 5=l +y — (a0 +w0)| <
mas
|2 +y — (w0 +y0)| < |v— 0| + ]y —vo| <5 +5=20

€
Basta tomar § = 3

2. p:RZ—=R
n(z,y) =x
p1 é continua no R?.
Olhe a ilustracao ao lado.

Qual o 0 apropriado?

3. pi R*"—= R
pi(xl,...,xn) = XT;

p; € continua no R™.
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4 f(;c y): 22%32’ se ($,y)7£<0,0)

0, se (z,y) =(0,0)

f méao é continua em (0,0).

Propriedades:
1. A soma de m fungoes continuas em um ponto é uma funcao continua no ponto.

2. O produto de m fungoes continuas em um ponto é uma funcao continua no ponto.
Conseqiiéncia: Denotando x = (x1, 3, ..., x,), uma polinémial P(z) em z1,...,x, é

uma soma de parcelas do tipo:

a - constante

;e N, 1=1,...,n

121

axl .ang...xé"

. onde

que pode ser escrita como
£ Ly
apy(x)]" - [pn(z)]

que é continua, como produto de fungoes continuas.

Logo, usando a propriedade (1), toda polinomial é continua.

3. Dada uma funcao continua e # 0 em um ponto, entao a reciproca é continua naquele

ponto.

4. Se uma fungao é continua e # 0 em um ponto, ela possui sinal constante em alguma

vizinhanga daquele ponto.

5. Se uma funcao é continua em um conjunto compacto, entao ela é limitada nesse con-

junto.

De fato:
Como a funcao tem limite em todos os pontos do conjunto, ela é limitada em todos os

pontos do conjunto compacto. Pelo teorema 1.4.3 ela é limitada no conjunto.
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Definicao 1.6.3. f:ACR*"—-R, BCA.
Imagem do conjunto B pela fungao f € o conjunto f(B) ={f(P)/ P € B}.

Assim, por exemplo, a funcao f € dita limitada em B se f(B) é limitado.
Observagao: Com esta definigdo a propriedade (5) pode ser enunciada assim:

Se f é continua em K onde K é compacto entdo f(K) é limitado. Como f(K) C Re é

limitado, temos pelo axioma do sup, que existe L = sup f(K) e ¢ =inf f(K).

Teorema 1.6.4. Se uma funcao € continua em um conjunto compacto entao existe um ponto

onde ela atinge seu extremo superior e um ponto onde ela atinge seu extremo inferior.

Prova: Suponhamos que f nao assuma L = sup f(K).
Logo f(P)< L, VPeK.
Seja g(P) = L — f(P) > 0, continua.

Assim, ¢ continua no compacto K .

L

9(P)
1 N

g(P)  L—f(P)

1 1
L L— f(P —=L—-—= P), VPeK.
0g0 L= f(P)> - = L—7 > f(P), ¥ Pe

Portanto, L nao é extremo superior (contra hipdtese).

Entao

¢ limitada em K = 4 H tal que 7

Fica como exercicio a demonstracao para extremo inferior.

Definicao 1.6.5. Sejam f: ACR" - BCR e g: B— R. A fungcao composta de g
com f, indicada por go f € definida por

gof:ACR* — R
(gof)lp) = g(f(P))

n /
ACR /f(P) /

P //\f_/ [
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Teorema 1.6.6. Sejam f: ACR"—= BCR e ¢g:B — R tais que f seja continua em P,

e g continua em f(Py). Entao go f € continua em P, .

Prova: Dado > 0.

Queremos 0 > 0 tal que
|1P — Poll <6
PecA

= [(go f)(P)—(go f)(R)l <e.

Sabemos que existe 0, = d01(e, f(F)) tal que

|2 = f(P)| <& = lg(z) —g(f(Fo)) <e.

Como f é continua em P, sabemos que dado ; >0, 39, > 0 tal que

1P = Bl < &2
PecA

— |f(P) = f(R)| <61

Logo para
1P — Rl < 02 = [f(P) — f(F)| <61 = |g(f(P)) —g(f(F))| <e.
Portanto, go f ¢ continua em F,.

Exercicios 1.6:

1. Mostrar, pela definicao, que lin; (22 +y*—4)=0.

y—0
1, x>0
2. Seja a funcao f(z,y) =
-1, z<0.
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Prove que a fungao tem limite igual a 1 nos pontos (xg, o) com o > 0 e que tem limite

igual a —1 nos pontos (zg, o) com xg < 0. Prove ainda que nao tem limite nos pontos

(07 yO) :

3. Sejam A e B dois pontos no espago e seja f(P) = ||P— Al — ||P — B

f é uma funcao limitada ?

Vocé pode mostrar que, para qualquer Py, Plirrl}_) f(P)=f(P)?

— 10
4. Prove, usando a definicdo de limite, que: lim (2* + 2yz +3?) = 9.
e
5. Determinar o valor dos seguintes limites, quando existirem:
2,2
— (b) lim

lim —— T

(a)

© tim (e ysen () @) g atsen (%)

Tr— €T
y—0 Y—T
. (14+y*)sen x . l+z—y
(e) lim ——— (0 lim =
y—0 y—0 y
(e) lim dr —y — 3z
538 20 — by + 2z
z—0

6. Usando a definigao, prove que f(x,y) = xy + 6z é continua em:

(a) (1,2) (b) (o, o)

7. Investigue a continuidade de cada uma das fungdes abaixo, no ponto (0,0):

x
, 3x+5by#£0
(a) flz,y)=q 3¢5
0 , 3x+oy=20
(2 + ) sen ——— , se (2,9) #(0,0)
(b) g(z,y) = Ay
0 , se (z,y)=1(0,0)
2% — P
- > 3 (z,y) # (0,0) P 9
8. (a) Mostre que a fungdo f(x,y) =< T°tY é limitada em R”.
0 Y ("'E7 y) = (O’ O)
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(b) Mostre que f(z,y) nao tem limite em (0,0).

2 _ 2
m p—
(c) Caso exista, determine o valor lim |sen(x + y)Q—y
x—>8 x4 + y2
yA)

9. Investigue a continuidade no ponto (0,0) da fungao abaixo:

Y
Fay) = Woa T 2 (z,y) # (0,0)
0 , (w,y) =(0,0)

1.7 Derivadas Parciais e Funcoes Diferenciaveis

1.7.1 Derivadas Parciais

Seja z = f(z,y) definida em um conjunto aberto A e seja (xg,y0) € A. Entao para x
suficientemente préximo de xy todos os pontos (z, yo) estdo em A. Assim podemos considerar
z = f(x,yp) como uma fungao de x, em um pequeno intervalo em torno de zy. A derivada
em 1z, desta funcao de x (se a derivada existir) é chamada derivada parcial de f em

relagdo a « no ponto (o, yo).

Notacoes:

0
fe(20,90) 5 O_:J;(%’%); f1(zo, v0)

Yol _ & ;
0z : ‘
’ \

|

Z;p(fb’o, yo) ; %(%7 Z/o)

Assim:

fe(T0,90) = [W} ~ lim f(zo + Az, y0) — f(x0,y0) .

Ax—0 A.I'

Considerando z como uma funcao de y, para z fixo, obtemos de maneira semelhante uma
af 0z
outra derivada parcial f, = =— = fo =2, = —
p fy ay f2 Yy a
Temos

o fl@o,yo + Ay) — flxo, yo)
fy(To,40) = AI;IEO Ay
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Interpretacao Geométrica

Podemos interpretar geometricamente a derivada parcial como uma inclinagao. Conside-
remos a secgao da superficie z = f(x,y) pelo plano vertical y = 9. Neste plano a curva

z = f(z,yp) tem uma tangente com inclinagao f,(zo,yo) em zy.

YA A

)

tg o = fo(wo, yo) tg 8= fy(zo,%0)

outras ilustracdes:
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Observagao: Para se achar as derivadas parciais de uma funcao dada por uma lei de
formacao podem-se aplicar as regras usuais para fungoes de uma variavel, tratando-se to-

das as variaveis independentes, exceto uma, como constantes.

Exemplo: Se f(z,y) = 2%y + y cos x, determine f,(1,0) e f,(1,0).
Resolugdo: Mantendo y constante e derivando em relagao a x obtemos f,(x,y) = 2cy—y sen x
e assim f,(1,0) =0.

Mantendo z constante e derivando em relagao a y obtemos f,(z,y) = 2* + cosz e assim

fy(1,0) =14cos1.

Para o caso de n variaveis x;, ®>,..., x,:
Qual a derivada parcial no ponto (2%, 29, ..., 20) relativamente a z; da fungao f(z1,...,z,)?
Fixando-se x9,x3,...,2, a nossa funcao fica sendo funcao de uma variavel xz,
0 0
flzy,29,...,2;).
Assim
0 0
of 0 df (x1,29,...,x,)
——(xy,...,x;) =
8301 dlL‘l x?
Exemplo: z = f(xy,x9,23) = 21 coszy + x3
fi(z1, xe, x3) = cosxa; folxy,xa,m3) = —x1 Sen xo; f3(x1,29,23) = 1 onde estamos usando
. of
a notacao f; para :
Gxi
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1.7.2 Derivadas parciais de ordem superior

Se f ¢ uma funcao de duas varidveis x e y, entao f, e f, sao também fungoes de duas
varidveis. Se estas fungoes f, e f, estiverem definidas em um aberto A poderemos considerar
suas derivadas parciais  (fz)z, (fz)y, (fy)z € (fy)y chamadas derivadas parciais de

segunda ordem de f, denotadas como segue:

(Fo)e = for = fr = % (iﬁ) _ %
)y = fuoy = fr = a% (%) _ %

Se estas derivadas parciais existirem em todos os pontos de um aberto A , poderemos falar
nas derivadas parciais de terceira ordem, e assim sucessivamente.
De forma completamente andloga definimos as derivadas parciais de ordem superior para

funcao de trés ou mais variaveis.

Definigdo 1.7.1. Seja f : A C R* — R, A aberto. f ¢ dita de classe C* (k > 1) em
B C A se f e as derivadas parciais até a ordem k forem continuas em todos os pontos de

B. f € dita de classe C™ se f ¢ de classe C*, Yk > 1.

Notagao: f € CF ou fe(C>.

Exemplo 1: A fun¢ao z = f(z,y) = xy é de classe C* ja que f,(z,y) =v; fy(z,y) = x;
foy(®,y) = fyz(z,y) =1 e todas as demais derivadas parciais de qualquer ordem sao nulas.

Como as fungoes acima e a funcao nula sao continuas temos que f € C>.
Exemplo 2: A fungao z = f(z,y) = x sen y + y* cos ¥ é de classe C™.

Observagao: Nestes dois exemplos notamos que fu,(z,y) = fy(x,y), isto é, a ordem de

derivagao nao influi no resultado, mas isto nem sempre é valido.
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De fato:

Consideremos z = f(z,y) = = + |y

No entanto f,(0,0) nao existe e assim f,,(0,0) nao existe.

O préximo Teorema fornece condigoes sob as quais podemos afirmar que f, = fy»

Teorema 1.7.2 (Teorema de Schwarz ou Teorema de Clairaut). Seja z = f(x,y) tal

que f, fu, fy € fuy Sejam continuas em um conjunto aberto A. Seja Py = (z0,y0) € A. Entdo

fyw(PO) eziste e fyw(PO) = fa:y(PO)-

Prova:

Seja ¢(z) = f(x, yo+ k) — f(x,y0), onde k e yo sao fixados.

Para x suficientemente préximo de xy e k pequeno, ¢ é uma fungao da unica variavel x ,
diferencidvel no intervalo (xg, xo + h) e continua em [xg, xg + h|, h pequeno.

Para esta funcao aplicamos o Teorema do Valor Médio para fungoes de uma variavel, entre

xo € xo + h, obtendo:
d(xo +h) — P(xg) = h-¢'(xg+ 61h) onde 0< 6 <1

Assim: ¢(zg + h) — ¢(x0) = b [fulwo + 01k, yo + k) — folzo + 01h, yol.
Agora para cada h aplicamos o Teorema do Valor Médio novamente para a segunda

variavel, obtendo:

¢(xg + h) — ¢(wo) = h - k [foy(zo + O1h, yo + O2F)]

onde também 0 < 0, < 1.

Relembrando o significado de ¢ podemos escrever:

f(zo+h,yo+ k)= flxo+h, yo)l=[f(x0, yo + k) = f(zo, o)] = hk foy(zo+01-h, yo+02-k)

Dividindo por k e fazendo k — 0 obtemos f,(xo+h, yo)— fy(zo, Yo) = h fuy(xo+61h, yo),
desde que f,, ¢ continua.
Novamente usando a continuidade de f;, , dividimos por h e fazemos h — 0 e obtemos
fyx(an yO) = fxy(lba yO)
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Observacao: Vejamos outro exemplo onde nao temos a igualdade f,, = fy..
Consideremos:

2?2 — y?

fag =] Ve 0700

0 se (z,y) = (0,0)

Neste caso temos fy,(0,0) # f,.(0,0)

De fato,
fule,y) :my(xji_@/WW% @.4) % (0,0
fy(z’y)”y'#”'%v (2.9) # (0,0)
£.0,0) = Jim f(A:c,O)A - 0.0
£,(0,0) = Algi/Iilo f(0, Ay)A; £(0,0) _ .
0,0 = Jim fx(O,Ay)A; f(0.0) _
fy2(0.0) = Jim fy(Ax,O)A; £,0.0) _

Observacao: No exemplo anterior podemos observar que f, f, e f, sao continuas em todo
R2. Assim, pelo Teorema anterior fzy nao pode ser continua em (0,0), pois caso o fosse
f24(0,0) = f,2(0,0), o que nao é o caso. Obtenha uma expressao para f,, e tente provar a

nao continuidade.

Exercicios 1.7.2:

™

1. Se f(z,y) = (x — y) sen(3z + 2y) calcule: (a) f, (0, g) , (b)) fy <0> g)

2. Calcule u, e u, quando:

(a) u=e" sen(r +y) (b) w=In(z* + y*) arcsen/1 — 22 — y2

3. Se
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22y% + oy

flz,y) = Ty
0 para x = —y

para T # —y

(a) calcule fy(x,0) e fy,(0,y);
(b) observe que f nao é constante em nenhuma vizinhanga de (0, 0).

4 Ache 2L () se fley) = Inz + )

0x20y
0? 0?
5. Mostre que —f + —f = ( esta satisfeita por:
ox?  Oy?
(a) In(2? + y?) (b) a3 — 3xy?

6. Mostre que a funcao definida por
1
r?sen— , x#0
flx) = x
0 , =10

¢ diferencidvel para todo x, mas nao é de classe C' em z = 0.

7. Calcule f,(1,2) onde f(z,y) = 2= 4 sen (mz)[2? + sen (z + y) + €¥ cos? y].

Sugestao: Existe uma maneira muito facil de fazer isto.

8. Sejam g, h : R? — R, continuas. Defina f : R? — R por
z y
fla) = [ gte0pie+ [“neoar
0 0
() Mostre que f.(z,y) = g(z,0) e aue f,(z,) = h(1,y)

(b) Ache uma fungdo f: R?* — R tal que f (z,y) =z e f,(z,y) =y

1.7.3 Diferenciabilidade

Quando uma fun¢ao de uma variavel é derivavel em um ponto, ela é também continua

neste ponto. Observe agora o que acontece com o exemplo a seguir:

Exemplo:

Fany) = xgz—fyz , para (z,y) # (0,0)

0 , para (z,y) = (0,0)
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Note que nao existe limite no ponto (0,0) (visto anteriormente), e assim, f néo é continua
em (0,0).

Mas f é derivavel em relagdo a z e a y em (0,0). De fato:

Fixando-se y = 0 = z = f(x,0) =0, e assim f,(0,0) =0.

Fixando-se x = 0 = 2z = f(0,y) =0, e assim f,(0,0) =0.

Assim é possivel que uma funcao tenha todas as derivadas parciais em um ponto e que
nao seja continua naquele ponto.

Vamos entao introduzir o conceito de diferenciabilidade, que entre outras propriedades,
vai garantir a continuidade da funcao. Na realidade ele implicarda que o grafico da funcao
nao tem quinas, e em particular, que nao tem saltos. Sera introduzido por analogia com o

conceito de diferenciabilidade de fungoes de uma variavel.
Para uma variavel:

y = f(z) é diferencidvel em 1z, se existe uma reta passando por (zg, f(x¢)) de equagao
Y = f(zo) + m(z — ),

tal que a diferenca f(z) — Y seja um infinitésimo de ordem superior, em comparac¢do com

r — Tg, quando x — xg, isto é:
T -
im ———

T—T0 T — X

=0

flxo) - = =~

y = f(x) é derivavel no ponto ¢, se existe o seguinte limite:

o @) flw)

Tr—T0 T — xo
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Mas ser derivédvel é equivalente a ser diferenciavel (para fun¢oes de uma variavel).
De fato:

= Suponhamos [ derivavel em xj .

Entao existe lim M =m
T—g T — Xy

Consideremos a reta de equagdo Y = f(zg) + m(x — o)

iy 20T gy S S0 )y (=S
r—r0 T — X T—T0 T — Zo T—T0 T — Xo

Portanto f ¢ diferenciavel em x .

<= Suponhamos f diferenciavel em zg.

0 = lim flz) =Y — lim f(x) = f(z0) — m(z — ) _
z—z0 X — X T—T0 T — o
g (L) )y S S
T30 T — X T—x0 T — g

Portanto f é derivavel em g .

Assim, geometricamente, podemos tragar uma tangente ao grafico da fungao f pelo ponto

(ﬁo, f(0)).

Exercicio Conceitual:

Seja f diferenciavel em xy. Seja Py = (zo,yo) onde yo = f(x0). Se P é um outro ponto

da curva C descrita por y = f(x) e # é o angulo entre o vetor P — P, e a reta tangente a C

em F,, mostre que

6—-0 com P—F.

Reciprocamente, mostre que se 3 — 0, entao f é diferenciavel em F.
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Nota: O exercicio anterior mostra que em um sentido preciso o angulo entre a reta tangente

e a curva ¢ zero no ponto de tangéncia.

Para duas variaveis:

Diz-se que z = f(x,y) é diferencidvel num ponto (zg, yo), se existe um plano pelo ponto

(20, Y0, f(20,Y0)), de equagao:
Z = f(x0,10) + Alx — 20) + By — 1) ,

tal que a diferenga f(x,y) — Z seja um infinitésimo de ordem superior, em compara¢ao com

a=+/(r —20)>+ (y — ¥0)?, quando a — 0, isto é:
lim
a—0 e
Em notacao alternativa, tomando x = xo+h e y = yo + k e chamando

E(h,k) = f(z,y) = Z = f(zo+ h,yo + k) — [f (20, y0) + Ah + Bk]

(*) pode ser reescrita como
lim ———+=0 *ok
(h,k)—(0,0) || (h, k)] (x%)

Ainda, com a notacao alternativa, temos:

flxo+ h,yo + k) = f(xo,y0) + Ah + Bk + E(h, k)

43



Passando ao limite, com (h, k) — (0,0), obtemos:

lim f(z0 + h,yo + k) = f(xo, o)
k—0

Acabamos de provar que se f é diferenciavel em (g, yo), entao f é continua em (z, yo).

Voltemos em (xx), fazendo k = 0

yl

Yo i ——

Obtemos:
lim f(wo+h, yo) — f(zo,90) — Ah —0

h—0 ‘h,‘

Isto equivale a:
lim f@o+h, yo) — fxo, 0) — Ah 0

h—0 h

ou
lim {f(xO“'h, Yo) — S (o, yo) —A} —0
h—0 h
ou
- {f(xo +h, y) — f(xo,yo)} )
h—0 h

ASSima fw(x())y()) =A.
Analogamente, f,(xo, o) = B.

Portanto: se f for diferencidvel num ponto (xg, 3o), entao f tem derivadas parciais nesse

ponto. Além disso, o plano de equacao

() Z = f(x0,0) + fe(z0, y0)(x — x0) + fy (%0, Y0) (Y — ¥o)
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aproxima o grafico de z = f(x,y) no seguinte sentido:

-7
a—0 0%
ou, na notacgao alternativa
B(hk) _,

1m =
(hk)—(0,0) [|(h, k)|

Este é um modo de exprimir o fato de que o plano é tangente a superficie no ponto

($o, Yo, f(%, yo))-

; = —E(hk)

Exemplos:

L z=g(x,y)=v+y
g ¢ diferencidvel em (zo,y0), V (z0,%0) € R?.
De fato:

Consideremos o plano

Z=xo+yo+Ux—z0)+1(y—w) =x+y

g(z,y) —Z
(6%

=0—0 com a—0

2. z= f(z,y) =y
f é diferenciavel em (x9,%0), V (7o, v0) € R2.
De fato:

Consideremos o plano

Z = xoyo + yo(z — x0) + 20 (y — Y0)
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o VE =202+ -2 (@ —20)2+ (y — y0)?

com a — 0 (ja visto anteriormente).

flz,y) -2 o z(y —yo) — 2oy — ¥o) o (z — 20)(y — %o) 0

3. pi(z,y) =x
p1 ¢ diferencidvel em (g, o), V (70,%0) € R?.
De fato:
Consideremos o plano
Z=xo+1l(x—x0) =2

pl(xay) — 7
«

=0—0 com ao—0.

Observagao 1: Observe os exemplos (1) e (3). Qual é o tipo de grafico destas fungdes ?

Qual seria o plano esperado para resolver o problema da diferenciabilidade ?

Observacao 2: No caso de uma funcao f ser diferencidavel em um ponto, nés podemos
mostrar que em um sentido preciso o angulo entre o plano tangente e a superficie é zero no

ponto de tangéncia. [generalizagdo do exercicio conceitual dado anteriormente.]

Propriedades:

1. A soma (também o produto) de duas fungoes diferencidveis em um ponto é uma funcao

diferenciavel no ponto.

2. Se uma fungao f(x,y) # 0 é diferencidvel em um ponto, entao a reciproca é diferenciavel
nesse ponto.
3. Toda polinomial em duas varidveis P(z,y) = g a;;x'y’ é diferencidvel, como soma e
1,J
produto de diferenciaveis.
Observacao 1: Ja vimos que toda funcao diferenciavel é continua, mas nem toda continua

é diferencidvel.

Exemplo:

z = f(x,y) = |z| + |y| é continua em (0, 0).
0
Fixandoy = 0 = 2z = |2| = 8_Z (0,0) nao existe.
T
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Sabemos que se z = f(z,y) é diferencidvel, entao ela tem derivadas parciais. Assim, z =

|z| + |y| nao é diferencidvel em (0, 0).

Observacgao 2: Vimos que se z = f(xz,y) é diferencidvel em (¢, yo), entao existem f,(xq, yo)
e fy(zo,y0). No entanto, pode acontecer que existam f,(xo,y0) € fy(%0,%) € f nao ser

diferenciavel em (zg, yo).

Exemplos:

Loz= f(z,y) = #yy? , para (x,y) # (0,0)

0 , para (z,y) = (0,0)

J& foi visto anteriormente que f,(0,0) = f,(0,0) = 0. Ainda: f nao é continua (e

portanto nao ¢ diferenciavel) em (0, 0).

2. 2= g(x,y) = /|yl
Observe que ¢,(0,0) = ¢,(0,0) =0 e que g ¢ continua em todo ponto do plano.

Ainda assim, g nao é diferenciavel na origem, pois:

E(h,k)  g(hk) —[9(0,0) +0-h+0-k  +/|hk]

IR, B I, B VhZ + k2

nao tende a zero com (h, k) — (0,0) (observe o que acontece na diregdo h = k).

Tente esbocar o gréafico de g.

Algumas vezes ¢ dificil verificar diretamente a diferenciabilidade da funcao. O préximo
teorema da uma condicao suficiente para que uma funcao f seja diferenciavel e é importante

dada a facilidade de verificagao de suas hipoteses.

Teorema 1.7.3 (Critério de Diferenciabilidade). Se as derivadas parciais f, e f, exis-
tirem em um conjunto aberto A contendo Py e forem continuas em Py, entao f serd dife-

rencidvel em Fy.

Prova: Consideremos Py = (g, %0). Como A é aberto, para h e k suficientemente pequenos o
retangulo formado pelos 4 pontos: (g, vo), (zo+Ax, yo), (o, Yo+Ay) e (xo+Az, yo+Ay)
estd contido em A.

Temos entao que Af = f(P) — f(Fo) = f(xo+h, yo + k) — f(x0,90) = [f(zo +h, yo +
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k) — f(zo+h, yo)] + [f(zo+ h, yo) — f(0,Y0)]-

Usando o Teorema do Valor Médio para fungdes de uma variavel sobre cada uma das

diferencas acima, obtemos:

Af = fy(vo+h,y) k+ fo(zi,90) b

Por hipétese, f, e f, sao continuas em F, e assim

Je(®1,90) = fo(xo,y0) +m e fy(xo+ D, y1) = fy(zo,90) + 12

onde ambos 7, e 79 tendem a zero com ||(h, k)|| — 0.
Assim: Af = fo(wo,y0) - h+ fy(xo,40) -k +m -h+n-k.
Pela definicao de diferenciabilidade nés temos somente que mostrar:

nl-h—l—ng-k

Vh? + k?

—

mas
ny-h+ng-k
———— | < (|nq| + |n9e|) — 0
\/m ‘—(‘ 1’ ’ 2‘)
conforme vVh2 + k2 — 0. O
Exemplo:

Seja z = f(x,y) = sen(xy)
fo(@,y) =y - cos(xy)
fy(@,y) = x - cos(zy)
sao continuas em todo ponto (x,y) € R?. Logo pelo teorema anterior, f(x,y) = sen(xy) é

diferencidvel em todo ponto (z,y) € R2.

Observacao: Embora o teorema anterior pareca resolver todos os problemas no que se refere
a mostrar que uma funcao é diferenciavel, ha casos em que ele nao se aplica, ou seja: existem
funcgoes diferencidaveis em um ponto cujas derivadas parciais nao sao continuas neste ponto.
Neste caso a verificacao da diferenciabilidade deve ser feita pela definicao. Veja o exemplo a

seguir:
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Exemplo:
Seja
1
) sen () o ) 0.0

0 , (#,9) = (0,0)

[, y) =

(a) Determine f, e f;
(b) Mostre que f, e f, nao sao continuas em (0,0) ;

(c) Prove que f ¢é diferencidvel em R?.

Resolucao:
( 1 2x 1
(a) folw.y) = 2“en<x2+y2)‘<x2+y2>'“s(x2—+y2) - (@) #(0,0)
. , (z,y)=1(0,0)
( 1 2y 1
i y) = wsen (i) g o () - @000
’ ’ (%Z/)Z(O,O)

\

(b) Pr% fa(t,t) e %ir% fy(t,t) nao existem e portanto f, e f, nao sao continuas em (0, 0).

(c) Para verificar que f é diferencidvel em (0,0) note que

E(h, k) ( 1 ) . E(hk)
= h2 +k?)-sen | ———— e que lim =0
Ty~ VR s ) eae i T o]

A Diferencial

Seja f(z,y) diferencidvel em (g, 1) e consideremos a transformagao linear L : R? — R

dada por
L(h’ k) - fl’(x07 yO)h + fy(xmyo)k .

Voltando a condicao de diferenciabilidade notamos que

E(h, k) = f(zro+h, yo+ k) — f(zo,%0) — [fe(T0, Yo)h + fy($07y0)k] =Af—L(h, k),
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onde Af = f(xo+h, yo + k) — f(xo, v0)-

Assim:
L Af— Lk k)
(hk)—00)  ||(h, k)|

ou seja L(h,k) ~ Af, para ||(h, k)| ~0.

=0

Chamamos a transformagao linear L de diferencial de f em (zg,yo).
Dizemos que L(h,k) = fi(zo,y0)h + fy(xo,y0)k é a diferencial de f em (xg,yo) relativa
aos acréscimos h e k.
Em notagao classica a diferencial de f em (z,y) relativa aos acréscimos dx e dy é
indicada por dz (ou df)
dz = fo(x,y)dx + fy(x,y)dy

Assim, para acréscimos pequenos,

Az ~dz.
Z ‘ e superf. z=f(z,y)
e B Az=Af
4 y dz=df
// //
/ ~._| ¢ Plano tangente
(wo,y0 , f(z0,Y0) /Z/
Y0 .
/" // / (zo+Az, yo+Ay,0)
) S /
Zo ,
4 x
Af —d
Chamando n = W, a condicao de diferenciabilidade pode ser reformulada como:

f é diferenciavel em (g, o) se, e somente se, Af = df +n-+vh?>+ k%, onde n — 0 com
I(h, k)| — 0.

Observacao 1: Em geral, Az # dz. Quando h = Az e k = Ay sdo pequenos, entao dz

constitui uma aproximacao de Az .
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Observacao 2: Podemos dizer que a diferencial é uma funcao de quatro variaveis indepen-

dentes, a saber: as coordenadas = , y do ponto considerado e os acréscimos Az e Ay .

Exemplos:

1. Se z = f(x,y) = 32% — zy, calcule Az e dz se (z,y) muda de (1,2) para (1.01,1.98).
Temos:
dz = (6z — y)dz + (—x)dy
Substituindo x =1, y = 2, dv = Az = 0.01 e dy = Ay = —0.02, obtemos:
dz = (6—2)(0.01) + (—1)(—0.02) = 0.06
Calculando diretamente Az, terfamos:
Az = 0.0605 .

Assim, o erro envolvido é 0.0005.

2. O raio e a altura de uma caixa de forma cilindrica sao medidos como 3m e 8m res-
pectivamente, com um possivel erro de +0.05m. Use diferenciais para calcular o erro

maximo no calculo do volume

V =n1r%h
ov ov 9
dV = Edr—l—%dh—%ﬁ"hdr—l—wr dh

Substituindo r = 3, h = 8, dr = dh = £0.05, temos:
dV = 487(4+0.05) + 97(+0.05) = +2.857 ~ +8.95m3.

// //

Resultados andlogos valem para fungoes de n-varidveis (n > 2).

Por exemplo:

f é diferencidvel em um ponto Py = (a1, as,...,a,) em R" se

f(P) = f(Po) + Avhy + Ashy + -+ Ayhy + - /B2 + -+ h2 tal que 7 —0
conforme ||P — Py|| = /h2 4+ -+ h2 — 0, onde P = (ay + hy, ag + ha, ..., an + hy).
Neste caso:  f.,(Py) = fi(Py) =A;, i=1,...,n.

Exercicios 1.7.3:
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. Justifique porque a funcao

3

fog =) T ® @000

0 , se (z,y) =(0,0)

nao ¢é diferenciavel na origem.

. Calcular as diferenciais das funcoes dadas abaixo:
(a) z=e%y? (b) z=2*/1+ zy?

. As dimensoes de uma caixa retangular fechada sao medidas como sendo 3, 4 e 5 metros,

com um possivel erro de bem. Use diferenciais para aproximar o erro maximo no calculo
de :
(a) area da superficie da caixa;

(b) volume da caixa.
. Seja f(z) diferenciavel com f(0) =0e f(z) # 0 parax # 0, z € R.

Seia g(z,y) =4 @)+ 2y P (z,y) # (0,0)
0 , para (z,y) = (0,0)

(i) Mostre que existe g,(0,0) e g,(0,0);
(ii) Mostre que g(z,y) nao é diferencidvel em (0, 0).

. Seja f : R? — R tal que |f(x,y)| < 2 + 92

Mostre que f é diferencidvel em (0, 0).

1.7.4 Regras da Cadeia

Muitas vezes a fungao z = f(z,y) é dada sob a forma de fun¢do composta, em que os

argumentos x , y sao eles proprios fungoes de ¢

z = ¢1(t) y = da(t).

Entao, z = f(¢1(t), ¢2(t)) e podemos, portanto, falar em diferenciabilidade relativamente
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(¢1(1),02(¢))

W

Teorema 1.7.4. Sejam ¢1(t) € ¢2(t) diferencidveis emty e z = f(x,y) diferencidvel no ponto

Py = (¢1(to), d2(to)). Entao z(t) = f(p1(t), pa(t)) € diferencidvel no ponto ty e ainda
dz [0z doy 0z dgs
(@)~ @), (@) @), (%),

Como z ¢ diferenciavel em F,, temos em particular que:

Az:<%> ~A$+(%) Ay +an
Ox ) p, Y ) p,

onde n — 0 com o — 0 e a = /(Az)? + (Ay)? sendo que

{ AZL‘ = le(to + At) — ¢1(t0)

Prova:

Ay = ¢oto + At) — ¢o(ty) .

Pa(to + At)
P2(to)

Logo, para At # 0

(*) &—@ &4_% %i %24_%2
At~ \ox ), At T \oy) A T A At
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Observemos que

lim ar_ (do e lim 2y _ (don
At—0 At \ dt t0 At—0 At \ dt to

At - 0= [Az—0 e Ay—0]

ainda:

pois ¢1 e ¢ sendo diferenciaveis em ty sao continuas em tg .

Passando ao limite a expressao (x) com At — 0, temos:

(@),= @), (@).-@), (&)
dt /,, oz ) p, at J,, Y ) p, at ),
pois 1 — 0 com At — 0 e [(Az/At)* + (Ay/At)?] — L € R com At — 0.

Exemplos:

r=sent
1. 2= f(z,y) = €™ onde
Yy = cost

12 modo:
Ty = sen tg

1Yo = COS Ty

dz
(E = 1y "% costy + xg e - —sen ty = "0 [0082 to — sen2t0} )
to

29 modo:

z (t) —= esen tcost

dz . ,
( — 6sento costp (sen to - —senty -+ cos ty cos tO) — esento costo (COS2 to — SQI]Q t()) ]
to

dt
Observacao: Podemos pensar que a regra da cadeia seja dispensavel, ja que podemos

primeiro fazer as substituicoes e depois derivar. Na verdade, ainda continuamos fazendo

uso da regra da cadeia mesmo depois de fazermos as substituigoes.

2. 2= f(r,y)=2>+y onde x=13 y=1t>
dz _
(a)to = 6t5 + 2t
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Observacgao: Vale um teorema andlogo para o caso de n varidveis.

Enunciado:
Sejam x; = x;(t) i =1,...,n fungdes diferencidveis em to. Seja z = f(x1,...,2,)

diferencidavel em Py = (z1(ty),...,zn(to)). Entdo z(t) = f(z1(t),...,z.(t)) é dife-

dz "/ 0z dx;
(7). -2 (@), (@),

renciavel em £ e

Generalizacgao:
Sejam z = f(z1,...,x,) onde
T, = $1(t1, c. ,ts)
Ty = Xp(ty, ..., ts)

Temos entao:

onde Py = (z1 (19, ...,t%) ... 2, (19,...,t2)).
Na pratica, costuma-se escrever:

0: g~ 0= on,
7j=1

0: _0: 0r 0z 0y _ .
or  Ox Or Oy Or ‘
0z 0z Or 0z Oy 2_ 2
- = . _|_ — . e .
Jds Ox Os Oy O0s

Exercicio: Seja z = f(x,y) =

Calcular:
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@E o wmd @i wil @k

nopontou=2 e v=1.
Respostas: (a) 7 (b) —14 (c) 21 (d) 112 (e) —49

Observagao: E freqiiente encontrar-se z = f (z,y) com y = y(x). Neste caso,

z = f(z,y(z)) = z(x). Ainda

dz 0z dx 0z dy

do 0z dx Oy du
Portanto

dz 0z 0z dy

dx 0z Oy du

v1 y =y(z)

Exercicios 1.7.4:

1. (a) Mostre que para uma fungao f(x,y) ter como curvas de nivel circunferéncias com
of _ 9f

centro na origem ¢é necessario e suficiente que x i Y e
Y x

Sugestao: as equagoes paramétricas da circunferéncia com centro na origem e

ralo a Sao:

T = acost

y=asent

(b) Dé dois exemplos de fungoes diferencidveis na origem cujas curvas de nivel sejam

circunferéncias.

2. Seja f(z,y) = 2* + y*. Considere a curva y = ¢(z) = 2* e calcule:

DR-RY ) 22 )
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1.7.5 Gradiente - Curva de Nivel - Superficie de Nivel

Definigao 1.7.5. Seja z = f(x,y) com derivadas parciais no ponto P . Chamamos

gradiente de f no ponto P = (x,y) e indicamos por YV f(P) ao vetor:

0= (5), 7+ (@), 7

Se w=f(r,y,2) e P=(z,y,2) entao Vf(P)= (%) i (%) I (g—J;) i
P P P

Exemplos:

y

(1) Fw,9) = (o + ) \\ y/,/
A el

1 - 1,

Vi@ y)=geit gy \\ | // .
. (0,-2)

7

(2) ge,9,2) = 502 + 47 + )

> ——
Vg(x,y,z):xz_"vtnyrzk / \
N
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(3) h(z,y) = 2* — y?

>

Curva de Nivel por (1,0): X

{(z,y) | 2*> —y* =1}

Neste exemplo notamos que VA(1,0) é normal a curva de nivel de h que passa por (1,0).

O resultado a seguir mostra que este fato, sob certas condicoes, é geral:

Teorema 1.7.6. Seja z = f(x,y) diferencidvel em Py = (z0,y0) com Vf(Py) # 0. Entdo
Vf(PRy) é normal a curva de nivel y que passa por Py (estamos supondo v uma curva reqular

numa vizinhanga de Py ).

Prova:
Seja v(t) = (x(t),y(t)) a curva de nivel de f(z,y) tal que v(ty) = F.

Assim temos que

Como v e f sao diferenciaveis, podemos usar a Regra da Cadeia para diferenciar ambos

os membros de (%), obtendo:

af dx of dy\
(), 5 (), -0

A equacao anterior pode ser reescrita como
<Vf(R), ¥(t)> = 0

Portanto, Vf(F) L +'(t)
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Exercicio:

1. Achar um vetor normal & curva y = x + sen x no ponto = = 7/2.

Resolucao:
12 modo: Yy ‘
Definimos 1+m/2

F(z,y)=(zr+senzx) —y
Temos que a curva considerada

¢ uma curva de nivel da fungao

diferenciavel F'. Assim, para calcular

um vetor normal basta calcular VF (g , g + 1)

sl =i—]

VP (303

> 7, N ™
Portanto o vetor ¢ — j é normal a curva y = x 4+ sen x no ponto xr = 5

29 modo:

Uma equagao vetorial da curva pode ser:

- —

(@) =xi+ (x +sen x)j

O vetor tangente é
ar - =
— =i+ (1+cosx)j
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0
No ponto = = 5 temos

Verifica-se que 77 = i—j étal que

()@= (D)D)

Exercicios 1.7.5:
1. Achar as equacoes

(a) da tangente
r =1—cost
(b) do plano normal a curva ¢ y =3 + sen 2t no ponto t = g

z =1+ cos3t
Resposta: plano normal: 2 (:1: — g) —2(y—3)+3(z—1)=0.

2. Consideremos g e f tais que g(x,y) = ¥, f'(0) = (1,2) e f(0) = (1,—1). Calcular
F'(0), onde F(t) = g(f(t)).

3. Considere f(z,y) =xy+1.

(a) Desenhe as curvas de nivel f(x,y) =0, f(z,y) =1, f(z,y) = 2.
(b) Desenhe alguns vetores gradientes de f .
(c¢) O que acontece com V f(0,0) e com a curva de nivel que passa por (0,0)?

4. Em cada um dos casos abaixo, desenhe um numero suficiente de vetores para ilustrar

o campo gradiente de f:

(@) (o) = 56— ?)
(b) flz,y,2) =z +y+=2

(¢) flx,y,2) =20—z
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// //

Vamos agora generalizar o resultado visto na ultima secao, para funcoes de 3 varidveis.

Suponhamos que S seja uma superficie com equagao F'(x,y, z) = k, ou seja, uma superficie
de nivel da funcao F', e seja Py = (xo, Yo, 20) um ponto sobre S .

Seja ainda y(t) = (z(t),y(t), 2(t)) uma curva arbitraria, contida na superficie S, tal que
Y(to) = Fo.

Assim temos F(x(t),y(t), z(t)) =k (%)

Se v e F' sao diferenciaveis podemos usar a Regra da Cadeia para diferenciar ambos os

lados de (x), como se segue:

OF dx OF dy OF dz

. - . el
ox dt+8y dt+8z dt
dr dy d
Como VF = (F,, F,,F,) e +(t) = <d—f, d_?z{’ d—j) a equacao anterior pode ser

reescrita como

< VF,4(t) >=0

Em particular, quando t = t,, temos v(ty) = (2o, Yo, 20) € assim

< VF(zo, Y0, 20), ¥ (to) >=0

A equagao anterior nos diz que o vetor gradiente em Py, VF(xq, Yo, 20), ¢ normal ao
vetor v/(ty) de qualquer curva de nivel v em S com v(ty) = Fp .
Se VF (0, Yo, z0) # 0 é natural definir o plano tangente & superficie de nivel F(z,y, z) =k

em Py = (xg,¥0,20) como o plano que passa por Fy e tem como vetor normal o vetor
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VF1(:1:07 Yo, ZO)‘
Assim uma equacao do plano tangente seria:
(*)  Fa(zo, Yo, 20)(x — w0) + Fy(w0, Yo, 20)(y — Yo) + Fy(w0, Yo, 20)(z2 — 20) =0

Observagao: No caso especial em que S seja o grafico de z = f(z,y), com f diferencidvel

em (g, yo) podemos reescrever a equagao como
F(z,y,2) = f(z,y) —2=0 e
entender S como uma superficie de nivel (com k£ = 0) de F'. Entao

Fo(2o, yo, 20) = fa(T0, Y0)
Fy(xm Yo » Zo) = fy(x07 yo)
Fz(x07 Yo, 20) =-1
Logo (x) se torna
Je(wo, yo) (@ — 0) + fy(w0, o)y —yo) — (2 — 20) =0
ou
z—20 = fo(wo, yo)(@ — o) + fy(70, Yo)(¥ — %o)

Entao, nossa nova, mais geral, definicao do plano tangente é consistente com a definicao

que foi dada no caso de diferenciabilidade para funcoes de duas variaveis.

Exemplos:

1. Dada a superficie regular
S x?yz + 3y? = 2222 — 8z,

encontrar:

(a) Equacao do plano tangente no ponto (1,2,-1).
(b) Equagao da normal a superficie no mesmo ponto.
(¢) Em que ponto a normal encontra o plano x + 3y — 2z = 10.

Resolucao:
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(a) Definimos
F(x,y,2) = 2*yz + 3y? — 222? + 82 - diferencidvel em todo R?
Notamos que S é superficie de nivel de F', pois F(S) =0
VF(1,2,—1) = —6i + 117 + 14k
Pelo resultado anterior VF'(1,2,—1) é normal a superficie S no ponto (1,2, —1),

e assim, a equacao do plano tangente é

—6(z—1)+11(y—2)+14(z+1) =0,
ou seja

6r — 11y — 142 +2=0.

(b) P — Py =t(—6,11,14)

(z—1,y—2,2+1) =t-6,11,14) P(:v,y,/,-"'
r=1-—06t

y=2+11t teR /

2= —1+ 14t TR =(1,2,-1)

(¢) Substituindo um ponto geral da reta que é da forma (1 — 6t, 2+ 11¢, —1 + 14¢)
na equacao do plano x + 3y — 2z = 10 temos
(1 —-6t) +3(2+11t) —2(—1+ 14t) = 10
t=—1

Portanto o ponto de encontro serd (7, —9,—15).

2. Dada a curva (z,y,2) = (¢!, e™*, V/21).

Qual a equacao do plano normal a curva no ponto P, correspondente a t =07

Resolucdo: Em geral, plano normal a curva é o plano normal a tangente.

O ponto correspondente a t =0 é Py = (1,1,0).
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Seja 7#(t) = e'i + '] + v/2tk . Entao:

d7 L . ()
E(t):@ti—@_tj—|-\/§k //
d’F - - = 5
a(()):lz—lj—l—\/ﬁk‘:v Py
A equacao do plano normal sera do tipo —
1-(z—=1)+(-1)-(y—1)+v2(z—=0)=0
/
ou seja 7'(t)
z—1y+ V22=0.

3. Dada a superficie 2 = 22 4 2xy + y3, determinar a reta normal no ponto (1,2, 13).
Resolucao:

Definimos

F(x,y,2) = 2%+ 22y +9® — 2z - diferencidvel em R3

A superficie dada é uma superficie de nivel de F'.

VF(1,2,13) = (6,14, —1) é um vetor normal a superficie dada, no ponto (1,2, 13).

Equagao da reta normal

x=1+06A

y =2+ 14\

z=13—-A
Exercicios:

1. Determinar a equacao do plano tangente a superficie z = 2? + y? no ponto (1,2, 5).

Resp. 2xr +4y —2—5=0.
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. Determinar o plano tangente a z = /9 — 22 — y? no ponto (1,2,2).
Resp. z +2y +22—-9=0.

. Ache um vetor normal e o plano tangente ao gréfico de f(z,y) = zy+ye® em (x,y) =

(1,1).  Resp. Plano: (1+e).(z—1)4+(1+e)(y—1)—1(z2—(1+€)) =0

. Ache os pontos do paraboldide z = 22 + y?> — 1 nos quais a reta normal & superficie

1
coincide com a reta que liga a origem a estes pontos. Resp. 2z = —3 ou (0,0,—1)

. Dar a equacao do plano tangente a superficie regular S : 2% + 2y% + 322 = 36 no ponto

(1,2,3). Resp. =+ 4y + 9z = 36

. Ache a equagao do plano tangente & superficie z = ? + 5zy — 2y? no ponto (1,2, 3).

Resp. 12x — 3y — 2z =3

. Ache o plano tangente e a reta normal ao hiperboléide de uma folha 2% + y? — 22 = 4

no ponto (2, —3,3). Resp. Equacao do plano: 2x — 3y — 3z =4
(a) Encontre a equacao do plano tangente a superficie f(z,,y,2) = 22 +y* — 22 =0
no ponto (1,1,v/2). Resp. z+y—v22=0

(b) Mostre que a superficie e o plano tém uma reta comum.

Resp. Reta comum: (z,y,2) = (0,0,0) +£(1,1,v/2)

(c) Qual é o angulo entre esta reta e o vetor Vf(1,1,/2)? Resp. g

1.7.6 Derivada Direcional

Definigao 1.7.7. Consideremos z = f(x,y) definida em um aberto do R? e seja T = (vi, vy)

um vetor unitdrio (||U|| =1). A derivada direcional de f no ponto Py na dire¢io U € o

valor do limite:

hmf(Po—i—tU)_f(Po)

t—0 t

, quando este limite existir.

Notacao:

Dzf(Py) ou <g—£) (Py)
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D{;f(Po) = tg (0% :

x
Exemplos:
1. Dada a funcao f(z,y) = x* — zy + 5y, calcular D(g’ _%L)f(—l, 2).
Resolucao:
Verifica-se que (% , —g) H =1 'y
f(P0+tﬁ):...:13—§t+§t2 2

5 25 ]
f(~1,2) =13 \?7

[P +t0) — f(B) 36

\
lim = |
t—0 t 5 |
36 -1
Portanto, D(§ _z_;) f(=1,2) = ——
57 5 5

2. f(x,y,2) =2zy — 2* (um exemplo para 3 varidveis)
Calcular a derivada direcional em (2, —1, 1) na direcao v = (3,1,—1).

Observe que ||7]| = V11

im0~ L o51
U= 757 = —F/—= s Ly T
7] V11
5t2
f(Ph+tid)=...= =5+ —
11
f(Fy) = =5
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limf(P0+tu)—f(Po) i 2t
t—0 t t—0 11

0.

Exercicios:

1. Prove que D:f(a,b) = fi(a,b)
Dj‘f(a’ b) = fy(a7 b)

Vejamos a resolucao de D;f(a,b)

i=(1,0)
f[(avb) + t(17 )] — f(avb) — lim

t t—0

Difa) = i = fi(e.b)

fla+1t,0)— f(a,b)
t

2. Responda: se Dy f(Fy) =k entao D_5 f(FPy) =7 (Resp.: —k).

Teorema 1.7.8. Consideremos f: A C R* — R com A aberto e [ diferencidvel em Py € A.

Para todo U € R? com ||v]| = 1, eziste a Dy f(Fy) e ainda:
Dy f(Ry) = < Vf(FR),7>

Prova:
Sejam U = (v1,v2) e Py= (x,yo) fixos.

Consideremos a funcao F'(t) = f(zo+tv1, yo+tve) onde t é tal que (zo+tvy, yo+tve) € A.

F pode ser vista como composta de fungoes e como tal ela é diferenciavel no pontot = 0.

Usando a Regra da Cadeia obtemos:

F/(O) - fx(anyO)vl + fy(l'o,y[))vg =< Vf(P()) , U >
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mas

F/<O) = lim M — lim f(l’() + tvl » Yo + tUg) - f(l‘o, Z/o) .

t—0 t t—0 t v

Assim

Dg f(P) = <Vf(R), 7>

Observacao 1: Temos: Se f for diferencidvel em F, entao a derivada direcional D f(Fp)

é a projecao escalar do V f(Fp) na diregao ¢, quando f é.

Vf(R)

yﬂ

Dy f(Fo) V(P V] cos® =

= VAR cost

St

&V

Observacao 2: O teorema afirma que se f é diferenciavel em um ponto Fy, entao f tem
todas as derivadas direcionais em F,. E a reciproca, é verdadeira ?
Vejamos um exemplo em que f tem todas as derivadas direcionais em Fy, mas f nao é

diferencidvel em F .

z|y|
——— , (x,y) #(0,0)
flzy) =8 Va2 +y?
0 , (z,y) =(0,0)
Seja U = (v, v2) com ||U]| = 1.
. tvy |tv vy |v
Dﬁf(0,0):hm 1[tvo] _ v = vy |vg

=0 £ /PO+08)  \of + o

Em particular:

£:(0,0) = D;f(0,00=0 e f,(0,0) = D;f(0,0) = 0.
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Ainda se

Af = f(z,y) — f(0,0) =df(0,0)(z,y) +1- Va2 + 2 =0+n- /22 +?

entao

1= A0 com (59) = 0.0

Portanto, f mnao é diferencidvel em (0, 0).

De maneira analoga define-se derivada direcional para fungoes de 3 ou mais

variaveis. Resultados analogos aos anteriores permanecem validos.

Exercicios:
1. Supondo f diferenciavel, quando a derivada direcional é maxima e quando é minima?

Resolucao:

Admitamos Vf(P,) # 0

Dz f(Py) = |IVf(Py)|| cosb.

Logo, é maxima quando cosf =1 <=0 =0.

Portanto Dy f(Fp) é maxima quando ¥ tem o mesmo sentido de V f(Fp).
E minima quando cosf = -1 <=0 =r1.

Portanto Dy f(Fy) é minima quando ¥ tem sentido oposto ao de V f(F).

2. Supondo f diferenciavel, quando a derivada direcional é nula?

Resolucao:

Dy f(Py) = |V f(P)| cos =0
Vf(P) =0 ou 0089:0<:>0:g
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VI(Ry)

Ilustracao para o caso f : R? — R

Portanto se Vf(P) # 0 a derivada direcional é nula na direcio normal ao Vf(F),

logo, na dire¢ao de uma curva ou de uma superficie de nivel.

3. Seja w = f(x,y,2) = 2zy — 2.
Calcular a derivada direcional de w mno ponto Fy, = (2,—1,1), no sentido de

Uv=(2,2,1).
Resolucao:

Observemos que f ¢ diferencidvel em todo R3, uma vez que é uma polinomial, e que

|14]] = 3.

[+

= (
Vf(P)=—2+4j — 2k
Daf(F,) = <Vf(R), u>

wlN
wlN
W=
N—"

Facamos u = ,

=t

1002y

4. A temperatura num ponto (z,y) do plano é dada por T'(z,y) = -l
T Y

(a) Calcule a derivada direcional no ponto (2.1), no sentido que faz um angulo de 60°

com o semi-eixo positivo dos x .

Y /

I A

(b) Em que direcao, a partir de (2,1) é méxima a derivada direcional ?

(c) Qual o valor deste maximo ?
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Resolugao:

. L 1o V3o e o
(a) Consideremos i = 51 + - vetor unitario na direcao de interesse.

Observemos que 7' é diferenciavel em (2, 1), uma vez que as suas derivadas parciais

sao continuas neste ponto.

VT(2,1) = ... = =12/ +24j

T B

5221 =< VT(2,1), %> =—6+12V3
u

(b) E méxima no sentido do gradiente, isto é, do vetor —127 + 24 j

(¢) O méximo é o médulo do gradiente = 12v/5.

5. Achar a derivada direcional de F(z,y, 2) = z%yz> ao longo da curva

(7", 2sent+1,t— cost), no ponto Py, onde t = 0.

Resolucao:

No instante ¢ = 0 o ponto P, correspondente é Py = (1,1,—1) .
Temos que VF(x,y,2) = (2zyz®, 2223, 3x%y2?).
Assim VF(Py) = =27 —j + 3k

O vetor posicio da curva é dado por 7(t) = e 'i+ (2sen t 4+ 1)j + (t — cost)k

Logo, o vetor tangente a curva é:

dar o 5 -
d—; =e¢ i+ 2costj+ (1+sen t)k
Calculado no ponto correspondente a t = 0 temos —1 i+ 2]+ 1k.

1
Seja U = %(—1, 2,1) - vetor unitério na diregao de interesse.

Como F' ¢é diferenciavel em Fy, pelo Teorema 1.7.8 temos
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Exercicios 1.7.6:

1. Ache o valor absoluto da derivada direcional em (1,0,1) da fungao f(z,y, z) = 4x*y+y°*z

na diregao normal em (1,1,1) a superficie 2% + 2y + 2% = 4.

2. Se a temperatura em um ponto (x,y,2) de uma bola sélida de raio 3 centrada em
(0,0,0) é dada por T'(z,y, z) = yz + zx + xy ache a dire¢do, a partir de (1,1,2), na qual

a temperatura cresce mais rapidamente.

3. Sendo f diferencidvel em R?, qual o significado geométrico para o fato de V f(z,y) = 0
(a) em um ponto;

(b) em todos os pontos.

1 2
4. Se f(x,y) = 22 —1y?, calcule a derivada direcional de f na direcao (—, —) no ponto
[z, y) y f o | =0z o
(1,1).

5. Se f(x,y) = e"1Y, calcule a derivada direcional de f no ponto (1,1) na dire¢ao da curva

definida por g(t) = (¢*, %) em g¢(2) para t crescendo.

Yy
x2+y2'

6. A temperatura num ponto (z,y) do plano zy é dada por T' =

(a) Calcule a derivada direcional no ponto (1,2) no sentido que faz um angulo de 45°

com o semi-eixo positivo dos x .

(b) No sentido de P para Q onde P = (z,y) ¢ @ = (0,0), no ponto P.

. . 3 3 -
7. Suponha que vocé esteja sentado no ponto 331 de uma superficie que tem
por equacao z = —x — 2y . Qual é a direcao em que voceé deve comecar a escorregar

para atingir o plano xy o mais depressa possivel 7

8. Seja f(x,y) = 22 +y%. Observe que V£(0,0) = 0, o que deixa de indicar qual a direcao
em que temos o maximo crescimento de f(x,y) a partir de (0,0). Isto é razodvel 7 O

que acontece em uma vizinhanca de (0,0) 7

9. A intersegao do grafico da funcao diferenciavel z = f(z,y) com o plano x = 1 é uma
reta. O gréfico, a seguir, representa curvas de nivel de f.

Calcule:
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(i) f(1,0)

(i) f,(1,0)

(iii) Dgf(1,0) onde 7=2i+2J
)

(iv) Levando em conta diregao, sentido e médulo, desenhe o vetor gradiente de f no

ponto (1,0).
y A
4
3
2 (1) :
1

10. A intersecao do gréfico da fungao diferenciavel z = f(x,y) com o plano y = 1 é uma

reta.

O grafico a seguir representa curvas de nivel de f. Calcule:

(a) fu(1,1)

(b) fy(1,1)

(¢) Dgf(1,1) onde 7=2i—3J

(d) Levando em conta diregao, sentido e médulo, desenhe o vetor gradiente de f em

(1’1)' y 01 2 3 4

=
(=)
—
—
N
A
AN
.
“
- AN
\
\ \
. “'\\
.
\\
N

!

it
_?
N
|
.
o
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Y (z,y) #(0,0)

11. Seja f(z,y) =4 V& +y°

0 , (z,9) = (0,0)
Mostre que f,(0,0) = £,(0,0) = 0 mas que o gréfico de f néo tem plano tangente em
0,0).
W @) # (0.0
12. Considere f(z,y) =< 22 +y* = 77 7
0 , (z,y) =(0,0)

(a) Mostre que f tem derivada direcional, em qualquer dire¢ao, em (0, 0).

(b) Mostre que f nao ¢ diferencidvel em (0, 0).

1'3

poar BRI 0,0
13. Seja f(z,y) = { @+ (z,y) # (0,0)
0 ’ (Ipy) = (0,0)

(a) Mostre que f ndo é diferencidvel em (0,0).

(b) Considere 7 : (—1,1) — R? uma curva diferencidvel tal que v(0) = (0,0). Mostre
que fo~y:(—1,1) — R é diferenciavel em todos os pontos de (—1,1).

(¢) Compare com o resultado enunciado na Regra da Cadeia.

1.8 Teoremas: Valor Médio e Taylor

Teorema 1.8.1 (Teorema do Valor Médio). Seja z = f(x,y) diferencidvel em uma
vizinhanga A = B(Py,r) de Py = (x0,v0). Entao, se Ax e Ay sdo tais que (zo + Az, yo +
Ay) € A, temos que:

flxo+ Az, yo+ Ay) — f(xo,y0) = Az fo(xo+0Az, yo+0Ay) + Ay fy(xo+0Az, yo+0Ay),

onde 0 < <1.
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Observacdo: O teorema afirma que a diferenca (w0 + Az, yo + Ay)

entre os valores da fungao nos pontos
(zo & 0AzZ, yo + 0AyY)

(zo + Az, yo + Ay) e (wo,y0) ¢ igual a
(0, Yo)

diferencial em um ponto intermedidrio na

linha que une os dois pontos. Note ainda

que este teorema é uma generalizacao do Teorema do Valor Médio para fungoes de uma

varidvel.

Prova: Consideremos a funcao

F(t) = f(zo +tAz, yo +tAy) (é uma fungao de t, pois estamos considerando xg, 3o, A,
e Ay fixados).

(w0 + Az, yo + Ay) -R

/\ (w0 + tAz, yo + tAy)

F' é uma funcdo composta e como tal é diferencidvel em (0,1) e continua em [0, 1].

Pelo Teorema do Valor Médio, para uma variavel, temos:
F(1)— F(0)=F'(#)(1—0), onde 0<6f<1.
Pela Regra da Cadeia:
F(1) = F(0) = fo(wo + 0Ax, yo + 0Ay) Az + fy(xo + Az, yo + 0Ay)Ay
Logo:

flxo+ Az, yo + Ay) — f(20,%0) = folwo +0Az, yo+ 0AYy)Az +

+ fy(xo + QAZE) Yo + 9Ay)Ay )
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onde 0 <0 <1.

Exemplos:

(1) Toda funcao f(x,y) cujas derivadas parciais f, e f, existam e tenham o valor 0 em

qualquer ponto de uma regiao R, ¢ uma constante em R.

Regiao: conjunto aberto com a propriedade que dois pontos quaisquer podem ser ligados

por uma poligonal contida no conjunto.

Regiao

Nao é Regiao

Sejam (Z,7) e (2',y') € R tais que exista um segmento contido em R ligando-os.

Pelo Teorema do Valor Médio:

()
f@y) - f@y) =0 f=@y) = fay)
(z,7)
Fixemos agora (xg,yo) € R. Seja (z,y) € R, arbitrério.
A situacao é do tipo:
.'..\«—\..\__‘\%\'
" (@n, Yn) (z,y)

(%0, Yo) (z1,91)
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onde cada segmento esta contido em R. Assim,
f(anyO) = f(9€1>y1) == f<$nayn) = f(xay)

g V(LC,y> €R f(x,y) Ef(l’o,yo)-

Desafio: Mostre que se tirarmos a hipotese de R ser uma regiao a conclusao nao é mais
verdadeira. Dé um exemplo para quando trabalhamos com uma variavel e outro para duas

varigveis.

(2) Demonstre que

Tty T+y—2
n =
2 2+0(z+y—2)
onde 0<fO<1, z,y>0
Resolucio:
. r+vy
Sqaﬂ%y%:h(—g—); z,y >0
1
(T, y) = f,(x,y) = ——.
fa(z,y) = fylz,y) P

fz € f, sdo continuas para x,y > 0, e assim, f ¢é diferencidvel em V(z,y); z,y > 0.

f(1,1)=0
Ar=z—-1 Ay=y-—1

flx,y) — f(1,1) = f.(14+60Ax, 14+0Ay)Ax+ f,(1+0Ax, 1+ 0Ay)Ay =

r—1 n y—1 B
OAx + 0Ny +2  OAx +0Ay+2

rTH+y—2
= , 0<d<1.
24+60(x+y—2)

Cuidado: Note que € nao é fixo. Depende de = e de y .
—0—0—0—0—0—0—0—0 —

Seja f: I C R — R de classe C™ sobre [ e seja xg € I. Entre todas as polinomiais de

grau n existe exatamente uma que iguala f em x( através da n-ésima derivada, isto &,
(x) PP (zo) = f¥)(z0) k=0,1,...,n.
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Esta polinomial serd chamada polinomial de Taylor em x, de grau n, e denotaremos
por P, 4, .
Quando n = 1, a polinomial de Taylor em xq de grau 1, ¢ justamente a reta tangente ao

grafico de f em (g, f(20))-

P4 (2) = f(w0) + f'(0) (7 — 20)

Quando n = 2, P, ., é uma parabola que tem a mesma tangente de f em (x¢, f(x¢)) € a
mesma curvatura de f em (zo, f(zo)).
Escrevendo P, ,,(z) = A+ B(x — xo) + C(x — x0)? e impondo as condigdes (x) , temos:

f//(x0>
2

Pago(x) = flwo) + f'(w0) (2 — 20) + (z — x0)* .

Em geral,

N f(n) (z0)

Praa() = (o) + (@)@ = 20) + ..+ =

(x —x0)" .

Se desejarmos estudar como esta polinomial aproxima f nos pontos do intervalo I, pre-

cisamos estudar o resto
Rn(x) = f(CL’) - Pn,xo(x) .

O Teorema a seguir, conhecido como Teorema de Taylor expressa, este resto em termos

de f.

Teorema de Taylor (para uma varidvel)
Seja f de classe C™ em uma vizinhanga de xo. Entdo, para algum T entre x e xg,
temos:

f(")(Io)

n!

f(@) = f(wo) + f'(zo)(x — o) + ... + (z —x0)" +

Observacdo 1: Se temos uma limitacdo em f™+Y(7), podemos calcular o possivel erro come-

tido, com a aproximacao de f pela polinomial de Taylor P, ., (z).

Observacdo 2: Quando n = 0, temos:

f(x) = f(xo) + f'(7)(x — x0), que é 0 Teorema do Valor Médio.
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Exemplo:

Encontrar uma polinomial que aproxima e® sobre o intervalo [—1, 1], com erro menor que

0, 005.

xT

Resolugio: Seja xg =0e f(z) =¢€".

) (0
Poo(z) = f(0) + f((0)z + ...+ f n'( ) z"
x? "
P,o(x) = 1+x+§+...+m
Ainda:
x o o f(n+1)(7-) n+l _ 7 'Tn—H
¢ = Puole) = Ful) = g T = g

Para z e 7 € [—1, 1], temos:

e
R, <
[Fnf@)] < (n+1)!
Queremos que |R,(z)| < 0,005.
Escolhemos entao n, tal que:
e
——— <0,005
(n+1)! =7

ou seja, e = 2,718 ... < (0,005)(n + 1)!
Observemos que n = 5 satisfaz esta desigualdade.

Logo, a polinomial

2 1'3 .CC4 £C5

i
P =1 ST
5.0(2) + x4+ 5 + G +24+120

tem a propriedade desejada.

O Teorema de Taylor se generaliza para funcoes de mais de uma variavel, da seguinte

maneira:

Teorema 1.8.2. Seja 2 = f(x,y), de classe C™' numa vizinhanca A = B(Py,r) do ponto

PO = (xo, yo) Entdo,
f(zo+ Az, yo + Ay) — f(20,90) = [Az fo(Fo) + Ay fy(Fo)] +

+ % [Ax fo(Po) + Ay fy(Po)] + ... + % [Az fo(Po) + Ay f,(R)]" +

1

* (n+1)!

[Az fo(zo + 0T, yo + 0AY) + Ay f,(z0 + 0Az , yo + 0AY)]"H
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com0<6<1, (zg+ Ax, yo+ Ay) € A e onde estamos convencionando o sequinte:

fy'fx:fyx
fy -ty = Tuy

A prova deste teorema pode ser feita andloga a do Teorema do Valor Médio, isto é,

definindo
F(t) = f(zo + tAx, yo + tAy), te€][0,1]

e aplicando o Teorema de Taylor (para fungoes de uma varidvel) a F'.

Exercicios:
1. Desenvolver f(z,y) = 2%y + 3y — 2 segundo poténcias de (z — 1) e (y + 2).

Resolugdo:

Apliquemos a férmula de Taylor com Py = (1, —2)

Ar=x—-1 Ay=y+2
( f 0
f:m:y:2
Je = 2zy
z:c:2
fxy:2x fy
L fayy =0
rx:2
fyz =22 Ju
fy=$2+3 Jyay =0
fyy:o

Assim: f(1,-2) = —10, f.(1,-2) =4, f,(1,-2)=4,....

Logo,

flr,y)=—=10—4(x —1) +4(y+2) -2z —1)? +2x - Dy +2) + (z — D3 (y + 2)
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2. Escreva f(z,y) = 2%y + 2® + y* como uma polinomial em (x — 1) e (y + 1).

Resposta: f(z,y) = -1+ (x—1)+4y+1)+2(x—-1)2+2x—-1)(y+1) -3y + 12+ (z - 1)3 +

(z=1P2W+1)+w+1)?

3. Seja f(x,y) = \/1+ 22+ y?. Calcular o desenvolvimento de Taylor em (0,0) até os

termos de segunda ordem.

Resolucdo: Temos

folz,y) = - Y

T ¢ [y(1y) = —m———.
V1t a? 42 i) V1+a? 42

Assim:  f,(0,0) = £,(0,0) =0
Ainda temos: f.-(0,0) = f,,(0,0)=1 e f,,(0,0)=0

Logo:

1
Ps00)(z,y) =1+ 5(1’2 +47)

4. Encontre uma aproximacao quadratica de f(x,y) = xseny perto da origem. Qual a
precisao da aproximacao se |x| < 0,1 e |y| <0,17
Resoluc¢ao:

Sabemos que

fx,y) = £(0,0)+(zfutyfy )+ % (2 fow 422y foy + Y foy )+ é (2° frze +32%Y fray +

3553/2f:vyy + ygfyyy )(ca:, cy)

Neste caso:
12(0,0) = seny|,0) =0 f4(0,0) = zcosy|p =0
f22(0,0) = 0[(0,0) =0 J2y(0,0) = cosyl,0) =1
J2y(0,0) = —xseny|po =0

Logo:

1
xseny ~04+0+0+ §(x2.0 + 2zy.1 + y2.0)
rseny ~ xy

O erro cometido na aproximacao é:

1
Ry(x, y) = G ( 3.0 + 32%y.0 + 3xy2fxyy + ygfyyy)kcx, )
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As derivadas fuy,(x,y) = —seny e fu,(x,y) = —xcosy ndo ultrapassam 1 em valor

absoluto. Ainda, |z| < 0,1 e |y| <0,1 e assim,

1 4
Ro(z,y) < g( 3.(0,1)* +(0,1)* ) = 6.(0, 1)* <0,00067

Exercicios:

1. Calcular o desenvolvimento de Taylor até os termos de terceira ordem de f(x,y) = €™,

no ponto Fy = (1, —1).

2. Considere f(z,y) = ax® + bxy + cy* + dr + ey + f onde a,b,c,d, e, f sao constantes.
Escreva o desenvolvimento de Taylor de f no ponto (0,0), até os termos do segundo
grau. O resultado a que vocé chegou é mais geral. Toda polinomial de grau n coincide

com o seu desenvolvimento de Taylor de ordem n .

2
3. Desenvolver f(z,y) = y_3 segundo poténcias de (z — 1) e (y + 1), até os termos do
T

segundo grau, inclusive.

4. Encontre uma aproximagao quadrética de f(x,y) = cosrcosy na origem. Estime o

erro na aproximagao se |z| < 0,1 e |y| <0, 1.

1.9 Maximos e Minimos

Definicao 1.9.1. f: ACR"” - R, A-aberto.

a) Py € A é um ponto de maximo local de f se existir uma vizinhanga V' de Py tal que

f(P) < f(R),YPeVNA (analogamente ponto de minimo local ).

b) Py é ponto de maximo absoluto de f se para todo p € A, f(P) < f(Py) (analogamente
ponto de minimo absoluto ).
c) Py é ponto critico (ou estaciondrio) de f se f,,(FPo) =0, i=1,...,n.

Teorema 1.9.2. Seja f: ACR"” - R, onde A € aberto e f é diferencidvel em Py € A.
Se Py é um ponto de mdazimo (ou de minimo) local de f, entao Py € ponto critico de f,

ou seja, as equacgoes abairo estao satisfeitas:
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Z A
f331 (P(J) =0
2 (Fy) =0
L fxn(PO) =0
x
[lustragao para n = 2
Prova: By = (29,29,...,29)

Seja Py um ponto de méximo (ou de minimo) local de f.

Consideremos f(z1,29,...,2%) - fungdo de uma varidvel. (z9,z9,...,2%) é ponto de
méximo (ou de minimo) local desta funcao de uma varidvel. Logo, f,, (z9,...,2%) = 0.
Analogamente para xs, ..., T, . u

Observagao: As equagoes (I) ndo sao suficientes, isto é, podemos ter um ponto estacionério
que nao seja ponto de maximo ou de minimo.
: . T2 _
Considere f: R* = R, f(x,y) = zy.

(0,0) é ponto estaciondrio de f mas nao é ponto de maximo ou de minimo de f.

Quais seriam entao as condicoes suficientes para garantir a natureza de um ponto esta-
cionario de uma funcao?

O Teorema a seguir da a resposta para o caso de duas variaveis.

Teorema 1.9.3. Seja f : A C R2 — R, f de classe C?. Suponhamos que no ponto

Py = (z0,y0) tenhamos:

fo(PRo) = f,(Fo) =0
H(PO) = f:cw(PO)fyy(PO) - [fwy(Po)]Q >0
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Entao Py € ponto extremo e

i) Se foe(Py) <0, entdao Py € ponto de mdzimo local.

ii) Se fu:(Py) >0, entao Py € ponto de minimo local.

Se H(Py) = fuu(Po) fyy(Po) — [fgcy(Po)]2 < 0, entdo o ponto estaciondrio nao serd nem
ponto de méximo e nem de minimo [neste caso Py é chamado ponto de sela].

Se H(P,) = 0, nada se pode afirmar.

Prova: Para H(Fy) >0 e f..(P) <0.
Como f é de classe C? | temos garantida a existéncia de uma vizinhanca V' de P, tal que
fex(P) <0 e H(P)>0, VPeV.

Pelo Teorema de Taylor temos:

flxo+ Az, yo + Ay) — f(zo,9%0) = (Az)? foa(zo + 0 Az, yo + 0 Ay) +

DN | —

+ 202 Ay foy (0 + 0 A, yo + 0 Ay) +
+ (AY)? fyy(zo + 0 Az, yo + 0 Ay)} :

onde 0 <6 <1.

Completando o quadrado e condensando a notagao, vem:

1 f:cy ? fmc fyy - J?y 2
f(zo+ Az, yo + Ay) — f(x0,90) = §fxx ACIH—f—AZ/ +|\——F— | (Ay)
—— L jm ‘I,x _
<0 >0 >0
Assim,
f(zo+ Az, yo + Ay) — f(20,9%0) <0
Portanto, Py = (xo, o) é ponto de méximo local. [ |

Observe que o mesmo tipo de prova serve para H(Fy) >0 e f..(F) > 0 e neste caso

Py sera ponto de minimo local.

Observacdo:

H(P) = fm(P) ) fyy(P) - (fxy(p))2 =
Joa(P)  fauy(P)
fya(P) [y (P)
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¢ chamado hessiano de f em P.

Obs.: O Teorema anterior se generaliza para 3 ou mais varidveis, com as devidas adaptagdes.

O leitor interessado pode consultar textos mais avancados.

Exercicios resolvidos

1. Encontrar os pontos de maximo e minimo locais das funcgoes:

a) z=f(z,y) = (v - 1)* + 2°
Resolucao :
Notemos que f ¢é de classe C?
fola,y) = 2(x — 1)
fylw,y) =4y

Logo, o tinico ponto estacionario é (1,0)

fon(1,0)  fuy(1,0) 2 0
H(1,0) = = — 8>0

fre(1,0) [y (1,0) 0 4

Ainda: f,,(1,0) =2 > 0.
Logo, (1, 0) é ponto de minimo local.
Obs.: Neste caso particular, podemos observar que o grafico de f tem o aspecto a

seguir .

b) z=flx,y) = (z —1)* = 2°

Analogamente, o inico ponto estacionario ¢é (1, 0).
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H(1,0) = -8 <0.
Portanto, (1,0) é ponto de sela e assim, nao existem pontos extremos.

Qual seria o grafico de f7 Procure desenhé-lo.

2. Classificar os pontos criticos da funcio f(x,y) = 3zy* + 23 — 3.
Resolucao :
Notemos que f é de classe C?.
felz,y) =32+ 322 -3 =022 +9*> =1
fy(x,y) =6rzy=0<2=00uy=0
Assim os pontos criticos sdo: (0,1), (0,—1), (1,0) e (—1,0).

Observemos que
6x 6y

H(z,y) = = 362° — 36y°
6y 6x

(i) Anélise para o ponto (0,1):
H(0,1) =36 < 0
Logo (0,1) é ponto de sela.

(ii) Anélise para o ponto (0, —1):
H0,-1)=-36 < 0
Logo (0,—1) é ponto de sela.

(iii) Anélise para o ponto (1,0):
H(L,0) =36 > 0 e fu(l,0)=6>0
Logo (1,0) é ponto de minimo local de f.

(iv) Anélise para o ponto (—1,0):
H(-1,00=36>0 e fu(—1,0)=—6<0

Logo (—1,0) é ponto de méaximo local de f.

Notemos ainda que: f(1,0) = =2, f(—=1,0) = 2 e f(0,1) = f(0,—1) = 0. Tente
visualizar como seria o grafico de f. Vocé poderia usar um programa computacional

para tracar o grafico.
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3. Seja f(z,y) = 223 + 2y> — 6z — 6y. Analisar os pontos de maximos e minimos locais

de f no conjunto aberto A = {(x,y) € R?, |z|+ |y| < 3}

Resoluc3o: Y

Inicialmente observamos que o conjunto A

tem o aspecto dado ao lado.

Notemos que f é de classe C*
folz,y) =622 —6=0

fy(z,y) =6y —6=0
Assim os pontos criticos sdo: (1,1), (1,—1), (=1,1) e (=1, —1).

Observemos que

H(x,y) = = 144xy

(i) Analise para o ponto (1,1):

H1,1)=144>0 e fou(l,1) =12 >0
Logo (1,1) é ponto de minimo local de f.

(ii) Anélise para o ponto (—1,—1):
H(-1,-1)=144>0 e foul-1,—-1)=-12<0
Logo (—1,—1) é ponto de maximo local de f

(iii) Analise para os pontos (1,—1) e (—1,1):
H(1,-1)=H(-1,1) = =144 < 0. Logo (1,—1) e (—1,1) sao pontos de sela de f.
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4. Determinar os pontos criticos de f(x,y) = 2522 + 4y* — 20xy e classifici-los.

Resoluc3o:

Notemos que f é de classe C?

fe(z,y) = 502 — 20y = 0 5z — 2y =0
fy(z,y) =8y —20x =0 S5x —2y =10

5
Logo, os pontos criticos sao os pontos da reta y = 3 T

fee(z,y) =50 0 a0
fay(2,y) = =20 H(P) = — 0
fo(z,y) =8 —20 8

Nada podemos afirmar, em geral.

Notemos, neste caso particular, que f(z,y) = (2y — 5z)> > 0. Como nos pontos
criticos 2y — 5x = 0, temos que f(z,y) = 0. Segue assim, que estes pontos sdo pontos

de minimo absoluto de f(z,y).




// //

Até aqui estudamos o aspecto local. Vamos agora passar a estudar o aspecto global.

Antes de prosseguirmos vamos relembrar um resultado.

Teorema de Weiertrass: Seja f: K C R" — R |, continua, com K fechado e limitado.
Entao existem P, e P, em K tais que f(P)) < f(P) < f(P,), para qualquer P em K ( ou
seja: f tem valor maximo e valor minimo em K)

Observacdo.: Este é o Teorema 1.6.4, visto anteriormente. Lembremos, ainda, que um con-

junto K C R", fechado e limitado é chamado de compacto.

Assim se estivermos interessados em descobrir os pontos de maximo e minimo absolutos
de f: K C R" — R, f diferenciavel e K compacto devemos procuré-los entre:
(i) Pontos fronteira de K.

(ii) Pontos interiores criticos de f.

Voltemos entao aos exercicios

1. Consideremos uma chapa com a forma D = {(x,y) € R? | 2? + y* < 1} e suponhamos
que a temperatura em D seja dada por T'(z,y) = 2% + 2y*> — z. Determinar o ponto

mais quente e o mais frio de D.

Resolucao:
Como T' é diferenciavel e o conjunto D é compacto, pelo Teorema de Weiertrass sabemos

que existem P, e P, em D tais que
T(P) <T(P)<T(F), para todo Pem D.

Assim, P; e P, sao os pontos de minimo e maximo absolutos.
Como sabemos, eles podem ocorrer somente em:

(i) Pontos interiores criticos de 7.

(ii) Pontos da fronteira.

Vamos procura-los.
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(i) No interior de D : {(z,y) / 2* +y* < 1}

Pontos criticos:

T.(x,y) =20—-1=0

Ty(x,y) =4y =0

Assim, o tnico ponto critico é o ponto (% , O) eT (% , O) = —i.
(ii) Na fronteira de D: {(x,y) / 2* +y* =1}

Temos que 22 + y? = 1 e assim y?> = 1 — 22

T(x,y)=2*+2y* —z=2>+2(1-2°) —x=—2> -2+ 2= F(x),

onde —1<zx<1.

Chegamos assim ao problema de determinar os pontos de maximo e minimo absolutos
de F(z) = —2* — 2z +2em [-1,1].

Determinemos os pontos criticos em (—1,1):

Flla)=-20-1=0 < z=-1/2

F(—=1/2) =9/4. Ainda, nos pontos extremos, temos: F(—1)=2 e F(1)=0
Assim:

Ponto de maximo absoluto de F' em [—1,1]: =z =—1/2¢ F(—1/2) =9/4 =2,25.

Ponto de minimo absoluto de F' em [—1,1]: z=1e F(1) =0.

Voltando ao nosso problema inicial em estudo temos:

1 V3

T g y 2

r=1 = y=0

T(—%, i?) —9/4=2,25

T(1,0)=0

Podemos sintetizar as informagoes na tabela a seguir:
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Pontos Localizacao | Imagem do Ponto
(1/2,0) Interior de D -1/4
(1,0) Fronteira de D 0
(—1/2, £ \/75) Fronteira de D 9/4

<

Conclus3o:

O ponto mais frio da chapa D é o ponto

(—1/2,/3/2)

1 1
(5 , 0) e sua temperatura é — 1= 0,25.

Ky

(1/2,0)

Os pontos mais quentes da chapa sao

1 3
(— =, :|:£> e a temperatura

2 2 (—1/2,4/3/2)

correspondente é 1= 2,25.

. Quais s@0 0 maximo e o minimo de y/x?+y? no retangulo fechado —1 < z < 2,
—2<y<37?
Resolucao:

Pelo Teorema de Weiertrass o maximo e o minimo existem, uma vez que a funcao

f(z,y) = /2% + y? é continua e o conjunto é compacto.

Podemos resolver este exercicio diretamente, observando que a funcao f(z,y) = \/:1627—|—y2
fornece a distancia de (z,y) a origem e o ponto mais afastado da origem é o vértice
(2,3). Portanto o maximo de /22 + 2 é seu valor /4 + 9 = v/13 em (2,3). O mfnimo
¢ 0 e ocorre no ponto (0,0).

X

. Caso existam, determinar o maximo e o minimo de f(z,y) = ———
x2 + yQ + 4

e 0s pontos
onde eles ocorrem.
Resolucao:
Inicialmente, encontremos os pontos criticos de f:
P+’ +4 -2z y?—a? +4

f ([L’ y) (x2+y2+4)2 ($2+y2+4>2

—2yx

fo(@,y) = RS EY e
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v -2 +4=0
2yr =0 = z=00uy=0

(i) z=0 = y*+4=0- nao tem solugao.

(i)y=0 = —2*4+4=0 = == 2.

Logo os pontos criticos sao: (2,0) e (—2,0).

f estd sendo considerada no plano xy inteiro, o qual é um conjunto aberto. Assim
um maximo ou um minimo absoluto deve ser um méaximo ou minimo local e portanto
ocorre em um dos pontos criticos. Notemos que f(2,0)=1/4 e f(-2,0)=—-1/4
Portanto, se f tem um méximo ele deve ser o valor 1/4 em (2,0) e, se tem um minimo,
ele deve ser —1/4 em (—2,0).

Estamos impossibilitados de usar o Teorema de Weierstrass, uma vez que o plano xy
nao é limitado.

Vamos utilizar um raciocinio alternativo.

) | fay) | = —EL o vEEyAd 1

?+y?+4 2 +y? +4 Va2 +y?+4

Logo | f(z,y) | é pequeno quando z* + y* é grande.

1
Em particular (*) mostra que | f(z,y) | < g bara 2 +y* > 60.

-1 1
Assim: = < flx,y) < g para 22 + y* > 60.
Voltemos agora a nossa atengao para o
conjunto {(z,y) / z* + y* < 60}.

Apliquemos o Teorema de Weierstrass

a funcao continua f no disco fechado e

limitado 2% + y* < 60.

Na fronteira temos que 22 + y? = 60 e

co| —

—1
assim? < flz,y) <
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Logo o méaximo ¢ 1/4 e o minimo é —1/4, alcangados nos pontos (2,0) e (—2,0),

respectivamente.

Finalmente (*) também mostra que 1/4 ¢ —1/4 sd@o o maximo e o minimo para todo

(x,y), uma vez que f(x,y) também estd entre estes valores para (x,y) fora do disco.

Observagdo: Notemos que [ ||(z,y)]] — oo | = [ (f(x,y)) — 0]

. Caso exista, determinar o minimo de f(z,y) = 2%(1—y)>+%? e o ponto onde ele ocorre.
Resolucao:

Notemos que f(z,y) ¢ de classe C?.

fo(z,y) = (1—y)’22=0

fy(z,y) = =32%(1 — y)? 4+ 2y = 0.

A tinica solugao é x =0 e y = 0. Assim o unico ponto critico é o ponto (0,0).
Vamos determinar a natureza local do ponto (0, 0).

foa(@,y) =2(1 —y)°

fou(@,y) = 6(1 — y).2? 4+ 2

fay(2,y) = =3(1 —y)* 2z

Assim: f,,(0,0) =2, f,,(0,0) =2 e f,,(0,0) =0

2 0
Logo H(0,0) = =4>0 e f,(0,0)=2>0
0 2

e portanto (0,0) é ponto de minimo local de f.

Observemos aqui que nada podemos afirmar sobre a situagao global do ponto (0,0).
Nem mesmo podemos garantir que a funcao f tem minimo global, uma vez que o Teo-
rema de Weierstrass nao pode ser aplicado.

De fato, notemos que f(0,0) = 0 e f(1,4) = (=3)3+4? = —11 < 0 e assim (0,0)
n3o é ponto de minimo global de f. Mais ainda, f(1,y) = (1 — y)3 + y? é tal que

[f(1,y) — —o0] quando [y — oc], e assim ndo existe ponto de minimo global.

Observacio: Este exercicio mostrou que podemos ter f : B C R?> — R com sé um ponto

critico, minimo local, que ndo é minimo absoluto de f.
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5. Uma caixa retangular, sem tampa, deve ter 32cm?3. Quais devem ser suas dimensoes
para que a superficie total seja minima?

Resolucao:

2
Volume = zyz =32 = 223—

Ty
Superficie = S =2xz+2yz+xy; © >0, y >0 / /’ :
Y

Substituindo z obtemos: T

64 64
S(x,y)=—+—+4zy; >0, y >0
Yy X

Como a regiao é aberta o minimo deve ocorrer num ponto critico de S. Passemos entao

a determind-los:

28 64
%(f’%y):y—;:o = 2y =064

oS 64 ,

Dividindo membro a membro

%y

<
8

Portanto, 2 =64 —= z=4=y

- 32
Assim, o tnico ponto critico é (4,4). Usando a equagdo z = — encontramos z = 2

ry
Aqui temos duas opcoes:

(i) Partimos do principio que o problema tem solugao.

(ii) Nao partimos do principio que o problema tem solugao.

Na opgao (i), como esperamos que o problema tenha solugao e encontramos somente
um ponto critico (um candidato), podemos admitir que ele fornece a solugao.

Na op¢ao (ii), uma demonstragao formal de que S(z,y) tem de fato um minimo absoluto
em (4,4) pode ser feita com o argumento a seguir: Conforme (z,y) aproxima-se do
infinito ou do bordo do quadrante (semi eixos) f(x,y) cresce, assim o minimo de S é
obtido no ponto critico. Alternativamente, poderiamos fazer uso do tipo de argumento

usado anteriormente no exercicio 3.
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O que tem que ficar claro é que argumento que (4,4) é ponto de minimo local nao serve

para concluir que é minimo global (absoluto), como bem mostra o exercicio 4 anterior.

. Uma industria pode produzir dois produtos, A e B, usando trés tipos de material, I,

IT e ITI. O modo como a industria opera é descrito pela tabela abaixo.

PRODUTOS
A B
I 1 4
MATERIAIS | II 1 3
I1I 0 1

Sabe-se ainda que para cada unidade produzida de A o lucro é 5 e para cada unidade
produzida de B o lucro é 20. No estoque existem 80 unidades do material I, 60 unidades
do material IT e 15 unidades do material III. O material nao usado nao tem valor algum
e o custo da producao é proporcional a quantidade produzida. Determinar o esquema
de producgao que torne o lucro méaximo, nestas condigoes.

Resolucao:

x - quantidade de A produzida.

y - quantidade de B produzida.

Lucro: L(z,y) = 5z + 20y

Problema: méaximo de L(x,y) respeitadas as condigbes de estoque.

Estas condigoes sao:

z-1+y-4 < 80,

onde estamos levando em consideracao o material I utilizado por unidade de A, de B e

o seu estoque. Analogamente:
z-14+y-3 < 60

z-04+y-1 < 15
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Isto significa que L(x,y) estd definida no conjunto D, determinado por:

80
60
Y 15

r>0 , y=>0

T+ 4y

IA

T+ 3y

IA

IN

80 z

Como L é continua e D é compacto, L atinge seus extremos em D. Ainda, como
L,(z,y) =5 e Ly(x,y) = 20, ndo temos pontos criticos. Assim os extremos ocorrem
necessariamente na fronteira de D. Vamos determina-los. A fronteira de D é constituida

de 4 segmentos. Passemos a analisar cada um deles.
(i) x=0 = L(0,y) =20y, 0<y<15
Méximo para y = 15 e L(0,15) = 300
(i) y=0 = L(z,0) =5z, 0<z<60
Méximo para x = 60 e L(60,0) = 300
(i) y =15 = L(z,15)=300+5z, 0<z<15
Maéaximo para x = 15 e L(15,15) = 375
(iv) x =60 — 3y — L(60 -3y, y) =300+5y, 0<y<15
Méximo para y = 15 e L(15,15) = 375.

Conclusdo: O méaximo se dd no ponto (15,15).
Assim o melhor esquema de produgao seria: 15 unidades de A e 15 unidades de B e o

lucro seria de 375
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Um segundo modo de resolver o problema seria:
Curvas de nivel de L: 5z + 20y = k
VL(z,y) = (5,20)

Observamos que o valor de L(z,y) aumenta quando “deslocamos” as curvas de nivel no

sentido VL.

Portanto, o méximo serd alcangado em (15, 15).

VL(z,y)

. Calcular a menor distancia do ponto (1,0) a um ponto da parébola y* = 4x.

Resolucao:

A distancia de um ponto (x,y) ao ponto (1,0)

é dada por ! Ty =4
d(z,y) = (x—1)2+142. /

d(x,y) tem um valor minimo onde -(1’ 0) -

f(z,y) = (x — 1)* + %2 tem um valor minimo.

Vamos entao calcular o ponto de minimo de \\\

f(z,y) = (x — 1)? + y?, sujeito a condigao de y* = 4x.

Logo:
Tx)=(x—12+4x, x>0
T'z)=2(x—-1)+4=22+2=0 < x=-1
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Observemos o gréfico de T m
No conjunto x > 0, o minimo ocorre

na fronteira (z = 0). %

Resposta: . -

A menor distancia é 1 e ela ocorre no ponto (0,0).

1.10 Maximos e Minimos Condicionados

Um exemplo inicial:

(a) Consideremos z = f(z,y) = 2> + y* + 1
e o problema de encontrar o minimo de f.

Notemos que f(z,y) =2 +y>+1>1e

£(0,0) =1 e assim o ponto de minimo absoluto

de f ¢ (0,0) e o valor minimo ¢é 1. Yy
T
(b) Consideremos agora z = f(z,y) = #? + y> + 1 e o problema de encontrar o minimo

de f condicionado ao conjunto {(z,y) / = +y = 8}

Nas duas ilustragoes a seguir fica claro qual é o ponto procurado.

LY [ A
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Observacdo 1: Poderiamos ter resolvido analiticamente, fazendo a substituicao y =8 —
em f(z,y) =2 +y?+ 1.

Observacdo 2: Nem sempre da para fazer isso.

Passemos entao ao problema geral.

Problema: Consideremos a fungao z = f(x,y) definida em D C R?. Queremos achar os
pontos de maximo e minimo de f nao em D, mas entre os pontos de D que satisfazem a
condigao ¥(x,y) =0

Y4

N\
X

S

bl y) = 0

Suponhamos f € C', Py e D, ¥(P)) =0 e que f(P) < f(P,) para todo P na curva de
nivel ¢(P) = 0.

Analisemos a situacao das curvas de nivel ¢)(z,y) =0e f(z,y) = K, K € R.

LVf(PO) N Vw(Po)

Vi (Fo)

Se P percorre a curva de nivel ¢(x,y) = 0 no sentido indicado na Figura (1), entao f(P)
cresce até o ponto P atingir Py e depois f(P) comega a decrescer.
Ja a situagao da Figura (2) nao é possivel, pois depois de P passar por P existem pontos

tais que f(P) > [(Py).
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Na figura (1) temos que V f () = AV¢(Fp).
Notemos ainda na Figura (3) a seguir uma situacao em que Vf(Fy) = AV¢(F) e no

entanto Py nao é ponto de maximo ou de minimo de f condicionado a curva ¢ (z,y) = 0.

AV f(FR)

S e )

%O\fﬂs

/’\fEKQ
Je=0 f=Ki

(3)

Formalizemos a discussao anterior:

Teorema 1.10.1. Suponhamos que f e ¢ sejam de classe C' em uma vizinhanca de P,
que Y(Fy) = 0 e que f(P) < f(Fy) para todo ponto P na curva de nivel p(P) = 0. Se
Vi(Py) # 0 entdo Vf(PRy) € um maltiplo de Vi(Py), isto é:

Vf(F) = AVy(F)
(o nimero A é chamado Multiplicador de Lagrange )

Prova:

Pode-se mostrar que, sob as condigdes dadas , podemos representar a curva )(P) = 0
proxima de Py = (xg, yo) na forma paramétrica (t) = (x(t),y(t)) para t em um intervalo I,
7' (t) # (0,0), v de classe C" e y(to) = (z(to), y(to)) = (z0,40) = Py. [ a existéncia de uma
tal parametrizagao é garantida pelo Teorema das Fungoes Implicitas (veremos adiante)]

Por hipétese, a fun¢ao composta F'(t) = f(z(t),y(t)) tem um méximo em ¢ = ty. Assim:

0= F'(to) = fa(20,90)- «'(to) + fy(w0,%0). ¥'(t0) =< Vf(wo,%0), v (te) >
Por outro lado, do fato de 1((t)) = 0, t € I, resulta que < V ¢(~v(to), v '(to) >= 0.
As equagoes anteriores implicam que os vetores V f(Py) e Vi)(Fy) sao perpendiculares ao

vetor nao nulo v '(ty). Assim, tais vetores s@o paralelos, ou seja, existe A € R tal que
V[(Fo) = AVY(F)
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V()

V(P
4 ) ¥'(to)

Y(z,y) =0

X

[lustragao da conclusao do Teorema
Exercicios resolvidos:

1. Determinar os valores extremos da fun¢ao f(z,y) = xy no circulo de raio unitério e
centro na origem.
Resolugao:

D={(z,y) [ 2* +y* <1}
folm,y)=y e folzy) ==

Portanto, o inico ponto estacionério no interior de D é o ponto (0,0), que ji sabemos

ser ponto de sela.

Ainda: f é continua em D (que é compacto) e assim, assume seus extremos (nao no

interior e portanto na fronteira).

Consideremos

fla,y) = zy

(z,y) =2’ +y* -1
Temos:

Vip(z,y) = (22, 2y)
Vi(z,y) = (y,2)
Observemos que Vi)(zx,y) # 0, V (z,y) satisfazendo 2% + y* = 1.

Se Vf(z,y) = A\V¢(x,y), entao
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Yy =2\x

xr=2\y

ou seja:
22—y =0
xr—2\y =0

Multiplicando a segunda equacao por —2\, e somando membro a membro obtemos:

—y+4X%y =0
y(4N* —1) =0

mas y # 0 (pois caso contrario terfamos x = 0). Temos entao:

1
ANV -1 =0 <— )‘:i§

1
(i) )\25 = =y

Substituindo em z? + y* — 1 = 0, temos
V2
— — :t —_—
=y 5
1 2
(i) A\ =—- = x:—y:i\/?_
Assim:

V2 V2 Fo1
— — % p—
2 7 2 2
sao pontos de maximo
V2 V2 o1
_— — —_— — % p—
2 2 2 )

~~
[
|
[
SN—
|~
|
NN

sao pontos de minimo

N~
l\
|

N | —

Vejamos a configuracao de algumas das curvas de nivel.
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Vip(Pr)

2. Encontre a  menor distancia da origem a um ponto da elipse

P(z,y) = 8x* — 12zy + 17y* = 20.
Resoluc3o:
Queremos minimizar f(x,y) = 2 + y* (Podemos pensar assim, pois a distancia é

positiva e portanto basta minimizar seu quadrado).

Observemos que f é continua e a elipse é um conjunto compacto. Assim, f atinge seus

extremos.

Temos:

Vi(P) = (16x — 12y, 34y — 12x) # (0,0) nos pontos da elipse
Vf(P)=(2z, 2y).

r = \8x —6y) (%)
y = A17y — 62)

Se VF(P)=\V§(P) =

Podemos supor 8x — 6y # 0, uma vez que se 8¢ — 6y = 0 g r=0=y =0, ponto

que nao esta sobre a elipse.

Assim, A = Sfoy =y = Sxf6y (17y — 6x) = 6% — 92y — 6y = 0, a qual

juntamente com 8z2 — 12zy + 17y* = 20 fornecerd y = & — .

V5

Calculando = obteremos os pontos
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(ave) =7 (o) =

() ()

Assim, os pontos da elipse mais proximos

da origem sio: (\-/_%%) . (%\_/_9 p

Os pontos da elipse mais distantes da origem sao :(

a b
. Seja A = e consideremos () a forma quadratica associada, isto é:
b ¢
a b x ) )
Q(ﬂf,y)z[l‘ y] = azx” + 2bxy + cy
b ¢ Y

Calcular o maximo e o minimo de @, sujeito a condigao ¥ (x,y) = 2> +y*> =1
Resolugao:
Observemos que Q) é continua e 2 + 3% = 1 é um conjunto compacto. Assim () atinge

seus extremos.
Temos:

Vi(x,y) = (2x,2y) e VQ(x,y) = (2ax + 2by, 2bzx + 2cy)

ar + by = \x x x
VQ(x,y) = A\Vi(z,y) < — A = )\
bxr +cy = \y Y Y

Assim: (x,y)-autovetor de A associado ao autovalor .

8

o
<
<
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Assim: o méximo de @ sujeito a 2% + y?> = 1 é igual ao maior autovalor de A e ele é

obtido quando (z,y) é um autovetor associado. Analogamente para o minimo.

4. Encontre o maximo de f(z,y) = zy sobre a curva L

Y(x,y) = (z + 1)* + y*> = 1. Observe que de fato / /

. . ? /)
existe um maximo. Va

. “q

Resolucao: . -
Observemos que o conjunto A = {(z,y) / (x +1)* + 4> =1} Y4 N\
é compacto e f é continua. Logo, f atinge seus extremos em A. \ \

Vip(z,y) = (2(z+1), 2y).
Assim Vi) = 0 somente em (—1,0).
V1) # 0 em todo ponto da curva de nivel ¢ (z,y) = 1.

Vi(z,y) = (y,2).
No ponto de maximo devemos ter  Vf(z,y) = AV (x,y),

ou seja,
y=A2(x+1)
xr = A2y

(z+12+y*=1
Se y=0=2=0.

Se y #0, temos/\:;,eassim,y:;Q(x—kl) ouy? = 2% + x.
Y )

(x+1)2+22+2=1

202 +3x =0
3

-0 -2
T ou T 9

Para 1=0=y=0=2y=0

3 V3 —3v/3

Para 1=—=- e y=—= zy=

N}
[\

3
P = — — ——
ara 5 ¢V



3 V3 ) ..
——, — | — ¢é ponto de minimo

27 2

3 V3 ) .
5 "5 ]~ ¢ ponto de maximo

—0—0—0—0—0—0—0—0 —
Observacao 1: No exemplo anterior temos que
V£(0,0) = AV(0,0) e no entanto o ponto (0,0)

nao é ponto de méaximo (ou de minimo) de f

restrita a curva ¢(z,y) = 1. -

[Observe o que acontece quando P percorre a curva

ao lado no sentido indicado].

Observagao 2: O fato de V/(Py) # 0 é importante. Se tal fato nio acontecer, a

regra nao ¢ valida.

Exemplo:

Calcular o minimo de f(z,y) = 22 + y? sujeito a condicao ¢ (z,y) = (x — 1)3 —y* = 0.
Notemos que o problema é equivalente a encontrar a menor distancia da curva ¢ = 0
a origem.

Geometricamente, é claro que a menor distancia da origem a curva ¢ = 0 é alcancada

no ponto Py = (1,0).

Y
Vi(n,y) = (3 —1)%, —2y) (z-1)°=y;
N
(1’ Q)/
‘\ 'aj
2z = \3(z — 1)? \\\
2y = \-—2y nao estd satisfeito por (1,0). \

(x+12—-9>=0
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Observemos que Vi (1,0) = (0,0)

// //

O que acabamos de estudar nesta secdo se generaliza para mais varidveis e para mais

restricGes e é do que trataremos a seguir.

Generalizacgoes

(I) Com mais variaveis
Por exemplo: Maximizar f(z,y, 2)
sujeita a restri¢do ¥ (z,y, z) = 0.
Notemos que V f(F,) deve ser
normal a superficie ¢ = 0.

Assim: Vf(FPy) = AVy(5)

Uwzo

Exercicios propostos:

(1) Encontrar o ponto do plano 2x +y — z = 5 que estd mais proximo da origem.
R ) (5 5 —5>
esposta: (=, =, —
P 3767 6
(2) Minimizar f(z,y,2) = 42* + y? + 522 restrita ao plano 2z + 3y + 42 = 12.
Resposta: (5, 30, 8)

11
(I1) Com mais restricoes
Por exemplo: Maximizar f(z,y, z) sujeita a duas restrigoes:
b,y 2) =0 e o(ay,2) = 0.
Notemos que 1(z,y, z) = 0 - em geral, define uma superficie.

Analogamente, ¢(z,y,z) =0 - em geral, define uma superficie.

Seja Py - ponto em que f(z,y, z) assume valor méximo sobre a curva ¢ = ¢ =0
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Temos que V f(Fy) L a curva em Py | por raciocinio andlogo ao desenvolvido na

prova do Teo. 1.9.1 ]
Ainda:

Vi(F) - normal a curva em Py [ pois a curva esté contida na superficie ) =0 e
Vi (Py) L (superficie 1p = 0) ].

Analogamente, V@ (Fp) - normal a curva em F.

Assim se VY)(Py) e V¢(Fy) nao sao nem paralelos e nem nulos (ou seja L.1.) eles
determinam o plano normal & curva em Py. Como V f(Fp) estd neste plano, temos
que

VI(F) = AVY(R) + p.Vo(H)

para nimeros reais A e fi.

Exemplo:

Determine os pontos de C' mais préximos e mais afastados da origem, onde C' é o arco,

no primeiro octante, da curva em que o paraboldide 2z = 16 — 22 — y? intercepta o

plano x +y =4

Resolucao:

Seja P(x,y, z) - ponto genérico de C.
Queremos encontrar o maior e o menor valor de d(O, P) = \/a? + y? + 22.

Se a distancia é minima ou maxima seu quadrado é minimo ou maximo, e assim vamos

extremar f(z,y,z) = 2% +y* + 22 , sujeita as condigoes:
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Uz, y,2) =2+ 94> +22—-16=0
o(x,y,z)=x+y—4=0

Assim:
Vf(z,y,2) = AVU(z,y,2) + n.Vo(x,y, 2)
Se expressa comao:

(2z,2y,2z) = \.(22,2y,2) + pu.(1,1,0)

ou seja

bz
20 = A2x + |
2u=A2y +p
2z = 2\
Ps
v —y)=2Nz—y) | e A ..szﬁ\
."kB

2@ —y)(1—=X) =0 i
Assim r=you A=1 A

?+y?—14=0
i) Serd=1=2=1= Y
r+y—4=0

Assim:

P+ 44— -14=0

22 +16—8x + 2> —14=0

202 -8 +2=0

2 —4r+1=0 (A =12)

r=2+3

Assim os pontos de C' que podem ser extremos sao: P; = (2 + V3, 2-+3, 1)

e B,=(2—-3,2+V3,1)

As distancias correspondentes siao: d(O, P,) = V15 e d(O, P,) = v/15
202 +22—16 =0
20 —4 =0

(ii) Sey =2 =
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Obs.

Assimzr =2 e z=4

Neste caso obtemos o ponto Py = (2, 2, 4) e d(O, P3) = 21/6

Notemos: Quando um ponto move-se ao longo de C' de A = (4,0,0) até B =
(0,4,0) sua distancia a origem comega em d(O, A) = 4, decresce até o minimo de
V15 em P; e cresce até o méximo de 2v/6 em Ps. Depois decresce até v/15 em P,

e cresce novamente até 4 em B.

: Outra maneira de resolver este exercicio seria notar que as equagoes paramétricas

deCsaor=4—t,y=tez=4—t*0<t<4de f(r,y,2) = (4—t)> + >+ (4t — t?)?

e usar métodos de uma varidvel.

Exercicios propostos:

(1)

Calcular o maximo e o minimo de f(x,y) = x + y sujeito a condicao x2 + y* = 1.
Observe que de fato eles existem. Desenhe os vetores gradientes de f(z,y) e de
P(x,y) =2 +y°.

Calcular os pontos extremos da funcgao

z=flzy)=(-y)°+ -2

Nota: Observe que H = 0.

Estude as fungoes abaixo quanto a pontos extremos:

(a) flz,y) = (y—a)* + 2"

(b) flz,y) = (z—y)'+ (y—1)*
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(5)

(6)

(13)

O que podemos afirmar no caso de f € C? e P, ser um ponto estaciondrio de
f:R* >R tal que [foo(FPo).fyy(Po) <07

Se f(z,y) tem um minimo local em (a, b), entao f,,(a,b) >0 e f,,(a,b) > 0.
Sugestdo: Analise o comportamento de f nas retas x =a e y =0b.

Se f(z,y) satisfaz 5f,.(x,y) + 4fy(2,y) = —1 em todo ponto (z,y) entdao f nao

pode ter um minimo local em nenhum ponto.

Este exercicio ird mostrar que a natureza de um ponto estacionario nao pode ser

determinada aproximando-se apenas por linhas retas.

Seja f(x,y) = (y — 42°)(y — 2%).

(a) Desenhe as regioes onde f(z,y) =0, f(z,y) >0 e f(z,y) <O0.
(b) Mostre que a origem é um ponto estacionario de f .

(¢) Mostre que sobre qualquer reta através da origem, a fun¢ao tem um minimo

local na origem.

(d) Use um outro caminho para mostrar que a origem é um ponto de sela.

Considere a funcao f(x,y) = |y| + 22+ (y — 1)%.

(a) Em quais pontos nao existem (uma das duas ou as duas) derivadas parciais.
(b) Ache todos os pontos onde as duas derivadas parciais sdo nulas.

(¢) Qual é o minimo absoluto de f e em qual ponto ocorre?

Dividir 120 em trés partes de modo que a soma dos produtos das partes tomadas
duas a duas seja maxima.

Achar o ponto do plano 2z — y — 2z = 16 mais préximo da origem.

Sugestdo: Procure tirar y como funcao de = e z.

Uma chapa retangular D é determinada pelas retas x =3,y =5, 2 =0 e y = 0.

A temperatura da chapa é T(x,y) = xy*> — 2%y + 100. Determinar o ponto mais

quente e o ponto mais frio da chapa.
Seja f : R — R diferencidvel, com f'(u) > 0, Vu € R.

Consideremos ¢ : R? — R definida por g(x,y) = f(2%y).
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(a) Desenhe algumas curvas de nivel de g.
(b) Achar os pontos estaciondrios de ¢ .

(c¢) Dentre os pontos estacionérios quais sdo os pontos de maximo, minimo e de

sela?

(14) Qual é o ponto (z,y) do plano que tem a propriedade de ter como minima a soma

de sua distancia ao eixo x com duas vezes a sua distancia ao ponto (0,1)?

(15) Mostrar que de todos os triangulos com a mesma drea A, o de menor perimetro é
o triangulo equilatero.
Sugestdo: A2 = p(p —x)(p —y)(p — z) onde 2p é o perimetro e z,y, 2 sao os
lados do triangulo.

(16) Achar os maximos e minimos locais de f(z,y) = 23 + v — 3z — 12y + 20.

(17) Mostrar que um paralelepipedo de volume méximo V' com drea S constante é um
cubo.
Observacdo: Note que podemos tirar z da equacao da superficie S como funcao de

x e y usando o Teorema das Fungoes Implicitas.

(18) Calcular o ponto da esfera x? + y? + 2?2 = 4 que estd mais préximo do ponto
A=(3,3,3).
Observacdo: Observe que de fato existe um ponto de minimo.

(19) Os leitos de dois rios sao aproximadamente representados pela pardbola y = 2% e
areta r —y — 2 = 0. Deseja-se reunir os dois cursos por um canal retilineo de tal
maneira que o comprimento seja minimo. Quais sao os pontos pelos quais deve

passar o canal ?
Observagdo: Distancia de um ponto (zg,y) a reta ax + by + ¢ = 0 é dada por:

axg+ byg + ¢
va? + b2

(20) Achar a maior e a menor distancia de um ponto situado sobre a elipse
2

%—l—?f:l a retax+y—4=0.

(21) Determinar qual é o tipo dos pontos estaciondrios da fungao

flr,y) =e"(x = 1) + (y — 2)*.
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(22) A figura abaixo mostra pontos onde a condigdo de Lagrange Vf = AV estd
satisfeita. Quais sao pontos de maximo de f sobre 1) = ¢, quais sao pontos de
minimo, e quais nao sao nem de maximo e nem de minimo ? (as linhas sdo curvas

de nivel de f, fe C).

Vf Vf Ve
% Vip

(23) Calcule os pontos extremos de f(xz,y) = 4xy — 22% — y*.

(24) Calcule o volume méaximo de uma caixa retangular cuja soma dos comprimentos

de suas arestas é 12a.

(25) Determine o paralelepipedo retangulo de volume méximo, com as arestas paralelas

aos eixos coordenados, inscrito no elipsdide ZQ + %2 + % = 1.

(26) Maximize a funcao f(z,y,2) = x? + 2y — 2? sujeita as restrigoes 2z —y = 0 e
y+z=0.

(27) Encontre os valores extremos da fungio f(z,y,z) = xy + 2% sobre a circun-

feréncia resultante da interseccao do plano y — x = 0 com a superficie esférica

2y’ 422 =4
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