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Capitulo 1

Funcoes de Varias Variaveis -

Integracao

1.1 Integrais Iteradas

Suponhamos que f(z,y) seja continua num retangulo R, a < z < b, ¢ <y < d.

Consideremos

Fly) = / f(x,y)dx

Prova-se que a fungao F' é continua em [ ¢,d ]. Logo, tem sentido escrever:

/ " Flyydy = / d ( / b f<x,y>das) dy

Uma integral desse tipo é chamada integral iterada.

A regiao de integracao das integrais iteradas nao precisa, necessariamente, ser um retangulo.

Podemos fazer integrais iteradas sobre regioes como exemplificam as figuras:
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y=g2(x)

- x
Figura 1 Fgura 2
Na figura (1) temos:
b g2(x)
/ / [z, y)dy de .
a g1(x)
Na figura (2) temos:
d pha(y)
/ / Fz,y)dz dy .
c hi(y)
Exemplos:
Y

v 4

2 u
9. / / 5u? vdvdu
o Jo

SR




1 pl pl 1 4
/ / / (2? —y2)dzdydr = --- = — /) E—
o Jo Jo 12

2 2x
32
4. // ($3+4y)dydx:---:?
0 2

3 y2 Y4
// 2ycoscdrdy =1
1 w/6
3 y?
I:/ 2ysen x
1

/6

3
= / (2ysen yz—y) dy =
1

1
(cemr=3)]
= | —cosy —§y

=cosl—cos9—4 .
Uma outra notagao que usaremos para as integrais iteradas é:

dy =

9(y)
/ dy f(x,y)dx, onde

h(y)

9(y)
/dy fmydx—// flx,y)dxdy.
h(y)

1.2 Integrais Maultiplas

Consideremos agora f: B C R" — R.
Problema: Definir a integral de f sobre B, andloga a defini¢ao para funcao de uma variavel.

Um retangulo coordenado fechado R no R™ é um subconjunto do R™ constituido de todos

os pontos x = (x1,...,2,) que satisfazem as desigualdades:
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7 -

O volume de R, denotado por V(R), é definido como V(R) = (by — ay) -+ - (b, — ay). Se

para algum i, a; = b;, entdo o retangulo é degenerado e V(R) = 0.

Um ndmero finito de planos n—1 dimensionais no R", paralelos aos planos coordenados,

é chamado uma rede.

Uma rede sempre divide o R em um ntmero finito de conjuntos limitados (retangulos)

e um numero finito de conjuntos nao limitados.

Dizemos que uma rede cobre um conjunto B C R™, se este estiver contido na reuniao dos

retangulos fechados Ry,..., R, , por ela determinados.

Claramente, um conjunto pode ser coberto

por uma rede se, e somente se, ele é limitado.

Malha da rede serd o maior comprimento
dos lados dos retangulos por ela

determinados.

le— T —>|

m

= malha da rede



Definicao 1.2.1. Sejam f:R* — R e B CR", tais que:
a) B é um subconjunto limitado.
b) f € limitada sobre B.

Seja ainda:

f(x) se x€B
0 se v¢ B .

fe(x) =
Tomemos G uma rede que cobre B e que tenha malha m(G). Em cada um dos retangulos

coordenados R; determinados por G, i=1,...,r, escolhemos um ponto arbitrdrio P;.

A soma: )
Z fB(P)V(R;)

¢ chamada uma soma de Riemann de f sobre B.
Dados f e B, este valor depende da rede G e dos pontos escolhidos Py, ..., P..

Se, variando as redes G, com m(G) tendendo a zero,

existe ele é chamado a integral de f sobre B, sendo denotado por:

/B fdv

Se a integral existe, entao f é dita integravel sobre B .

lim Z fe(P)V(R;) = /B fdv

significa que para € > 0 dado, existe § > 0, tal que se G é qualquer rede que cobre B e tem

malha menor que J, sendo S uma soma de Riemann arbitraria para fg formada de GG, entao:

‘S—/dev

<e€.




Notacoes:

/deA /Bf(oc,y)dxdy //Bf(x’y)dxdy o
/Bf(a:,y,z)da:dydz ///Bf(x,y,z)dxdydz n=3

/ flzy, ... xy)dxy .. da, .
B

Para interpretar, geometricamente, o significado da integral dupla / f(z,y)dz dy , supo-
remos f positiva e continua sobre B (supondo a existéncia da integral) .B

Entao, o grafico de f é uma superficie que esta acima do plano zy. A soma de Riemann
é a soma dos volumes dos paralelepipedos cujas bases sao os retangulos determinados pela

rede e cujas alturas correspondentes sao os valores f(z;, v;).

Z

Quando a malha da rede tende a zero, essas somas vao se aproximando do que podemos
chamar volume do sélido S, delimitado pelo dominio B, pelo grafico de f, e pelas retas que

passam pela fronteira de B e sao paralelas ao eixo z. Definimos entao:

V(S) = / f(y)de dy

Surge a primeira pergunta: Quais seriam as condi¢des, sobre a funcdo f e sobre o conjunto

B, que poderiam garantir a existéncia da / fdv?
B



Vejamos uma definicao, antes de enunciarmos o Teorema que dard a resposta a esta

pergunta.

Definicao 1.2.2. Conjunto suave em R™ ¢é a imagem de um conjunto compacto sob uma
fungdo ¢ : R™ — R", m <n e ¢ de classe C'. Conjunto suave em R serd entendido

como um conjunto unitario.

"L

. ~|—

/\/\

Tipos de Conjuntos Suaves

A idéia intuitiva de conjunto suave é a de que o conjunto deve ter “volume” nulo no

espaco em que estiver contido.

Teorema 1.2.3. Seja B C R", limitado, tal que a fronteira de B esteja contida em um
numero finito de conjuntos suaves. Seja ainda f definida e limitada em B . Se f é continua
sobre B, exceto talvez sobre um niumero finito de conjuntos suaves, entdao f € integravel sobre

B . O valor de / fdv nao se altera por troca de valores de f sobre qualquer conjunto suave.
B

Exemplo:

[ ey oy,
B

onde B{(z,y)eR?* /0<z<2 e 0<y<1}



yk
) G
T 2
2 | ! B

Observe que a existéncia da integral estd assegurada pelo Teorema anterior. Por esta
razao, qualquer seqiiéncia de somas de Riemann associadas a redes que tém malhas tendendo

a zero, pode ser usada para avaliar a integral.

i
Para cada n = 1,2,3,... consideremos a rede (, constituida das retas r = —,
. n
i=0,...2m¢ey=2L, =0 n
n
Temos:
1
m(Gp) = n
area de R;; = —.
ZJ n2 . .
1
Em cada um dos retangulos coordenados, escolhemos os pontos z;; = (z;, y;) = (— , l)
n' n

1=1,...,2n; 7=1,...,n.

Formamos entao a soma de Riemann:

(@i +2y;)A(Ry) = Y (H _E>55:ﬁ§§: (i+2j) =
i=1 j=1 =1 j=1 i=1 j=1
2n 2n
1 . IL+n 1 :
= EZ(anrZ- 5 -n)zEZ(z+l+n):
=1 =1
1 142
= 3 {#-anL(l—kn)-Qn} =

2 (1+2n 3
= = +1l+n)=4+">
n 2 n



" / 2y + x)dx dy = lim(4+§):4
B n

n—oo

Observacdo: Compare este resultado com o volume do sélido S sob o grafico de
f(z,y) = 2y + = e acima de [0,2] x [0,1]. (Neste caso particular o volume é de célculo

direto)

O exemplo anterior mostra que uma avaliacao direta da integral multipla pode ser muito

dificil. Agora vamos avancar no sentido de vencer esta dificuldade.

—0—0—0—0—0—0—0—0 —

Antes de prosseguirmos, vejamos um caso especial:

Consideremos f : [a,b] X [¢,d] — R, f continua e f > 0.

b
Foi visto em Célculo de uma Varidvel que: — Vol(S) = / A(x)dx

d
Observemos que nesta situagao temos A(x) = / f(z,y)dy

Assim Vol(S) = /ab (/cdf(x,y)dy ) da

Pelo visto anteriormente, também temos: Vol(S) = [ f(x,y)dz dy
R
Logo, pelo menos neste caso,

/R f(z,y)dz dy = / Y / )y ) do

ou seja, a integral multipla ¢ igual a integral iterada.
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Surge entao a pergunta geral:

O que dizer da integral miiltipla, relativamente a integral iterada, quando ambas estdo defini-
das?

O Teorema a seguir dara a resposta a esta pergunta.

Teorema 1.2.4. (Teorema de Fubini) Seja B um subconjunto do R™ tal que a integral iterada

/dxl /dxg /fd:zcn

existe sobre B . Se a integral miltipla / fdv existe, entao as duas integrais sao iguais.
B

Corolario 1.2.5. Se / fdv existe e as integrais iteradas existem para algumas ordens de
B

integracao, entao todas as integrais sao 1guais.

Exemplos:

1. Avaliar a integral /(23/ + z)dz dy, onde B é o retangulo 0 <z <2 e 0<y<1.
B

Aplicando os Teoremas anteriores temos:
2 1 2 "
/(2y+x)da:dy:/ dx/ (2y+x)dy:/ (14 z)de = (Sl?—i-?) =2+2=4
B 0 0 0

2. Seja R o retangulo definido por —1<x <2, 0<y<2 1<z<2.
Considere f(x,y,z) = xyz.

Entao:

z
/fdv:/xyzdxdydz =
R R

2 2 2 9
:/d:v/ dy/ ryzdz = -+ = —.
-1 0 1

oo |

Observacao: Registramos aqui o fato de que é possivel a existéncia da integral iterada sem

que exista a integral multipla.

11



Exemplo:

1 , se x éracional
fla,y) =

2y , se x ¢ irracional

/oldx/olf@’y)dy:/olldsz

Mas / f dA nao existe, onde R = [0, 1] x [0, 1].
R

De fato:

Seja GG uma rede, do tipo ao lado, cobrindo R.

Vamos formar duas somas de Riemann, a partir
da rede G .

Primeira Soma: nos retangulos coordenados es-
colhemos pontos (z;, y;), tais que x; € Q. Logo,

S;=1.

1/2

1
Segunda Soma: até a altura y = 5 escolhemos pontos (z;,y;) nos retangulos coordenados

1
tais que x; € Q). Logo, esta parcela da soma de Riemann converge para 1 a medida que

1
m(G) — 0. Depois de y = 3 escolhemos pontos (z;,y;), tais que z; € Q). Esta segunda

parcela da soma de Riemann dara — .

) 1 1 3
Assim, Sy — 1—1-5 =T

Deste modo, as somas de
Riemann nao convergem para

nenhum numero real.

Seja a funcao f = 1 integravel sobre um conjunto B C R". Entao definimos volume de B
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como sendo:

V(B):/Bm;:/de.

No caso de B C R? o volume anteriormente definido é o que chamamos de drea. Escre-
vemos, entdo, A(B) e nao V(B).

Segue, da ultima parte do Teorema 13 que o volume de um conjunto suave ¢é igual a zero:

V(S):/Sldv:/SOdU:O.

Para alguns conjuntos B, a integral [ 5 dv nao existe. Quando isto acontece, o volume de

B nao esta definido.
Exemplo:
B=[0,1]nQ
/B dx nao existe (Pense em dois tipos de somas de Riemann)

Observacao 1: Para retangulos R o volume V(R) tem sido definido de duas maneiras:
(i) Como produto dos comprimentos dos lados.
(ii) Como uma integral.

As duas definigoes sao compativeis pelos Teoremas 1.2.3 e 1.2.4.

b1 bn
/dv—/ dxl---/ de, = (by —ay) -+ (by — ap) .
R al an

Observagao 2: Seja f(x,y) > 0, tal que / fdA exista, onde D C R2.
D

Na situacao ao lado, o volume do soélido
S tem sido definido de duas maneiras, que

sao compativeis, pois:

b h(z) f(z,y)
V(S):/ldv:/dx/ dy/ dz =
S a £(x) 0

b h(zx)
:/ dx/ f(:c,y)dy:/fdA.
a £(x) D

13



Exercicios resolvidos:

1. Seja B a regiao do plano representada abaixo. Calcule a area de B.

A(B):/BdA:/:dx/omdy _
_ /abf(x)dx.

2. Calcular a &rea entre a pardbola y = 22 e a reta y = o + 2, representada abaixo:

2 z+2
A:/ dac/ dy
—1 $2

ou

(Note como é importante a ordem de integragao)

3. Ache o volume da regiao B C R3, limitada pelos planos coordenados x = 0, y = 0,

z=0e z+y+z=1

1 1-x 1-z—y 1
V(B):/dUZ/dI/ dy/ dZ:...:6
B 0 0 0

14



Poderiamos resolver também pensando

como o grafico de f(z,y)=1—x—y

V(B):/Oldx/ol_x(l—x—y)dy:---:6

| =

4. Determine o volume do sélido cuja base é a regiao do plano xy delimitada pela parabola

y = 2 — 22 e pela reta y = = e cuja parte superior estd contida no plano z = x + 2.

b 2

. (1,1,0)

AN

Y
T

1 2—z? z4+2
2
-2 x 0 4

1 2—z2 2
V:/dx/ (:16—1—2)dy:---:—7
—2 x 4

// //

ou

Regra Geral: Para estabelecer os limites de uma integral iterada, devemos primeiramente
escolher as variaveis externa, intermediaria e interna. Digamos, por exemplo, z, y e =z

respectivamente.

15



Primeira Etapa:

Achar os valores extremos da variavel externa. Por exemplo:
b
/ d:v/dy/f(x,y,z)dz.

Fixe a variavel externa num determinado valor, determinando um corte na regiao sélida.

Segunda Etapa:
Determine os valores extremos da variavel intermediaria neste corte. Por exemplo:

b 9(z)
/ dac/ dy/f(x,y,z)dz.
a h(x)

Fixe agora, neste corte, a variavel intermediaria, obtendo um segmento de reta. Determine

Terceira Etapa:

os valores extremos da variavel interna. Por exemplo:

Az
Prad Z = S(I',y)
7 e z=Ll(z,y)
N / -
o Sy =g()
y 2 =
y = h(z)
z =

h(z) Uzy)

// //

Vejamos agora algumas propriedades das integrais mdltiplas
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1. Se f e g sao integraveis sobre B e se a,b sao nimeros reais, entao af + bg é integravel

Lémf+@mv:alwa+gégm

2. Se f > 0 ¢ integravel sobre B, entao

/devzo

3. Se f e g sao integraveis sobre B e f < g sobre B, entao:

/devg/Bgdv

4. Se f é integravel sobre cada um dos conjuntos disjuntos By e By, entao f é integravel

sobre B e

sobre B; U By e
/ fdv= fdv+ fdv
B1UB> B1 Bs

Observemos que isto generaliza a seguinte propriedade: (a < ¢ < b)

lvmmzév@w+l%mm

Exercicios resolvidos:

2 4—2?
1. Desenhe a regiao de integracao referente a integral / dx / dy
-1 —V4—x2

Resoluc3o:

Y

- Vi

2. Encontre o volume do sélido limitado pelos gréficos de 22 + y> =9 e y> + 22 = 9.

Resolucao:

Notemos inicialmente que o grafico de cada uma das equagoes representa um cilindro,

17



com eixo sendo um dos eixos coordenados e raio igual a 3. A representacao da porcao

do sélido situada no primeiro octante seria:

i

Assim, calculando como volume sob o grafico da fungao f(z,y) = /9 — y? temos:
3 Vo2
V=8 [ dy VI—y?de =.... =144

0 0
1 x 2 1
. (a) Desenhe a regiao de integracao / dx / dy + / dx / dy
0 0 1 2—x

(b) Sem calcular, dé o valor da integral.

Resolucao:

(a) Yy

(b) Observemos que a integral representa a area da regido formada por dois triangulos

de base 1 e altura 1 e assim seu valor é 1.

. Dada a expressao

2 N/ 1—(z—1)2 0 344/ 1—y2
/ dm/ dy + / dy/ dx
0 0 -1 3—/1—y?

Pede-se:

(a) Regiao de integragao.

18



(b) Valor da integral.

Resolucao:

(a)

(b) Observemos que a integral representa a area da regiao anterior, a qual é igual a

area do circulo de raio 1, e assim o valor da integral é .

. Ache a massa do cilindro C' a seguir, se a densidade em cada ponto é proporcional a
distancia a base inferior.

Resolucao:

Aproveitemos este exercicio para introduzir a Situacao Geral:

Seja um sélido S, com densidade p(P) no ponto P, sendo a fungao p continua sobre S.

Por definigao:

Massa = M = hm Zp IVol(R /p dv
s

/

T

No caso particular de termos p(P) = K = constante podemos escrever:

M:/pdv:p/dv:p.VOZ(S)
S S

19



Voltando entao ao caso do exercicio proposto temos: p(z,y,z) = Kz

Assim:
r Vr2—z2 h T Vr2—z2 h
M:/p(x,y,z)dxdydz = / d:v/ dy/ Kzdz = 4K/ da:/ dy/ zdz =
C —r —V/r2—z2 0 0 0 0
T Vr2—z2 12 r 1 1

= 4K/ dx/ —dy = 2Kh2/ V2 —a2dr = 2Kh? = mr* = —Kh*r’n.

0 0 2 0 4 2
Estamos usando a simetria do problema (da regiao e da fung¢ao) e ainda que / Vr? —x?dx

0
é igual a um quarto da area do circulo de raio 7.
Exercicios propostos 1.2

1 VY
1. Desenhe a regiao de integragao para a integral iterada: / dy / f(z,y)dx
0 Vi

2. Calcule / f dv para as seguintes escolhas de f e R
R

(a) flz,y,2)=vVaet+y+z
R : Cubo de vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,0,1), (0,1,1), (1,1,0)
e (1,1,1).

(b) f(z,y,2) =2%yz
R : Tetraedro de vértices (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0) e (1,1,1).

(c) flz,y,2) =2+ 2
R:x?+y?+22<1, >0, y>0, z>0.

20



3. Determinar o volume do sélido no 19 octante limitado pelos planos coordenados e os

graficos das equagoes: z =2 +y?+1 e 2x+y=2.
4. Justifique as desigualdades:

(a) 0§L(x2+y2)dxdy§30 R :[0,1] x [0, 3].

(b)

Lo W~

4e? 0<z<1
S/ezydxdyg— R :
R 3 0<y<1+a?

(c) 84me 10 < / eV e dydy < 84met R 1< a?+9y2+ 22 < 16.
R

5. Se D é a regiao triangular limitada pelas retas 2y = z, y = 2x e x = m, calcule

/ seny dA.
D

6. Seja D o conjunto de pontos (z,y) € R?, taisque x >0,y > 22 e y < 2— 2. Calcule

/D\/x_ydA.

7. Ao se estabelecer a integral dupla que dard o volume V sob o paraboldide z = 22 + 1/

e acima de uma certa regiao R do plano zy, chegou-se a seguinte expressao:
1 Y 2 2-y
V:/ dy/ (a:2+y2)dx+/ dy/ (2° + y*)dx .
0 0 1 0
Desenhe a regiao R.

8. Ache a drea da regiao do plano xy limitada pelos gréficos de x = 3%, z4+y =2 e

y = 0, desenhada abaixo.

9. Justifique a afirmacao, usando as propriedades conhecidas das integrais:

21



Se f é continua em uma regiao limitada R C R? com fronteira de R contida em um

numero finito de conjuntos suaves, entao:

‘ / f(x,y)dxdy‘ < / F(x,y)| dz dy
R R

10. Calcule a integral / xdx dy onde B é o conjunto representado a seguir:
B

x
11. Responda, justificando:
(a) Seja f:R? — R definida por
1
1 , se #— , neN
n
fla,y) = . )
-, 8 x=— , neN
n n
) 1
Considere B = | 2 1] x[0,2].
Entao, / fdA = §
B 2

2
(b) 27re_4§/6_x2_y2dmdy§27r, onde R:{(x,y)ERQ/%—I—yzﬁl}.
R

() V(B) = vZ, onde B:{<1,1> /neN}U{(0,0)}.

n n

1.3 Mudanca de Variaveis

A troca de variaveis para integrais 1-dimensionais é dada por:

¢

®) b
f(@)dz = / Fo)dwdu  (z = d(u))
) a

¢(a

22



Este resultado serd estendido para dimensoes mais altas.

Num espago n-dimensional, uma troca de variaveis é efetuada por uma transformacao

R L, R™

No que se segue, é mais conveniente tomar o espaco dominio e o espago de chegada como
distintos. Assim, consideramos 7' como uma transformagdo de uma cépia do R™ (a qual

chamamos de U™ ), em outra do R” (a qual continuaremos chamando de R™ ), e escrevemos

T(u) =z, onde ueU" e x€R".

Teorema 1.3.1. (Mudanga de Varidveis) Seja A C U™ L R™ wma transformacado de classe
C'. Seja B um subconjunto limitado de U™, tendo sua fronteira contida em wm nimero

finito de conjuntos suaves. Suponhamos que B e sua fronteira estejam contidos no interior

do dominio de T e que:
(i) T € injetora em B.
(i1) det J(T') # 0 para todo ponto de B .

Entao, se a fungao f € limitada e continua sobre T(B), temos:

/ fdv:/(foT)-|detJ(T)|dv
T(B) B

IS
8

Observacao: O teorema ainda ¢é verdadeiro se as condicoes (i) e (ii) nao sdo verdadeiras

em um conjunto de volume nulo.

Exemplos:

1. A integral / (x +y)dx dy, onde P é o paralelogramo ilustrado abaixo, pode ser trans-
P

formada na integral sobre um retangulo:

23



U‘ yl

(x,y) =T(u,v) = (u+v,v)
1

1
det J(T) = —140
01

T é injetora, T é de classe C' e T(R) = P.
2 1
/(m+y)dxdy:/[(u+v)+v] - 1dudv :/ du/ (u+2v)dv =...=4
P R 0 0
. Calcular a area da regiao limitada pela elipse, conhecendo-se a do circulo.

(¥ Y

a
(z,y) =T (u,v) = <E u, v)
T ¢ injetora, T ¢ de classe C' e T(C)=E.
a/b 0

det J(T) = =

a
250,
0 1 b

Pelo Teorema de Mudanga de Varidveis

a a a
dAZ/—dA:—/dA:—ﬂ'bQZﬂ'ab.
/E cb b Jo b

24




2 2

Logo, a drea da regiao limitada pela elipse — + i 1 é mab.
a

3. Calcular a area da regiao P dada abaixo:

81 yA

=y

(1,00  (2,0) X

Observe que T'(r,0) = (rcos@, rsenf) transforma o retangulo R do plano 76 no setor

P do plano zy .

T édeclasse C', T ¢ injetora

cosf@ —rsenf
det J(T) = =r
sen 6 T cosf

w/2 2 w/2
/dA:/1-|7“|dA:/ d@/ Td?”:/ §d6’=3—7r.
P R 0 1 0o 2 4

Na realidade, o exemplo anterior envolve um dos casos mais importantes de trans-

formacao de coordenadas, que é a transformacgao polar.

0 r9(0)
T1 0

(x,y) =T(r,0) = (rcos@, rsenf) onde 0 <r e 0<6<27m.

T ¢ de classe C' e injetora (exceto em um conjunto de drea nula)
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cosf@ —rsenf
det J(T') =

Il
<

senff  rcosf
det J(T') é nao nulo, exceto em um conjunto de area nula.

A féormula de mudanca fica:

0o r2(0)
/f(x,y)d:r;dy—/f(rcesG,rsen@)rdrd@—/ d@/ f(rcos@, rsen@)rdr.
P B 61 7"1(0)

Observemos a seguir como a transformacgao polar atua:

04 Y

| -

) —

;;Tl 291

=y
53

(A1 T

Exercicios resolvidos:

1. Determinar / ydx dy , onde D é o setor circular mostrado abaixo.

D
Resolugao:
Y
2w /3 a
/ydxdy:/ d@/ rsenfrdr =
D /3 0
27/3 3 3
:/ L senfdo= - =L
w/3 3

2. Calcule o volume do sélido D cuja base esta no plano xy , sendo delimitada pelas curvas
??+y*=1¢e 22+y* =4 (x>0, y > 0) e cuja parte superior estd no plano z = z +y,

tendo as faces laterais ortogonais ao plano xy .

Resolucao:
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w/2 2
Vz/(az—i—y)da:dy:/ d@/ (rcos@ +rsenf)rdr= ... =
B 0 1

. Calcular a area de um lago da figura r = sen 36.

Resolucao:

Precisamos ter sen 36 > 0. Assim: ]

2k < 30 < 2km+ 7

|
5
3
A
SN
VAN

|
3
3
_l’_

>
I
o

VAN
S
I
Wl wl

e
I
—_
IN
e
(AN
3

e
|
N
IA
S
IA

SR
| §

w/3 sen 36 w/3 2
/dxdy:/ de/ rdr:/ sen'30 g T
D 0 0 0 2 12

1
Lembrar: sen®u = 3 (1 — cos 2u)
. Calcular / Va2 +y2dxdy, onde D é o dominio do plano xy limitado por z?+y?* = 4
D
e 22 +1y*=09.

Resolucao:
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yl

27 3 27r1
/\/932+y2dxdy:/ d@/ rrdr:/ —9d9:§7r
D 0 2 o 3 3

5. Determinar os extremos de integracao onde R é o hemisfério 22 + 92 +22 <1, z>0.

Resolucao:

[ st [Car [T 0y [ gy

dy
V1—z2

6. Determinar o volume compreendido entre as superficies z =8 —22—y? e z = 22+ 3y?

Resolucao:
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a2+ 2y =4
z=10

Se um ponto (x,y, z) estd na intersec¢ao entao:
2+ 3P =8—a2—y? = 1*+2y°=4

Assim a curva intersecao se projeta em z? + 2y*> =4, z = 0.
(4— J:2 8—z2—y?
Vv / dm/ / dz =

4 z2)/ z2+43y2
(4 12

/ d:v/ 8—2x2—4y2)dy:
4 z2)/

2 2\ 3/2
8 (4—
= / [2(8—23:2) (4—3:2)/2——( x) ]dx:
—9 3 2

2 1 4 — 2
N / 36( Qx) d$—4—/ w)ide=- =8ry2
—2

Lembre-se: vocé pode fazer uma substituicao trigonométrica para resolver a integral.

// //

Vamos agora estudar dois tipos particulares de transformacoes as quais sao usadas muito

freqiientemente.
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Transformacgao Cilindrica
Consideremos a transformagao:

(x,y,2) =Tu(r,0,2z) = (rcosf, rsenf, z)

cosf) —rsenf 0
det J(T.) = | senf rcosh 0| =r
0 0 1

Notemos que:
(i) T. é de classe C.
ii)T, é injetora (exceto em conjunto de volume nulo - » = 0).
] J

(iii) det JTi.) # 0 (exceto em conjunto de volume nulo - r = 0)
2

Exemplo:
Calcular / f(x,y,2)dv, onde f(z,y,2z) = 4xy e R é a regiao cilindrica x? + y? < 1,
R
0<z<1.

2 1 1
/4$ydv :/ d@/ dr/ 4r¥senfcosfrdz =
R 0 0 0

2 2m
_u=senf sen’d

=0
2

2
= / senf cosfdo
0

0

A figura geral a seguir informa qual é o efeito provocado pela atuacao da transformacao

cilindrica:
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A segunda transformacao a merecer um destaque especial seria a

Transformacao Esférica

Consideremos a transformagao:

(l‘,y,Z) = Te(pad})g) = (pSGl’l?/)COS@, PSGH%U Senev pCOS,‘vZ))

sen cosf pcoscos —psen)send
det J(T.) = | sent senf pcostp sen  psent) cosd = - = p’seny
cos 1 —pseny 0
Notemos que:
(i) T, é de classe C*.
(ii)T, ¢ injetora (exceto em conjunto de volume nulo - p = 0).
(iii) det JT¢) # 0 (exceto em conjunto de volume nulo- p=0ouy =0ou®y =)

Z
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Exemplo 1:
Calcular / f(x,y,2)dv, onde f(x,y,z)=2%> e B éaregiao 2> +y*+2? < 1.
B

2 s 1 4
/ZQdU :/ d@/ d@/}/ p?cos®ppisentpdp = - = -
B 0 0 0 15

Exemplo 2:

Calcular o volume comum a esfera p = a e ao cone ¢ = a (Veja figura a seguir)

27 « a
V = / dQ/ d@[)/ p2sen1/1d,0 =
0 0 0
2T o
= / d@/ sendy =
0 0

2w a3
= / — (1 —cosav)df =
0 3

3
= QW%(l—COSCY).

Observemos os casos particulares:

o= T — hemisfério V = 27ra—
2 4 3
o = m — esfera V= §7ra3

A figura geral a seguir informa qual é o efeito provocado pela atuacao da transformacao

esférica:

[ T, v
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Exercicios propostos 1.3

1. Calcule a drea da imagem da regido retangular com vértices (0,0), (0,1), (2,0) e (2,1),

sob a transformacao

(xay> = T(u7v) =

2. Seja (x,y) =T(r,0) = (rcosf , rsenf).

(a) Desenhe a imagem, sob T', da regiao quadrada de vértices (0,0), (0 , z) , (z, 0)

2 2
(5:3)
e (=, =)
272

(b) Qual é a 4rea da regiao desenhada em (a) 7

3. Prove que a transformagao T : U3 — R? dada por (z,y,2) = T(u,v,w) = (u, u +
v, u+ v+ w), nao altera o volume de regides correspondentes.

4. Ache o volume do sélido V' limitado pelo paraboldide z = 4 — 22 — y? e pelo plano zy .
Sugestdo: Coordenada polar.

5. Calcule:
(a) O volume da regiao abaixo do plano z = 2 + x + y para x® + 3> < 1.

h
(b) O volume do cone sélido acima da superficie z = — /22 4+ y? e abaixo do plano
a

z=nh; parah, a>0.

6. Avaliar com a ajuda de coordenadas polares:

(a) /\/x2+y2dxdy R:2?2+¢y*<4
R

(
<y Y2
(b) /acydxdy R: 2
i [y <2< /1—y?
(0<o<™
(c) /7’2C080d7“d9 R: 2
R K1§7‘§1+sem€
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7. Avaliar com a ajuda de coordenadas cilindricas:

(a) /a:ydxdydz R:a?2+¢y?><1, >0, y>0, 0<z<1
R
0<r<i1
(b) /rzdrdﬁdz R:¢ 0<0<n
R

0<z<rsend

8. Avaliar com a ajuda de coordenadas esféricas:

(a) /R(x2+y2+z2)3/2da:dydz R:z24+y2+22<1
(Oﬁpél

(b) /RPCOS(erG)dpd@Dd@ R: ogegg
0<y <0

\

9. Seja a transformacao T'(u,v) = (u+v, u> —v) = (z,y). Considere R a regiao limitada

pelo eixo u, pelo eixo v e pela reta u + v = 2.

(a) Desenhe T'(R).

1
(b) Calcule / ———— dz dy
T(R) \/1+4£L'+4y

10. Seja a transformacao do plano zy no plano uv dada por:
(u,v) =T(x,y) = (z,y(1 + 22))
(a) O que acontece com as retas horizontais do plano zy?

(b) Se R ¢ a regiao retangular 0 <z <3, 1<y <3 ache T(R) = D.

(c) Calcule / du dv diretamente e depois usando mudanca de varidveis.
D

11. Faz-se um orificio circular em uma esfera, sendo que o eixo do orificio coincide com o

diametro da esfera. O volume do sélido resultante é dado por:

27 2 Va—r2
V = 2/ dQ/ dr/ rdz.
0 1 0
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(a) Por observacao da integral acima determine o raio do orificio e o raio da esfera.
(b) Calcule o valor da integral.

12. Ache o volume de uma cunha formada pelo cilindro 2 + 3% = 4 e pelos planos z = 0 e

z = 2y, no semi-espaco z > 0.

13. Calcule dx dy onde B é a regiao hachurada abaixo:

1
/B Va2 +y?

y A

r=dsend "

K

14. Considere a transformagao T'(u,v) = (u? — v?, 2uv) = (z,y).

(a) Qual é a imagem, por T, da regiao mostrada a seguir.

(b) Calcular / xdxdy
T(R)

15. Considere a transformagao T'(u,v) = (e cosv, e"senv) = (z,y).

(a) Qual é a imagem, por T', da regiao mostrada a seguir.
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(b) Calcular a drea da regiao T'(R).

(IR

I

16. Calcular o volume compreendido entre as superficies z =22 +9y? e 2z =8 — 22 — ¢%

17. Calcular o volume do sélido delimitado por z=¢¥", 2=0, =0, y=3 e 3z =y.

1.4 Algumas Aplicacoes

J& usamos as integrais multiplas para calcular areas de figuras planas e volumes de sélidos.

Vejamos agora outras aplicacoes.

1.4.1 Densidade - Centro de Massa

Introducao:

Consideremos ¢ uma reta coordenada e P um ponto sobre £, de coordenada z. Se uma particula de
massa m é colocada em P, entao o momento da particula em relagao a origem O é definido como o produto
max . Consideremos uma “balan¢a” do tipo desenhado abaixo, onde duas particulas de massas m; e mo estao
localizadas em pontos com coordenadas z; e z2, respectivamente, sendo 7 > 0 e x5 < 0. Entao o sistema é
dito em equilibrio se mix1 = me|zs|, ou seja, mixy = —maxs, ou ainda, myxy + maxe = 0, isto é, a soma
dos momentos em relagao a origem é zero.

mo 0 mi

s A o

Em geral:

Se n particulas de massas myq,...,m, estdo localizadas em pontos de ¢ com coordenadas x1,...,Ty,
respectivamente, entdo a soma dos momentos y ., m;z; é chamada o momento do sistema em relacao &
origem.

Sejam = ) " | m; a massa total dos sistema. Definimos:

n n
() DD L O T
m i=1
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O numero mzT é o momento, em relacao a origem, de uma particula de massa m localizada no ponto de
coordenada T. A férmula (x) d4 a posigdo T na qual toda a massa m pode ser concentrada sem trocar o
momento do sistema em relagao a origem. O ponto P com coordenada T é chamado o centro de massa do
sistema.

Se T =0, entdo ), m;x; = 0 e o sistema ¢ dito em equilibrio. Neste caso, a origem é o centro de massa.

O conceito anterior pode ser estendido para dimensao 2, como segue:
Sejam n particulas de massas myq,...,m,, localizadas em pontos P = (x1,y1),---, Pn = (Tn,Yn),
respectivamente, sobre um plano coordenado. Os momentos M, e M, do sistema em relagdo aos eixos x e

1y, respectivamente, sao definidos por:

n n
=1 i=1

Se m denota a massa total do sistema (m = ). m;), entdo o centro de massa do sistema é o ponto

P = (z, y), dado por:
() mx=M, e my=DM,

Observe que se tivermos uma particula de massa m localizada no ponto P = (Z, ¥), entdo o momento
em relagao ao eixo y serd mT e o momento em relagao ao eixo x serda my.

A férmula (xx) dé a posi¢do (Z, ¥), na qual toda massa pode ser concentrada sem trocar os momentos
do sistema em relacao aos eixos coordenados.

Se (z, ¥) = (0,0), entdo M, = M, = 0 e o sistema ¢é dito em equilibrio. Neste caso a origem coincide
com o centro de massa. O centro de massa é o ponto pelo qual poderiamos pendurar o sistema de modo que

ele fique em equilibrio na horizontal.

Visualizacao: Suponhamos que num plano temos 5 particulas constituindo um “mobile” do tipo da
figura a seguir. Se quisermos através de um fio, prender este “mobile” ao teto, de maneira que o plano das

particulas fique na posigao horizontal, deveremos prender o fio no centro de massa do sistema.

—0—0—0—0—0—0—0—0 —

Consideremos agora uma lamina L com a forma da regiao D ao lado.
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Suponhamos que a densidade no ponto (z,y)
seja dada por p(zx,y), onde p é continua sobre D .
Tomemos G uma rede cobrindo D .

Escolhemos pontos (z;, y;) nos retangulos

coordenados R;. Chamaremos de L; a parte

de L que corresponde a R;. Desde que p

seja continua, uma pequena troca em (z,y) produz uma pequena troca na densidade p(x,y),
isto é, p é quase constante sobre R;, quando m(G) — 0. Assim, se m(G) — 0, entao a
massa de L; pode ser aproximada por p(x;,v;) - A(R;). A soma ) . p(x;,y;) - A(R;) é uma

aproximacao da massa de L. A massa M de L é definida como:

M= lim pruyz R; :/p(l’,y)dA
D

m(G)—0

Em particular, se a distribuigado de massa M for homogénea, isto é, p(x,y) = ¢, entao:

M=c | dA=c-(dreade D)
D

Ainda: a densidade média da lamina L é
massa /Dp(l‘, y)dA

p= area
/dA
D

Se a massa de L; é suposta concentrada em (x;,y;) entao o momento de L; em relagao ao

eixo x é y; p(z4, y;)A(R;). O momento M, de L em relagao ao eixo x é definido como o limite

de tais somas, isto é:
(3¢ Mol 570 pleu) - ALR) = [ v plaia
D
Analogamente:

= hm sz- p(xi, y; ~A(Ri)—/Dx~p(x,y)dA

Ainda, o centro de massa da lamina L é o ponto (Z, 7), tal que:

M

M ="M
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Substituindo, temos:

/ z - p(x,y)dA / y - plz,y)dA
7 =L e y=2L

/Dp(x, y)dA /Dp(x, y)dA

No caso particular em que a densidade p(x,y) é constante, as expressoes acima se reduzem

/.CEdA /ydA
D e y: D
/dA /dA
D D

Neste caso , o centro de massa ¢ denominado centréide. Observe que independe do valor

¢ = p(z,y). Deste modo, ele pode ser pensado como um conceito geométrico associado

unicamente a forma da regiao A, independendo da distribuicao de massa.

Exercicios resolvidos:

1. Ache o centréide de uma lamina que ocupa a regiao D, delimitada pelos graficos de
y+a22=6 e y+2r—-3=0.

Resolucao:

JMR%i/(m—fﬁ—@—zﬂmx:“.:§g y

3 6—z2
/ydA:/d:B/ ydy =
D -1 3-22
3

= /1((6 — 22’ = (3-22)Y)dz = - --

T
416/15 13
L 7 = i
8% Y= "33 T 5
3 6—x? 3 392
/ach:/ dx/ a:dy:/x[(G—xQ)—(3—2x))]d;c:...:_
D -1 3-2z ~1 3
2
Assim T = ;2;2

1
.. Centro de Massa ¢é <1, ;)
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2. Determine o centréide de uma lamina que ocupa a regiao R do semicirculo
2 +9y2 <1, y>0.
Resolucao:

Por simetria sabemos que o centréide esta situado sobre o eixo y, ou seja é da forma

¢ =0, 7).
Sabemos também que A(R) = g
™ 1 T ’r‘3 1 1
/?/dA :/ / (rsen O)rdrdf = (—cosf) | . (=) | =(1+1).= = =
R o Jo o 371 3

/ydA
g=L—
/dA

D

4
Logo, o centro de massa é o ponto (0 , 3—)
™

Assim temos:

BRI

Exercicio proposto:
Determine o centro de massa de uma lamina com a forma do setor circular abaixo, sendo

que a densidade é p(z,y) = 5.
Resposta: <0, Qa) Y
s

wl

Tw| 3

1.4.2 Momento de Inércia

Suponhamos dadas uma reta s e massas mq, ma, ..., m, localizadas nos pontos Py, ..., P, ,

40



no plano R2. Denotemos por dy,...,d, as

distancias desses pontos a reta s. Ao nimero
n

real [, = g m; d? costumamos chamar de
i=1

momento de inércia do sistema em relagao

areta s.
n

Em particular, se a reta s é o eixo dos =, temos [, = E m;yr, onde P; = (z4,;).
i=1

n
Analogamente [, = Z m; a2
i=1

Este conceito pode ser estendido para laminas usando o processo limite das integrais
duplas. Se L é uma lamina do tipo usado na segao anterior e se p(z,y) é a densidade em
(x,y), onde p é continua , entdo é natural definir o momento de inércia I, de L com relagao
a0 eixo x trocando y; por y? em (#*). Assim,

I, = lim Z yi - p(iyi) - A(R;) = / y* - p(x,y)dA
D

m(G)—0

i

Analogamente,
I, = lim 22 plai,y;) - A(R; ——/ 22 p(x,y)dA
YT Ok E@ (i, i) - A(R) 5 p(z,y)

Se multiplicarmos p(z;,v;) - A(R;) por 27 + y? que é o quadrado da distancia do ponto
(x;,y;) & origem e tomarmos o limite de somas constituidos por tais termos, obtemos o

momento de inércia Iy de L com relacao a origem. Assim,

Iy = /D(a:2 +y?)p(x,y)dA

Iy é também chamado momento de inércia polar da lamina L em relagao a origem. Observe

que Iy = I, + I,.

Exemplo:
Uma lamina delgada de densidade constante ocupa a regiao mostrada abaixo. Calcule o

seu momento de inércia polar em relagao a 0.
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Observagao: Quando uma particula de massa m gira ao redor de um eixo, num circulo de

raio 7, com velocidade angular w e velocidade v(v = wr), sua energia cinética é:

1 2 1 2,2

E.=—-mv° = -muwr
c 2 2
Se um sistema de particulas de massas my, ..., m, gira em torno do mesmo eixo com a
mesma velocidade angular, w, as distancias ao eixo sendo rq,...,r,, respectivamente, entao

a energia do sistema é

E.= EZmiUE: leZmirf = %wzl,

n
. 2 s . ~ .
onde [ = E m;r; ¢ o momento de inércia em relacao ao eixo.
,L:1 . ~ . .

A energia cinética de um sistema em rotagao é a quantidade de trabalho necessaria para
fazer o sistema parar. Em certo sentido, o momento de inércia de um grande eixo é que torna
dificil iniciar ou fazer cessar a rotacao do eixo.

Além de sua importancia em relagao a energia cinética dos corpos com movimento gi-

ratério, o momento de inércia é também usado na teoria de deflexao de vigas sob a acao de

carga transversa, onde o “fator de rigidez”’da viga é dado por E.I, sendo F o mddulo de
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Young e I o momento de inércia de uma seccao transversa da viga em relacdo a um eixo
horizontal passando por seu centro de massa. Quanto maior for o valor de [, mais rigida
serd a viga e menor a deflexao. Utiliza-se este fato nas chamadas “vigas em I”, nas quais

as flanges acham-se a distancias relativamente grandes do centro, e correspondem, portanto,
n

a grandes valores de 7? na equagao [ = E miry
i=1

inércia, mais do que no caso de a seccao transversa ser quadrada.

contribuindo assim para o momento de

Os momentos também sao usados em estatistica. O segundo momento (que corresponde

ao momento de inércia) é usado no célculo do desvio padrao.

Exercicios resolvidos:

1. Uma chapa delgada, de espessura e densidade uniformes cobre a regiao do plano xy
situada entre y = 22 e y = x + 2. Calcular seu momento de inércia em relacio ao
eixo vy .

Resolucao:

2 42
I, = /dx/ 2 0dy =
-1 x2
x+

2

2
= 5/ z?y dr =
-1 22

2 (_17 1)
= 5/ (x3+2x2—x4)dm:@5
. 20

2. Determinar o centro de massa de uma placa delgada, de espessura e densidade unifor-
mes, que esta sobre a regiao do plano zy limitada pelasretasy =1, =2 e y=0 e
pela parabola y = 22

Resolucao:
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/azpdA /di Y
A _Ja
A A

1 2

4

/ /dy/ de =--- = = 1

0 N 3

.
/di /dy/ :L‘dSE—~'~:Z

T =

S

IS

16

9

Analogamente, y = 20

. 21 9
Centro de gravidade: (E , 2—0)

3
3. Ache o centro de massa de uma lamina quadrada ABCD, de lado 5 sabendo que a
densidade em qualquer ponto P é o produto das distancias de P a AB e a BC'.

Resolucao:

Escolhemos um sistema de coordenadas como na figura. Temos que p(z,y) = xy

3/2 3/2 81
M = / dy/ xydr = =51

3/2 3/2 81
M, = / dy/ ry?dr = =61

3/2 3/2 81
M, = / dy/ 2ydr = - =61

Assim, (Z, 7) = (1,1) é o centro de massa.

1302 -

4. Ache o centro de massa de uma lamina semicircular, sendo a densidade da lamina em
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qualquer ponto P proporcional a distancia entre yt
P e o centro do circulo.
Resolucao:

Escolhemos um sistema de coordenadas polares,

SR

com o semicirculo tendo equacao |

r=a (0<6<m)

Temos p(r,0) = kr, para alguma constante k.

s
M = /de/ kwdr_k a/de_”k a
3/, 3

4
M, = /d@/ (kr)-rsenf - rdr—k sen@dsz;

. . . m .
Por simetria, temos que o centro de massa encontra-se sobre o raio # = 5 ou seja,
M, =0.

3a T

3
Logo, (7, §) = (O, %) ou em coordenadas polares (%, 5)

Exercicios propostos:

1. Uma lamina tem a forma de um triangulo retangulo isdsceles, cujos lados iguais medem
a. Ache o centro de massa, sabendo que a densidade num ponto P é diretamente
proporcional ao quadrado da distancia de P ao vértice oposto a hipotenusa.

Resposta: na situacgao ao lado

o centro de massa é

2a 2a
575 )
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2. Calcular o momento de inércia, em relacao ao eixo x, de uma lamina situada entre as

curvas = y* e x = 2y — y?, sendo que a densidade em (x,y) é p(x,y) =y + 1.

Resposta: —
6

// //

Tudo o que foi visto nas se¢Oes anteriores generaliza-se para solidos, usando-se integrais
triplas.
Se um soélido tem o formato de uma certa regiao 3-dimensional () e se a densidade no

ponto (z,y, z) é p(x,y, z), entdo analogamente ao visto anteriormente, a massa é dada por:

Mz/f@%@@-
Q

Se temos uma particula de massa m num ponto (z, y, z), entao seus momentos com relac¢ao
aos planos xy, xz e yz sao definidos como zm, ym e xm, respectivamente. Usando os mesmos
tipos de argumentos utilizados anteriormente definimos os momentos do sélido em relagao aos

planos coordenados como sendo:

M,, = / z-p(z,y,z)dv
Q
M,., = / x - p(z,y, z)dv
Q
M., = /?/P(ﬂfay,z)dv
Q
O centro de massa é o ponto (Z, ¥, Z), onde
Myz Mg;z Ma:z

Z =

M V="M M

T =

Quando p(z,y,z) = C, entdao o centro de massa é chamado centrdide. Observemos que

ele
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independe do valor de p(z,y, z). z
Se uma particula de massa m esta

no ponto (z,y, z), entdo seu momento

de inércia em relacao ao eixo y ¢é

(2% + 2*)m.

Novamente aqui somos levados a definir

1= [ @+ ple v o
Q

Analogamente, temos:

L= [+ Pploio
Q

I = /(x2+y2)p(x,y7z)dv
Q

Exemplo:
Considere o solido com o formato dado abaixo. Ache o seu centro de massa e o momento

de inércia em relacgao ao eixo z. (p(z,y,z) = 1).

o 1 1 -
M:/ldv:/ d@/dr/rd,z:
S 0 0 r
27 1
= / dG/ r(l—r)dr =
0 0
27 1 1
:/ S Yae=T
0 2 3 3

o 1 1
M,, = /zdv:/ dQ/ dr/ zrdz =
S 0 0 r

e ! 5 1 [1 11 s
2/0 d@/o(r r°)dr 2/0 4d9 5 1 2" =7

*. centro de massa: | 0, 0, Z)
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21 1 1
Iz - /(l’z +y2)d1} :/ de/ dr/ rQ -rdz =
S 0 0 r
2 1 27 1
- / de/ r3(1—r)dr:/ —dp =L

Exercicios propostos:

1. Encontrar o centro de massa da piramide homogénea de base delimitada pelas retas

x=1 2= -1,y =1,y = —1no plano z = 0, e cujo vértice é o ponto (0,0,1).
1

Resposta: ( 0, 0, 1 ).

2. Use coordenadas cilindricas para determinar o momento de inércia de uma esfera de

. ~ ca 2
raio a e massa M, em relacao a um diametro. Resposta: = Ma?.

3. Calcule /// z?y?z dV, onde B é a bola de raio a e centro na origem do R5.
B

Sugestao: Vocé pode calcular de uma maneira indireta. Resposta: 0

4. Esta claro que se B é a bola de raio 1 e centro na origem entao

///3[3+(x2+y2+22)81nz]dvz4ﬂ?

5. Calcule // x¥dA, onde B = [0,1] x [1,2]. Resposta: ln(g)
B
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