
Lista 2 - Geometria Analíti
a

Dependên
ia e Independên
ia Linear de Vetores

1 � Dados os vetores a,b e c 
omo na

�gura abaixo. Es
reva o vetor c 
omo 
om-

binação de a e b.

b

c

a
3

2

6

30◦

30◦

2 � Dados os vetores a,b e c 
omo na

�gura abaixo. Es
reva o vetor c 
omo 
om-

binação de a e b.

4

a

3

b

3

c

135◦

120◦

3 � Considere um paralelogramo ABCD.

Seja E o ponto sobre o segmento BC tal que

a distân
ia de B a E é três vezes a distân
ia

de E a C. Seja F a interse
ção de AE 
om a

diagonal BD. Se

−→
AB = a e

−−→
AD = b, es
reva

o vetor

−→
AF em função de a,b usando:

(a) Geometria plana 
lássi
a (semelhança

de triângulos);

(b) Geometria analíti
a (
ombinações lin-

eares de vetores);

b
A

b B

b
D

b
C

b E

b
F

4 � Considere um triângulo ABC. Sejam

M o ponto médio de BC e D o ponto sobre

o segmento AC tal que a distân
ia de D a A

é três vezes a distân
ia de D a C. Seja E a

interse
ção de AM 
om BD. Se

−→
AB = a e

−→
AC = b, es
reva o vetor

−→
AE em função de

a,b.

Cuidado! Não há triângulos semelhantes

neste 
aso...

b
A

b
B

b
C

b
D

b
M

b

E

5 � Seja D o ponto médio da mediana AE

do triângulo ∆ABC. Se a reta BD 
orta o

lado AC no ponto F, determine a razão que F

divide AC

b

A
b

B

bC

bE

b
Db

F
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6 � Se

−→
AB+

−→
BC = 0, prove que os vetores

−−→
OA,

−→
OB e

−→
OC são LD para qualquer ponto O.

7 � Os pontos P e Q dividem os lados CA

e CB de um triângulo ∆ABC nas razões

x

1− x
,

y

1− y

respe
tivamente. Prove que se

−→
PQ = λ

−→
AB en-

tão x = y = λ.

8 � Chama-se diagonal de um par-

alelepípedo a um segmento ligando dois vér-

ti
es não perten
entes a uma mesma fa
e. De-

mostre que as diagonais de um paralelepípedo

dividem-se mutuamente ao meio.

9 � Num quadriláteroABCD, oQ o ponto

de interse
ção das diagonais AC e BD se in-

ter
eptam dividem as diagonais nas razões

4
3

e

2
3
respe
tivamente. Em qual razão divide o

ponto P determinado pelas interse
ção os la-

dos AB e CD a estes segmentos.

10 � Mostre que os vetores u,v,w são


oplanares se, e somente se, um deles é 
om-

binação linear dos outros dois.

11 � Prove que se o 
onjunto de vetores

{u,v} é L.I., então o 
onjunto {u+ v,u− v}

também é L.I.

12 � Prove que se o 
onjunto de ve-

tores {u,v,w} é L.I., então o 
onjunto

{u+ v,u− v,w − 2u} também é L.I.

13 � Dado um tetraedro ABCD explique

por que os vetores

−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD formam uma

base para o espaço.

Extras

14 � As diagonais AC e BD de um

quadrilátero ABCD se inter
eptam no ponto

P, que divide o segmento AC na razão m : n

e o segmento BD na razão m ′ : n ′
. Dado

Q o ponto de interse
ção das retas 
ontendo

os segmentos BC e AD. En
ontre a razão

AQ : DQ e BQ : CQ.

m

n

m ′

n ′

b
Q

b

A

b

B

b
D

b
C

b

P

15 � Dado um triângulo ∆OAB, sejam C

e D pontos sobre o lado AB dividindo esse

segmento em três partes 
ongruentes. Por B

traçamos a reta paralela a OA, e sejam X e Y

a interse
ção dessa reta 
om as retas ligando

OC e OD respe
tivamente.

a) Expresse os vetores

−→
OX e

−→
OY em

função de

−−→
OA e

−→
OB.

b) Determine as razões nas quais X divide

BY, C divide a OX e D divide a OY.

b

O

b
B

b
A

b C

b

D

b
X

b
Y

2



16 � Dado um paralelogramo MNPQ,

seja A o ponto de interse
ção das diagonais e

sejam B e C os pontos médios dos lados opos-

tos MN e PQ. Prove que se os pontos A,B e

C estão sobre a mesma reta então MNPQ é

um trapézio (um trapézio é um quadrilátero


om dois lados paralelos).

b

Q
b

P

b
M

b
N

b A

b
C

b

B

17 � Sejam B um ponto no lado ON do

paralelogramo AMNO e e C um ponto na di-

agonal OM tais que

−→
OB =

1

n

−−→
ON

e

−→
OC =

1

1+ n

−−→
OM. Prove que os pontos A, B

e C estão na mesma reta.

3



Respostas dos Exer
í
ios

3 (a) . . .

(b) Observe que, 
omo a e b não são parale-

los, eles formam uma base para os vetores

no plano. Logo todos os demais vetores

do problema podem ser es
ritos em função

desses.

O problema de en
ontrar

−→
AF está ligado a

determinar onde �
a o ponto F. Sobre esse

tudo que sabemos é que é a interse
ção

dos segmentos BD e AE. Desse modo,

para lo
alizar F, pre
isamos ini
ialmente

de duas equações:

• B, F e D são 
olineares:

−→
BF = θ

−→
BD,

para algum θ real.

• A, F e E são 
olineares:

−→
AF = λ

−→
AE,

para algum λ real.

(Note que θ e λ não são ne
essariamente

iguais!)

Es
revamos agora

−→
AF e

−→
BF em função de

a,b, θ e λ. É fá
il (por quê?) ver que:

−→
BD =

−→
BA+

−−→
AD = −a+ b

−→
AE =

−→
AB+

−→
BE = a +

3

4
b

Então, rela
ionando

−→
AF e

−→
BF temos:

−→
AF =

−→
AB+

−→
BF

donde segue:

λ

(

a+
3

4
b

)

= a+ θ(b− a)

Colo
ando tudo à esquerda da igualdade

e deixando a e b em evidên
ia:

a (λ + θ− 1) + b

(

3

4
λ− θ

)

= 0

Como a e b são LI segue:

{
λ+ θ− 1 = 0
3
4
λ− θ = 0

Finalmente, obtemos λ = 4
7
e

−→
AF =

4

7
a+

3

7
b.

4

−→
AE =

3

7
(a+ b)

5 Seja b =
−→
AB e c =

−→
AC, então temos:

−−→
AD =

−→
AE

2
e

−→
AE =

−→
AB +

−→
AC

2

e logo:

−−→
AD =

−→
AB +

−→
AC

4

Também temos que:

−→
AF =

−→
AC

1+ λ

Como F,D e B são 
olineares então:

−→
AF = α

−−→
AD+ (1− α)

−−→
AD

e assim

−→
AF = (1−

3

4
α)

−→
AB+

1

4
α
−→
AC

E 
onsequentemente 1− 3
4
α = 0 e

1
4
α = 1

1+λ
e

assim λ = 2.

Logo F divide o segmento AC na razão 1 : 2.

14

‖AQ‖

‖DQ‖
=

(n+m)m ′

(n ′ +m ′)n

‖BQ‖

‖CQ‖
=

(n ′ +m ′)m

(n+m)n ′

4


