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PREFACIO

Escrevemos este livro introdutério de Equagoes Diferenciais Ordinarias,
pensando, nao somente em utiliza-lo em cursos basicos da area de exatas
mas também como ferramenta exploratéria para alunos de outras areas que
buscam na modelagem matemética uma afirmagao para suas experiéncias
praticas.

O texto deveria apresentar, além de uma iniciacao a modelagem ma-
tematica, um material relativamente elementar de dificuldade crescente,
suficientemente interessante para aqueles que pretendem prosseguir nos es-
tudos mais avancados. Desta forma, pensamos em um curso rapido, abor-
dando sem demonstragoes na maioria das vezes, topicos essenciais ao en-
tendimento de processos dinamicos.

O texto é composto, essencialmente, de materiais provenientes de outros
textos que escrevemos anteriormente, sendo que, alguns ja se encontram
esgotados no mercado ou foram usados como apostilas de cursos e isto
poderia, talvez, justificar este nosso autopldgio.

Introduzimos inicialmente as equagoes de diferencas de primeira ordem
que utilizam variacoes discretas e podem ser resolvidas por meio de proces-
sos indutivos ou utilizando programas computacionais elementares, sendo
bastante adequadas para modelagem no ensino médio. Analisamos para
as equacoes nao lineares a estabilidade de seus pontos estacionarios com a
intencao de facilitar este estudo posterior com as equacoes diferenciais. Vol-
tamos as equagoes de diferencas finitas nos capitulo finais para resolver os
sistemas lineares e também quando apresentamos os sistemas nao lineares.

No Capitulo 2, onde destacamos as EDO de primeira ordem, procuramos
motivar o estudo dos processos variacionais com uma boa dose de modelos
matematicos. Alguns destes modelos foram formulados e desenvolvidos em
cursos de especializacao para professores de matematica, utilizando dados
reais. Procuramos também abordar os principais métodos utilizados para
resolver as equacgoes de primeira ordem e apresentamos algumas equagoes



especiais que aparecem com frequéncia em modelos praticos. As equagoes
exatas e fatores integrantes para se obter uma solucao exata, apesar de
serem bastante simples, utiliza conteido matematico mais avangado. De-
cidimos apresenta-los neste texto como uma preparacao do aluno para as
disciplinas de Calculo de Varias Variaveis e Varidvel Complexa.

No Capitulo 3 estudamos essencialmente as EDO lineares de segunda
ordem, sem a preocupacao de extender os conceitos para dimensoes mais
altas o que é comum na maioria dos livros. O motivo desse enfoque ¢é evitar,
pelo menos momentaneamente, os pré requisitos exigidos para o entendi-
mento dos espacos de solucoes. Conceitos estudados em Algebra Linear
como dependéncia linear, espacos vetoriais etc sao passados da maneira
mais informal possivel. O Teorema de existéncia e unicidade de solugoes é
também admitido sem demonstragao - procuramos mostrar sua importancia
com exemplos e contra-exemplos.

No Capitulo 4 apresentamos os sistemas de equagoes diferenciais lineares
classicos com énfase na andlise de seus pontos estacionarios. Estudamos
aqui os sistemas compartimentais cuja caracteristica estrutural facilita a
formulacao de modelos de fendmenos reais que tém variagoes proporcionais
as quantidades embutidas em cada compartimento.

O 1ltimo capitulo é dedicado aos sistemas nao lineares autonomos, isto
é, quando os campos de dire¢oes nao tém o tempo dado explicitamente.
Este tipo de sistema aparece frequentemente na modelagem de fenomenos
bioldgicos.

Procuramos deixar ao longo do caminho uma série de exercicios e pro-
postas de projetos bastante simples que podem ser formulados por meio de
equagoes relativamente elementares. Tais projetos podem ser propostos em
programas de Iniciacao Cientifica como motivacao a modelagem e a estudos
mais avancados das equagoes ordinarias

As equacoes diferenciais constituem um dos mais notdveis sucessos do
intelecto humano, e nao gostariamos de induzir no estudante a idéia de
que tal disciplina seja apenas um amontoado de técnicas ou "receitas”de
métodos matematicos. Este curso rapido e, aparentemente superficial, deve
ser somente o aperitivo para outros cursos mais completos. Salientamos que,
para que o treinamento em equagoes diferenciais tenha algum valor a nivel
profissional e nao fique apenas como curiosidade indqua, ¢é indispensavel
que este estudo seja completado no futuro.

Gostariamos de agradecer as intmeras pessoas que influenciaram em
nossa formacao matematica, em especial ao professor Nelson Onuchic que
nos mostrou pela primeira vez a beleza e a importancia das EDO, aos colegas
que generosamente compartilham conosco de seu tempo e conhecimento (H.
Taipo e A. Brandao).



Agradecemos ainda a valiosa colaboragao do Jefferson Leite que, muitas
vezes, deixou seu trabalho de pesquisa para preparar e editar este texto.
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CAPITULO

INTRODUCAO

“..Na verdade poderiamos dizer que a quantidade de equacoes que possuem
solugoes explicitas € praticamente nula, se comparada aquelas que nao tém solucoes,
por mais liberais que sejamos quanto as operagoes aceitdveis. A importancia do
estudo de tais equagoes estd no que podemos aprender delas e na utilizagdo que
delas fazemos para analisar as demais.”

W. C. Ferreira !

As Equacgoes Diferenciais constituem um topico vastissimo na Matematica
que pode ser abordado de maneiras diversas, dependendo do objetivo pro-
posto. Em nosso caso especifico trataremos as equacoes diferenciais como
modelos formulados para descrever situacoes reais e, neste sentido, vamos
nos preocupar com técnicas de resolucoes sem abrir mao do proceso de mo-
delagem. Desta forma, veremos as Equacoes Diferenciais sob o ponto de
vista da ” Matemaética Aplicada”, embora tal termo seja por si s6 motivo de
polémica entre matematicos. Caberia aqui a frase de J. B. Keller: 7 A Ma-
tematica Aplicada € uma ciéncia que inclui a Matemdtica Pura como uma
de suas divisoes”. Dizer que a Matematica estd incluida na Matematica
Aplicada pode ser uma afirmacao muito forte e incorreta no momento, entre-
tanto a historia tem mostrado que a matematica de valor sempre tem chance
de ser aplicada. Com relagao a este aspecto, é interessante citar um texto
de J. von Neumann: “Fu penso que seria uma aproximacao relativamente

L(Extraido do livro ” Equagoes Diferenciais com Aplicagoes”de R. C. Bassanezi
e W. C. Ferreira Jr, Edit. Harbra, 1988 - esgotado)
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boa da verdade (que é demasiada complexa para permitir qualquer coisa
melhor que uma aproximagao) dizer que as idéias matemdticas tém a sua
origem em situacoes empiricas...Mas, uma vez concebidas, elas adquirem
uma identidade e crescimento proprios governados quase que inteiramente
por motivacgoes estéticas... Entretanto, quando uma disciplina matemdtica
se distancia de sua fonte empirica...existe um grave perigo de que ela se
desenvolva em linhas de menor resisténcia e que a sua corrente principal,
distante da fonte original, se ramifique em uma miriade de subdivisoes insig-
nificantes, tornando a disciplina em uma massa desorganizada de detalhes
e complexidades”.

Dentro da Matematica Aplicada as Equacgoes Diferenciais tém um papel
relevante na ligacao e interacao com outras ciéncias, desde sua origem em
problemas ligados a Fisica e recentemente como ferramenta indispensavel
a Biologia com todas suas ramificagoes, compartilhando amplamente com
alguns ramos da Quimica, Engenharia e Economia. Assim, acreditamos
que os primeiros passos para a modelagem de fenomenos reais, seriam bas-
tante tropegos se fosse descartada uma iniciacao as Equagoes Diferenciais
e optamos por considerar a "Matematica Aplicada’nao exatamente como
uma ciéncia, mas como uma atitude no estudo da Matematica dentro do
contexto cientifico em que ela se desenvolve. A Matematica Aplicada nao
deve ser considerada como uma disciplina estanque e descomprometida - ela
é um instrumento entelectual poderoso que, através da abstracao e forma-
lizacao, sintetiza idéias as quais, embora semelhantes, surgem em situagoes
as mais diversas e por isto mesmo camufladas na sua esséncia. O objetivo
da Matematica é, entao, extrair esta esséncia e formaliza-la em um contexto
abstrato - o modelo - onde ela possa ser trabalhada intelectualmente, de-
senvolvida e absorvida com uma extraordinaria economia de pensamento.

1.1 Modelos Matematicos

Modelo matematico é um conjunto de simbolos e relagoes matematicas
que representam de alguma forma o objeto estudado. O modelo pode ser
considerado como uma sintese da reflexao sobre alguma parte da realidade.
Seu objetivo é explicar ou entender a situagao estudada para, eventualmente
poder agir sobre ela e, mesmo as situagoes mais simples fornecem motivagoes
para uma iniciagao cientifica.

A modelagem é um processo dinamico para se obter modelos, sendo
caracterizada por etapas que se complementam:

Experimentacao: Quando se tem um tema de estudo, a obtencao de
dados experimentais ou empiricos sao fundamentais para a compreensao do
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problema e ajudam na estruturagao, formulacao e modificagoes eventuais
dos modelos. Além disso, os dados experimentais decidem a validagao dos
modelos.

Os métodos experimentais sao ditados pela natureza do experimento e
objetivo da pesquisa e, via de regra, realizados por pesquisadores de areas
especificas relacionadas aos projetos. Entretanto, no caso educacional a
obtencao de dados pode facilmente ser realizada por nao-especialistas, via
Internet.

Abstragao: Eo processo de selecao das variaveis essenciais responsaveis
pela evolucao do fenomeno estudado. Nesta fase sao formuladas as hipdteses
e "leis”que deverao ser testadas na validacao do modelo. A analogia entre
sistemas é fundamental para a formulagao destas leis e simplificagao dos
modelos.

Formulacao do modelo: O modelo matemético é montado quando se
substitui a linguagem usual por uma linguagem matematica. A construcao
do modelo segue de perto o uso de um dicionario que traduz as palavras cha-
ves em alguma estrutura matematica. Assim, variacao de uma populacao
pode ser traduzido por:

42 derivada de P(t) em relagdo ao tempo (variagao continua)
ou
P(ty) — P(ty): diferenca da populacdo em tempos distintos(var. discreta)
ou
w: variacao média de uma populagao
2 1
Se tivermos como hipdtese que a variacao populacional é proporcional
a populacao, usando a formulacao de variacao continua, temos:

dP
dt

Resolugao: A resolugao de um modelo depende da sua complexidade,
podendo ser uma resolucao analitica ou numérica. No caso de sistemas
de equacgoes diferenciais, muitas vezes, devemos nos satisfazer apenas com
solucoes qualitativas. No caso de um curso introdutério de EDO, o apren-
dizado de técnicas para resolver equagoes pode ser mais relevante que as
demais etapas do processo de modelagem.

Validagao: Validar um modelo matematico significa comparar a solugao
obtida com dados reais. A validacao depende do grau de aproximacao de-
sejado e, na maioria das vezes esta etapa pode ser descartada quando se
trata de um curso inicial de EDO.

Modificagao: Se na validagao do modelo o grau de aproximagao dese-
jado nao é atingido devemos incerir novas variaveis no modelo ou modificar

=aP
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a lei de formacao, e assim o modelo original deve ser modificado iniciando
novamente o processo. A formulagao de novos modelos mais complexos, ba-
seados em modelos simples é uma boa estratégia de ensino-aprendizagem.

Aplicagao: A modelagem eficiente permite fazer previsoes, tomar de-
cisoes, explicar e entender; enfim, participar do mundo real com capacidade
de influenciar em suas mudancas. A linguagem oferecida pelas equagoes
diferenciais e equagoes de diferencas é fundamental na transferéncia e en-
tendimento da linguagem "natural”, uma vez que a palavra chave variagao
aparece quase sempre nas situacoes reais.

1.2 Modelos matematicos e as equacoes
variacionais

Um problema real nao pode ser representado de maneira exata em
toda sua complexidade por uma equacao matemadatica ou um sistema de
equagoes. Um modelo deve ser considerado apenas como um retrato ou
uma simulacao de um fendémeno e sua validacao depende muito da escolha
das varidveis e das hipéSteses formuladas. E muito frequente em se tratando
de modelar um fendmeno ou um experimento, obtermos equagoes para des-
crever as ”variagoes” das quantidades (varidveis de estado) presentes e con-
sideradas essenciais. Desta forma, as leis que regem tal fenomeno sao tradu-
zidas por equacoes de variacoes. Quando estas variagoes sao instantaneas,
a dinamica do fendmeno se desenvolve continuamente e as equagdes ma-
tematicas sao denominadas equacgoes diferenciais, ao passo que se as
variaveis envolvidas forem discretizadas, isto é, funcoes de uma malha de
pontos, em que temos as médias das variagoes, entao as equagoes do modelo
serao denominadas equagoes de diferencas. De qualquer forma, pode-
mos ter situacoes modeladas pelos dois tipos de equagoes. Por exemplo, A
lei malthusiana de crescimento populacional dada por:

” A variacao populacional é proporcional a populacao”, pode ser tradu-
zida por um modelo continuo (equagao diferencial)

dP

Y _aP
a @

ou modelos discretos (equagoes de diferencas)
P(ta)—P(t1) _ aP(ty)

to—t1
ou

Pn+1—Pn:OZPn:>Pn+1:/8Pn
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Por questao didatica iniciaremos nosso estudo com as equagoes de dife-
rengas uma vez que sao operacionalmente mais simples.






CAPITULO

EQUACOES DE DIFERENCAS

“Nas ciéncias exatas a validade dos modelos testa-se pela légica e pela
experimentacdo. Dai a necessidade de fazer a distingao muito clara entre
modelo e a parte do mundo exterior que se supoe que ele representa”

L. Garding

Existem situagoes em que as equagoes com variagoes discretas sao mais
apropriadas; por exemplo, quando o crescimento se da em etapas discretas
e nao ocorre uma sobreposi¢ao da varidvel analisada, de geragoes (no caso
de uma dinamica populacional) ou o de saldrios (no caso de um orgamento
familiar).

Uma equagao de diferencas estabelece uma relagao envolvendo os valores
de uma varidvel dependente para um conjunto discreto de valores (com
retardamento) da varidvel independente. Por conveniéncia vamos supor
sempre que a variavel independente for o tempo, seus valores sejam tomados
igualmente espagados, isto é, consideramos to — t; = k. Para simplificar
tomamos tais espacos de tempo valendo uma unidade k = 1.

A solucao de uma equagao de diferencas é uma relacao funcional que
nao envolve diferencas, definida para todos os nimeros naturais n € N, e
satisfazendo a equacao de diferencas, isto €, transformando-a numa identi-
dade. A solucao de uma equacao de diferencas é obtida por um processo re-
cursivo mas nem sempre podemos explicitar a solugao geral de uma equagao
de diferencas quando a equacao nao é linear.
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A forma geral de uma equagao de diferencgas linear de ordem (n-m) é
dada por:

Yn = Q1Yn—1 + @2Yn—2 + ... + A Yn—m (2.1)

ou .
UYn = Z ArpYn—k (2-2)

k=1

com ay, constantes; m < n € N, n > 1 e dadas (n—m) condigbes iniciais.

2.1 Equacao de diferencas de primeira
ordem

Uma equagao de diferengas é de primeira ordem se (n —m) = 1. Sua
expressao geral ¢ dada por:

Yn = QYn—1
2.
{ 1Yo dado (2.3)
O processo recursivo fornece:

Y1 = QYo

ya = ay =’y

Ys = QY2 2043y0

Yn = QYn-1=0a"Yo

Neste caso, a solugdo geral de (2.3) é dada por

Yn = yoan

Uma maneira alternativa para resolver a equacao (2.3) é supor que a
solucao seja da forma

Yn = kA"
Substituindo esta expressao em (2.3), temos:
A=0
A" = ak X"l = B A —a] =0 = { ou
A=«

Desde que, para n = 0 devemos ter 3y = kA", entao k = . Portanto,

0 se Yo =0
i {Z/oa se Yo # 0 (24)

Observamos que quando A # 0, podemos ter:
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e Se || < 1, entdo y, é convergente, isto é, dado € > 0, existe um
nimero natural ny tal que se n > ng entao |y, — y*| < €

e Se |A| = 1, ent@o y, é constante se A = 1 e é oscilante entre dois
valores se A = —1;

e Se |\| > 1, entao y, é divergente, ou seja, lim, . y, = £oo.

Exemplo 2.1:

O modelo malthusiano de crescimento populacional preconiza que “a po-
pulagao cresce numa progressao geométrica enquanto que o alimento cresce
segundo uma progressao aritmética”. Considerando uma populagao inicial
com P, elementos, a traducao matematica de tal postulado é:

Plz’f’PO
PQZTP1:T2P0

onde, r é a taxa de crescimento da populacao e 1 significa uma unidade
de tempo considerada. Observamos que, em termos de diferencas, temos,
neste caso, uma equacao linear de primeira ordem pois,

Pn_Pn—l:TPn—l_Pn—l:(T_l)Pn—lzaPn—l

ou seja, o modelo malthusiano poderia ser enunciado por: ”A variacao
populacional é proporcional a populacao, em cada instante” e sua solugao
é

Pn:.PoTn

Uma equagao linear nao autonoma da forma

Yp = QYp—1 + b
{ Yo dado (2.5)

pode ser resolvida também por método recursivo:

i = ayo+b
Yo = ay; +b=a’yo+ (a+1)b
ys = aya+b=a’yo+ (> +a-+1)b

Yo = @Yp1+b=a"yo+ (a"+..+a+1)b
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Logo, a solucao pode ser escrita como:

{ynzyo—l—nb se a=1

yn:a”yo—i-a:’lb se a#1

-1

Neste caso, se a > 1 entao y, é divergente, ou seja, y, — +00 se b > 0

ouyn—>—ooseb<Oe|b|>y0;Agora,se0<a<1,entéoyn—>%

—a’

2.2 Modelos matematicos com equacoes de
primeira ordem

Modelo 1 - Orcamento familiar

Consideremos uma familia cuja renda mensal R, é proveniente de um
salario fixo Ry mais o rendimento da poupanca P, do més anterior. Supo-
nhamos também que o consumo mensal C,, desta familia seja proporcional
a sua renda mensal. Vamos procurar uma féormula geral que fornega os va-
lores da renda, poupanca e consumo da familia em cada meés relativamente
a um meés inicial onde se conheca os valores de C e de F.

Neste caso, a variavel independente é o tempo, dado em meses. Deve-
mos buscar uma relagao entre as variaveis independentes renda, poupanca
e consumo em funcao do tempo n.

Temos que:

o ” A poupanca do més n é dada pela poupanga do més anterior (n — 1)
mais a sobra do més n”, ou seja,

P,=P, 1+ (R,—C,) (2.6)

o 7 A renda do meés n é igual ao salario mais o rendimento da poupanca
do meés anterior”, ou seja,

R, = Ry+rP; (2.7)

onde, r é o juro da poupanca.
o 70 consumo do meés é proporcional a renda”, isto é,

C, =aR, 0<a<l (2.8)
Agrupando as trés equagoes, obtemos
P,=(1—-a)Ry+[(1—a)r+1] P,

Simplificando as constantes, isto é, tomando b = (1—a)Rpea = [(1 — a) r + 1]
na equagao 2.6 , obtemos uma equacgao de diferengas linear de ordem 1:

Pn:apn_1+bR0
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cuja solucao ¢ dada por:

) se a=1
P, = a"Po+ 2= se  a#1 (2.9)
n 1-[(1—a)r+1]"
(1= a)r +1]" Py + (1 — ) Ry' =ty
Observamos que o = 1 significa que o consumo mensal ¢ igual a renda e
portanto, neste caso, a poupanga nao varia.
Substituindo (1.9) nas equagoes (1.7) e (1.8), obtemos

| Ry+rF se =1
Fn = { Ry + rPya™ + rb“:__ll se a#1 (2.10)
[ a[Ry+ 15 se a=1
Cn = { o [Ro + rPya™ + Tb“:__ll} se a#1 (211)

Exercicio 2.1 - Verifique qual a situacao de uma familia, depois de
um ano, que tem R$ 1000,00 na poupanca, um salério fixo de R$ 3000,00 e
gasta 80% da renda mensal.

Modelo 2 - Financiamento

Quando queremos comprar algo financiado, raramente nos questinamos
a respeito do prejuizo tomado, simplesmente estamos preocupados se pode-
mos ou nao dispor daquela parcela fixa que pagamos mensalmente. Neste
exemplo vamos analisar o problema de um financiamento.

Na compra de um carro é feito um financiamento do valor Dg = R$30.000, 00
que deve ser pago em 3 anos, em parcelas mensais fixas de P = R$1200, 00.
Queremos saber:

o Qual o juro mensal pago?

o Se o juro mensal fosse o mesmo da poupanca, quato deveria pagar por
meés para quitar a divida em 3 anos?

o Quanto se deve dar de entrada para se ter uma parcela fixa de R$500, 00,

um juro igual ao da poupanga e terminar a divida em 3 anos?

Temos que Dy é a divida inicial; Entao a divida D,,, depois de trans-
corridos n meéses da compra, é dada pela divida corrigida do més anterior
menos a parcela paga no mes, ou seja,

Dn = Dn—l + TDn—l - P

ou seja,
D,=1+nrD,,—P (2.12)
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Esta equacao linear tem como solugao (verifique)

I—(1+nr)"

D, = (1+47)"Dy— P
—-T

(2.13)

A divida serda quitada num tempo n quando D, = 0.Assim, para a
resposta da primeira questao devemos considerar que paran = 36 , D3 = 0,
ou seja,

1— (1+47)3
30(1+7)* = -1, Pt Ul
r
ou, simplificando a expressao, temos

_ 36
0 — 1—(1+7r)
(14 r)36

A resolucao desta equacao pode ser feita pelo método numérico mais
simples, o da bisseccao.
1—(1+7)36
r = 0,00l=y=0,2<0,30==z
r = 0,02=9y=0,50<0,51=z¢

r = 0,03=y=0,75>0,65= 2 (asolugao de y = z estd no intervalo r € (0,02;0,03))

Sejam y = 20r e z = devemos encontrar r de modo que y = z.

0,02+ 0,03

ro= +20,025:>y20,65>0,58:z
0,02 + 0,025

ro= %:0,0225:>y20,56>0,55:z
0,02 + 0, 0225

ro= = +2’ —0,0212 = y = 0,53 ~ 0,5301 = 2

Portanto, o juro mensal de tal financiamento é, aproximadamente, 2, 12%
ao mes, o que responde a primeira questao.

Agora, se queremos saber qual a parcela fixa que deveria ser paga com
um juro de r = 0,7% (juro médio de uma poupanga em 2008), basta isolar
o valor de P na expressao 2.13, com este valor de r

1—(14+r)" r(l1+r)"D
(147" Dy = P% ~P= &% (2.14)
Assim para r = 0,007,n = 36 e Dy = 30, teremos P = 0,94563, ou seja,
cada parcela mensal deveria ser de R$ 945,63.

No caso de se dar uma entrada F, a divida inicial cai para (Dy — E).

Entao, para responder a terceira questao devemos usar a expressao

1—(1+nr)"

T

(L+r)"(Dy—E)=P (2.15)
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com os valores r = 0,007,n = 36 e Dy = 30, e P = 0,5 e, teremos E =
14,13767, ou seja, a entrada deve ser de R$14137,67.

2.3 Equacoes Lineares de Diferencas de
segunda ordem

Uma equagao geral de diferencas de segunda ordem ¢é da forma

Yn = aynfl"i_byan (216)

com a, b constantes, e yo e y; dados.
A solugao é obtida, como no caso de primeira ordem, considerando que
yn = kA" seja uma solugao de (2.16). Entao,

EX" — akA™ ™t — kA2 = 0 = kA" 2 [)\2 —a\ — b] =0

Assim, os valores de A que satisfazem a condigao de 3, = kA" ser solucao
de (2.16) sao A = 0 e as raizes do polinémio caracteristico de (2.16),

P(A) = A2 —aX—b.

o Se A = 0 entao y, = 0 para todo n (solugao trivial) que sé tem sentido
se as condigoes iniciais forem nulas, isto é, yp = y; = 0.
o Se A # 0, as raizes do polinémio caracteristico sao denominadas auto-

valores e obtidas por
a ++va?+ 4b
AMp=—"1—"—
2

Para as equagoes lineares vale o principio da superposicao, ou seja, se temos
varias solucoes entao a combinacao linear entre elas também é uma solucao.
No caso da equagao (2.16), como A\ e Ay foram determinados , justamente
com a imposicao de que kEA} e kAL fossem solugoes, temos que

Un = AN + As)] (2.17)

também é uma solucdo de (2.16) (verifique).

A expressao (2.17) seré a solugao geral de (2.16) se Ay # A2, 0 que se
d4 quando a® +4b > 0. Neste caso, as constantes A; e Ay sao determinadas
através das condigoes iniciais:

sen = 0=yo=A + A,
sen = 1=y = MA + A,
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donde,
Ao — —Aalo + 41
Ay = ——— A= ——=
S VI VD
Quando a? + 4b = 0 os autovalores sao iguais, isto é, \; = \y = ;ea
solucdo geral de (1.16) sera dada por:
Yn = AT 4+ AanA] = (A1 +nAy) <g)n verifique! (2.18)

e as constantes A; e Ay sao dadas por
2y
yo= A e Azzf—yo

Quando a® + 4b < 0, os autovalores \; e Ay sdo nimeros complexos
conjugados: Ay = a+Fi =re? e Ay = a—pi =re ® onde, r = \/a? + 2
e 0 = arctan g Neste caso, a solucao geral de (2.16) sera obtida usando a
formula de Euler:

0

"’ = cosf + isin b

pois A} = (a + Bi)" = (re?)" = rme™® = 1™ [cosnf + isinnd)] .
Logo,
Yn = AT + ANy
= Ayr"[cosnb + isinnf]| + Ayr" [cos nf — isinnd|

= Bjir"cosnf + iByr" sin nf

Agora, como a equacao € linear, tanto a parte real u, = Byr" cosnfl como
a parte imaginaria v, = Bsr™sinnf também sao solugoes de 2.16. Logo,
pelo principio de superposicao, obtemos a solucao geral real:

Yp = B1r" cosnf + Bor™ sinnf (2.19)

Neste caso, a sequéncia y, ¢ oscilante com amplitude igual a " e
frequéncia igual a 5. Ainda,

oSer>1= vy, ¢ divergente;

oSer < 1=y, é convergente;

oSer=1=y, ¢é periddica;

Exemplo 2.2. Resolva a equacao de diferencas

Yn = 2Yn—1 — Yn—2
Yo=1¢e y1=2
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Solucao: O polinémio caracteristico desta equacao é
PA) =X —2)\+1
Entao, P(A) = X2 —2A+1 =0 )\ = Ay = 1. Logo, a solucao geral é
Yn = A1 + nAy

Agora, Yyp=1=>A,=1
y1:2:>2:A1+A2:>A2:1
Logo a sequéncia gerada pela equacao de diferencas é

Yn=14mn; n>0.

Exemplo 2.3 Dada a equagao de diferengas

Yn = Qkyn—l - 2k2yn—2
Yo=0¢e y=1

determine as condic¢oes sobre o parametro k > 0 para que a solucao seja:
(a) oscilatéria crescente;
(b) oscilatéria decrescente;
(c) periddica;
Solugao: Os auto valores sao niimeros complexos dados pelas raizes da
equacao \? — 2k\ + 2k? = 0, ou seja,

2k + v/AK? — 8k%

AL = 5 k(14 1)
ok — /AR~ 82
- : S -

Entdo, como \; = a + i = re = r = kv/2 e 0 = arctanl = z
A solucao geral real é dada por

Yn = (/f\@)n |:B1 cos(%n) + By sin(%n)]

Considerando as condigoes iniciais vem:
yon:> (k\/§>031:0:>31:0
hh=1=—= (k‘\/§) [Bl‘g —|—Bg\/7§] =1— By = % Logo, a solucao

que satisfaz as condicoes iniciais é dada por:

Yn = (kﬁ)n % sin(%n)
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Oscilatonia  convergente

ge
g5 4 #
a4 |
LR
g2 -
g7 -

+in

-q;@
-g2 ]
-g3

Figura 2.1: Condicoes para estabilidade da equagao do Exemplo 2.3

Peradico

15

g5 4

-85 3

-5

Figura 2.2: Condicoes para estabilidade da equagao do Exemplo 2.3

0Se kv2>1<k>
0SekvV2<1ak<
0Sekv2=1<k=

= y,, ¢ oscilatdria crescente (divergente);
= y, ¢ oscilatdria decrescente (convergente);

= y, € periddica;

S-S S

Observacao: O estudo de equacoes lineares de ordem superior a 2 é
andlogo ao de ordem 2. Assim, a solucao geral da equacao linear de ordem
n

Yn = f(yv yl,...,yn—l) = @1Yn-1 + A2Yn—2 + ...+ Ap—1Y
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oscilatoria  divergente

HEBAUHB oY

Figura 2.3: Condigoes para estabilidade da equagao do Exemplo 2.3

¢ dada por:
ho = D AN
i=1

onde, os valores \; com 1 <7 < n, sao as raizes do polindmio caracteristico
(autovalores):

PA) = A" — A" — @A — L —ap i\

O tnico ponto de equilibrio de uma equagao linear é a origem Py = (0,0, ...,0).0

ponto Py é assintoticamente estédvel, isto é, y,, — 0 se, e somente se, |\;| <1
para todo 7, 1 <i<n

Projeto

Projeto 2.1: Formule e analise um modelo matematico para
criacao de Escargot

Numa criacao de escargot consideramos a populagao consistindo de
Adultos, Jévens e Ovos (variaveis).

Hipodteses:

(a) Cada adulto poem « ovos vidveis a cada 4 méses;

(b) Com 4 méses um escargot é considerado jévem;

(c¢) Um jévem se torna adulto com 8 méses quando entao poem ovos.

A condigdo inicial é Py > 0 (adultos), Jo = 0 (jévens) e Oy = 0 (ovos).

Relacione seu modelo com a classica sequéncia de Fibonacci.
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Projeto 2.2: Considere a equacao logistica de diferencas

A equagao (2.20) é de primeira ordem e nao-linear.
Determine os pontos de equilibrio da equacao, isto é, verifique quando
Ynt1 = Yn =Y" ;
Examine o comportamento da sequéncia y,, para os valores do parametro
k;
(a) k=1
(b) 0<k<1
c) k=3

Faca os gréaficos das sequéncias.

2.4 Equacoes de diferencas nao lineares

Uma equagao de diferencas nao-linear de 1* ordem é uma férmula de
recorréncia do tipo

Ynt1 = f(Yn) (2.21)

onde f é uma combinagdo nao linear de y, (quadratica, poténcias, expo-
nenciais etc).

A solugao de (2.21) é uma expressao que relaciona y, e yo (condigao
inicial), para cada estagio n. Geralmente, nao é possivel obter tal solucao
diretamente quando se trata de equagoes nao lineares.

Pontos de Equilibrio e Estabilidade

Uma maneira de analisar estas equacoes é através de seus pontos de
equilibrio.
No contexto das equagoes de diferengas tem-se a estabilidade do processo
quando nao ocorre variagoes do estagio n para o estagio n+1, isto é, quando

Yn+1 = f(Yn) = yn =y (2.22)

Da equacgao (2.22), tem-se um ponto de equilibrio y* quando

y = rf") (2.23)

isto é, y* é um ponto firo da funcao f.
Uma maneira simples para determinar os pontos de equilibrio de uma
equacao nao-linear é através dos grdficos de Lamerey:
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3 4
Yn+1 = Yn

23 A

2 B

15 -

yn+1= f(yn)

1|’ 4

03
Q . . : - . .
3] 05 f 1,5 Y 25 3

Figura 2.4: Determinacao dos pontos estaciondrios

Consideramos, no sistema cartesiano, os valores de ¥, no eixo das abs-
cissas e 1,41 no eixo das ordenadas e obtemos o grafico ajustado de y,,1 =
f(yn). Os pontos de equilibrio sao dados pela intersegao do gréfico de f com
a bissetriz y,+1 = ¥, (é um processo analogo ao método de Ford-Walford)

Observamos que no grafico (1.4) temos dois pontos fixos de f: 7 =0e
y* com caracteristicas diversas — Dado qualquer valor inicial yy, a sequéncia
yn obtida por recorréncia, se afasta de § = 0 e se aproxima do valor y*.
Neste caso dizemos que § = 0 é um ponto de equilibrio instdvel e y* é
assintoticamente estavel.

A estabilidade de um ponto de equilibrio y* pode ser determinada pelo
valor do modulo de

) oo

onde A é o coeficiente angular da reta tangente a curva f(y,) no ponto y*.
O parametro A é o autovalor do equilibrio y* da equagao (2.21).
Temos:

1. Se 0 < |\| < 1, y* é localmente assintoticamente estdvel, isto é, se y,
estd “préximo”de y* entao y, — y* (y, converge para y*).

Ainda, se 0 < A < 1 entdo a convergéncia é monétona (fig. 2.5); se
—1 < A <0, a convergéncia ¢ oscilatéria (fig. 2.6),

2. Se |A| > 1, o ponto de equilibrio y* é instdvel (repulsor)- figura (2.7):



30 Equacoes de Diferencas
2.5 1.2
2 1
1
1.5 ¥ 0.8 AR N Y
0.6
1
0.4 \
0.5p"
| 0.2
u] o
2] 1 1.5 2 2.5 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2
4 1
B 4 10 A
8_
10 4 15 4
12 4 o0
:;' 25 A
13 4 30
20 - a5

Figura 2.5: Convergéncia Mono6tona

Figura 2.6: Convergeéncia oscilatéria

Figura 2.7: N6 instavel e equilibio instavel oscilante
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20 4

30

40

a0 4

B0 -

Figura 2.8: Ciclo limite
3. Se |A| = 1, o ponto de equilibrio é neutramente estével, ou simples-
mente estdvel. Neste caso, a sequéncia vy, a partir de algum n, oscila

em torno do ponto y* que é denominado centro de um ciclo limite (fig
2.8)

Equacao Logistica Discreta

Consideremos a equacao de diferencas nao linear

Yns1 = f(Un) = 1Yn(l — yn), com r >0 (2.25)

Os pontos de equilibrio de (2.25) sao dados pelos pontos fixos de f, ou
seja,

ou
ry? =y (r=1)=0 & yly —(r—1)]=0
Portanto,
. . . 1 N
y; =0 (ponto trivial) e y;=1-— . (ponto nao trivial)  (2.26)

Os autovalores associados a equacao (2.25) sao dados por
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df (Yn
A= J;(y q =7r— 27‘yn} (2.27)
Yn Ty, =y~ Yn=y*
para y; = 0, A =T
1
paray%‘:l—;, A =2—7
Entao,

a) Se 0 < r < 1 o ponto y; = 0 é assintoticamente estavel e y5 < 0 é
instavel;

b) Ser =1, yi=ys =0 ¢éum centro de um ciclo limite;

c) Ser > 1, yi é instavel e y; é assintoticamente estavel se |A\o| =
2—-r<l & 1<r<3

1 2
d)Ser=3 = y; =1- 3=3°¢ A2 = —1, aparecem oscilagoes de
periodo 2 (ciclos de 2 pontos), isto é, satisfazem o sistema
{ Yn+1 = f(yn> (228)
Yn+2 = Yn
ou seja,
Ynvz = f(Yns1) = f(f(yn)) = ¥ (2.29)
e

Yo = f(f(12))

¢ um ponto fixo de f2.

O modelo logistico discreto, dado pela equacao (2.25), é um dos mais
simples exemplos de equacoes de diferencas nao-lineares e podemos notar a
complexidade de seu desenvolvimento quando variamos o parametro r.

A formulacao de modelos matematicos com equacoes de diferencas ga-
nhou forga a partir dos trabalhos desenvolvidos por R.M. May (1975-1976)
sobre a dinamica populacional de certos insetos que nao tém geragoes que
se sobrepoe e seus elementos sao gerados periodicamente. O modelo geral
de May ¢ formulado considerando que:

“A wariacao da populacdo entre duas geracoes sucessivas depende do
crescimento especifico da populagao e da competicao entre seus elementos”.

O modelo logistico discreto é um caso particular do modelo geral de
May. De fato, a equacao:

Piy1 — P, = aP, — bP?, a>0 e b>0 (2.30)

obedece as condig¢oes do modelo geral.
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Figura 2.9: Assint. estavel Figura 2.10: Ciclo de 2 pontos

A férmula de recorréncia (2.30) pode ser dada por

a—+1

Podemos obter uma admensionalizacao deste modelo, considerando a se-
guinte mudanga de parametro e variaveis:

Py = (a+ 1P, (1— b Pt> (2.31)

b
a+1

a+ 1 =r (taxa de crescimento intraespecifica) e P, =N; (2.32)

k= atl ¢ denominada capacidade suporte da populacao.
Considerando estas expressoes na equagao (3.30), obtemos
r r
ENt—i-l = TENt(l - Nt) (2'33)
ou
Ny =rN(1 = Ny) (2.34)

A equagao (2.34) é o modelo logistico discreto analizado anteriormente.

Modelos gerais discretos de dinamica populacional, onde a populagao so-
fre um processo de autoinibi¢ao, sao formulados com equacoes de diferencas
nao lineares da forma:
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P >,

Figura 2.11: Forma tipica do campo de variacoes em modelos discretos
inibidos

P = f(R) = RF(P) (2.35)

Em tais modelos espera-se que f(F;) cresga até um valor maximo Py
e depois decresca (fig. 2.9)

O estudante interessado em se aprofundar no estudo de modelos de
dinamica populacional com equacgoes de diferencas podera recorrer aos ex-
celentes livros de L. Edelstein-Keshet [3] e J.D. Murray [4].

Projeto 2: Considere o modelo discreto de May (1975)

Pt+1 = Ptf(Pt)

onde, f(P,) = exp [r (1 — %)} é densidade-dependente.
Faca um estudo deste modelo -
a) Desenhe f como funcao de P;;
b) Mostre que P, cresce somente se P; < k;
¢) Mostre que P* = k é um ponto de equilibrio da equagao;
d) Determine condigoes sobre r e k para que P* = k seja assintoticamente
estavel;
e) Escolha r e k e use o programa Excel, ou mesmo uma calculadora para
determinar valores sucessivos de P;.
Desenhe os graficos de Lamerey relacionando P, com P;.
Mais informacoes sobre os graficos de Lamerey e estabilidade das equacoes
de diferencas, veja [3] e [1].



CAPITULO

EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS DE PRIMEIRA ORDEM

”?...A matemdtica nao € somente uma linguagem. A Matemdtica € uma lin-
guagem acrescida de raciocinio ; é como uma linguagem acrescida de l6gica. A
Matemdatica € uma ferramenta para o raciocinio.”

R. Feynman

De uma maneira geral, podemos dizer que temos uma equagao diferen-
cial (ou um sistema de equagoes diferenciais) se na equagao (ou em cada
equagao do sistema) estao envolvidas fungdes incdgnitas e suas derivadas.

Uma equagao diferencial é dita ordindria (EDO) se a fungao incégnita
depender apenas de uma variavel. Se depender de mais de uma variavel
serd denominada equacao diferencial parcial.

A ordem de uma equacao diferencial é indicada pela maior ordem de de-
rivagao que aparece na equagao. Uma EDO de ordem n tem como expressao
geral
dy d*y  d'y

Floy,—, —, .., —
y dzr’ dz? dxm™

=0 (3.1)
onde, F' é uma funcao de n + 1 varidveis.
A equacao 3.1 representa a relacao entre a variavel independente z e
os valores da funcao incognita y e suas n primeiras derivadas. Quando
d™y

pudermos explicitar 5% na equagao 3.1 teremos uma forma normal da



36 Equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem

EDO de ordem n, isto é,

Ty
dam Y de’ " dxnt

) (3.2)

As equacOes na forma normal podem sempre ser escritas na forma da
equacao 3.1, basta considerar

dy d*y d”y} d™y dy d" 'y

de’ 7 dxn—1

Flz,y, ) =0

G a2 e | =g Y

Entretanto, uma equacao na forma normal 3.2 pode acarretar mais de uma
equacao na forma 3.1. Por exemplo,

dy 2
(%) +ZL‘—0

leva as duas equagoes na forma normal:

d d
Y_re¥o_ Sz

dx dx

A solugdo de uma EDO, no intervalo I = (a,b), é uma funcao y = ¢(z)
que, juntamente com suas derivadas, satisfaz a equacao 3.2. Assim, resolver
uma EDO 3.2, é encontrar uma fungao y = ¢(x), definida e derivavel até a
ordem n no intervalo I, que satisfaz a equacao 3.2.

Solugao geral de uma EDO é o conjunto de todas as suas solucoes. Nas
aplicagoes, geralmente estamos interessados em solugoes particulares que
satisfacam uma dada condicdo inicial, ou condicoes complementares.

Modelo 3 - Corpos em queda livre e balistica Queda livre é o mo-
vimento resultante unicamente da aceleragao provocada pela gravidade.

Todos os corpos caem para o centro da terra com a mesma aceleracao
qg.

A aceleracao da gravidade g vale 9,8 m/s?.

A equacao que descreve um corpo em queda livre é dada por:

dv

== = _ 3.3
m = —mg (33)

onde, m é a massa do corpo; g a aceleragao da gravidade e % ¢é a aceleragao
do corpo.
Uma solucao geral desta equacao é dada por:

v=p(t)=—gt+c (3.4)
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Figura 3.1: Queda livre

onde ¢ é uma constante qualquer. De fato, substituindo ¢(¢) na EDO 3.3,
teremos uma identidade:
do(t d(—gt
o de(t) (=gt +¢)

@ T g e = mg

Se considerarmos agora ¢(t) no instante inicial ¢t = 0, teremos vy = ¢(0) =
¢, ou seja, ¢ é a velocidade inicial do corpo. Assim,

v(t) = —gt + v

é a solugao particular de 3.3. Esta solucao nos garante que dois corpos
abandonados da mesma altura demoram o mesmo tempo para chegarem
ao solo e chegam com a mesma velocidade. A queda de uma pena e uma
pedra pode nao surtir tal efeito porque o atrito com o ar retarda a queda
da pena.!

e Movimento balistico

O lancamento obliquo ¢ um exemplo tipico de composi¢ao de dois mo-
vimentos. Galileu notou esta particularidade do movimento balistico no
inicio do século XVII. Isso se traduz no principio da simultaneidade: ”Se
um corpo apresenta um movimento composto, cada um dos movimentos
componentes se realiza como se os demais nao existissem e no mesmo in-
tervalo de tempo.”

O lancamento obliquo ou movimento balistico estuda o movimento de
corpos, lancados com velocidade inicial vy da superficie da Terra.

10 fisico italiano Galileu Galilei (1564-1642) realizou uma célebre experiéncia no
inicio do século XVII, que desmentiu a crenga dos gregos. Conta-se que pediu a dois
assistentes que subissem no topo da torre de Pisa e de 14 deixassem cair, cada um, um
corpo de massas diferentes. Para surpresa geral dos presentes, os dois corpos chegaram
a0 solo no mesmo instante.
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Figura 3.3: Lancamento obliquo (balistica

O modelo de Galileu foi formulado supondo que um corpo pontual move-
se num plano vertical com coordenadas retangulares: = (absissa) e y (or-
denada). Sejam x(t) e y(t) as coordenadas do corpo no instante ¢, entao
o movimento é regido pela lei de Newton: "massa X aceleragao = forca”e
pela lei da gravitacao: “A Terra atrai os corpos que estdo sobre a sua su-
perficie com uma for¢a vertical de intensidade mg onde m € a sua massa”
. Desta forma, obtemos o seguinte modelo:

d’z
3? =0
@ =Y
onde, g > 0 é a aceleragao da gravidade. Seja (zo,yo) a posi¢ao inicial do

corpo e (vog, Voy) a velocidade do corpo quando ¢ = 0. Integrando isolada-
mente cada equagao do sistema, obtemos um novo sistema:

dzx

at — Vozx

d

@ = —gt + oy
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cuja solucao é uma parabola de eixo vertical dada pela curva paramétrica:

x(t) = vt + xg
y(t) = —gt* + vo,t + Yo

Exemplo 3.1 A equagao

dy
— =0 3.5
oY (3.5)
tem como solugao
y(x) =Ce™® (3.6)

para qualquer constante C' (verifique diretamente). Inversamente, pode-se
mostrar que toda solucao da EDO 3.5 tem a forma 3.6 portanto, 3.6 é a
solucao geral de 3.5.

Exemplo 3.2 A equacao diferencial

(%)2 +yP=1 (3.7)

é satisfeita pelas fungoes y; () =sinz e yy(x) = 1 (verifique). Neste caso,
y1(x) e yo(x) sdo solugodes particulares de 3.7.

3.1 Equacao geral de primeira ordem

Uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem na forma normal

Y~ ) (39

onde, f é uma funcao definida num aberto A de R? com valores em R. A
solugao de 3.8 é uma funcdo y = ¢(z) com x € (a,b), derivivel e satisfa-

zendo:
(1) (z,0(x) €A
(2) %= [z @)

A equacao 3.8 estabelece uma relacao entre as coordenadas de um ponto
e o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da solucao, em cada
ponto. Portanto, uma equacao deste tipo define um campo de diregoes, ou
de inclinagoes. As solugoes de 3.8 sao chamadas curvas integrais e tém a
propriedade que a direcao das retas tangentes, em cada ponto, coincide com
a direcao pré-estabelecida do campo naquele ponto. o lugar geométrico dos
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pontos onde cada tangente a curva integral preserva uma direcao constante
sao linhas chamadas isdclinas.
Obtemos a equacao de uma iséclina considerando

dy B

onde, k é uma constante (inclinagdo da tangente).

Exemplo 3.3 Dada a equacao

d_y:y_mQ
dx

o campo de diregoes é obtido, considerando-se as isoclinas
y—a? =k

que, neste caso, sao pardabolas. Agora, para cada valor de k temos % =

em cada ponto da isoclina, e desta forma, obtemos o campo de diregoes

(fig.3.4)

Figura 3.4: Campo de diregoes da equagao

Exemplo 3.4 O campo de direcoes da equacao

dy

oy
%—E(I%O)

pode ser observado na fig. (3.5)
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Figura 3.5: Campo de diregoes

Observe que as isoclinas sao as retas y = kz, (k # 0 constante).

Em cada ponto (z,y) € R? com x # 0, o coeficiente angular da reta
tangente a curva integral ¢ igual a £ | coincidindo com o mesmo valor do
coeficiente angular da reta iséclina que sai da origem e passa pelo ponto
(x,y) . neste caso, as curvas integrais sao da forma Y (z) = Cz,C # 0, uma
vez que estas retas coincidem em toda parte com a direcao do campo.

Exercicio 3.1 Determine o campo de direcoes e iséclinas da equacao

diferencial: 4
Y x
—_— = —— 0
I ; (y #0)

3.2 Problema de valor inicial

Os campos de direcoes, além de contribuirem para um melhor entendi-
mento das equacgoes diferenciais, também constituem um método grafico
para conhecer suas solucoes aproximadas. Além deste método grafico-
geométrico, dispomos dos Teoremas de Existéncia e Unicidade de solugoes
para problemas de valor inicial (T.E.U.), também conhecidos por problema

de Cauchy:
dy _
y(wo) = Yo
Em geral, estes teoremas se referem a existéncia e unicidade de solucoes
locais para o problema de Cauchy, isto é, solucoes definidas em alguma
vizinhanga do ponto zy, isto é, num intervalo (zo — 0, ¢ + 0) C R.

Teorema 1. Teorema de FExistencia e Unicidade de Solug¢ao para o Pro-
blema de Cauchy .
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Suponha que em 3.9:
1) f(z,y) seja uma fun¢ao continua em um disco aberto D, de raio r,
centrado no ponto (xg,yo) ,

D={(z,y): (x —20)*+ (y—yo)* <r}

2) w = g(x,y) exista e seja continua em D.
Y
Entao, existe uma funcao y = p(x) definida num intervalo (vo — 0,9 + 0) que
satisfaz o problema de Cauchy 3.9. Ainda mais, se y = ¥(x) € outra
solugdo de 3.9 no intervalo (xg — €,z + €) entao, ¢(x) = () no intervalo
(g — 0,20 + 9) N (xg — €, 20 + €) . Portanto, sé existe uma dnica solug¢io
local para o problema de Cauchy.

Observacao: Para a existéncia de solucao basta a primeira hipdtese.
Lembramos que o ponto (g, o) é denominado valor inicial da solu¢do
e p(xo) = yo é a condi¢ao inicial da solugao.

3.3 Equacao diferencial fundamental

Dada uma funcao y = f(z), podemos definir uma nova funcao z = A(x),
que representa a drea sob o grafico de f(z) num intervalo [z, ], onde o
extremo inferior xy ¢ fixo (fig. 3.6) O que Newton (1642-1727) percebeu
resume-se em : A taza de mudanca da fungdo drea A(zx) com relagdo ao
ponto x € igual, em cada ponto x = z*, ao valor da funcao original neste
ponto. Mas isto significa que A(z) € a antiderivada de f(z). Isto constitui
o que se convencionou chamar de Teorema Fundamental do Célculo.

X
X Alx) = f{x)d=
i ———fi{=)
Alx)
/]
a b ¥

Figura 3.6: Esbogo do Teorema Fundamental do Calculo
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A equacao diferencial mais simples é exatamente o problema fundamen-
tal do Célculo Diferencial e Integral e consiste no seguinte: dada uma funcao
continua f(z) definida no intervalo (a,b), determinar todas as fungoes de-
rivaveis y(x), definidas em (a, b) , tais que

dy
o = f(@) (3.10)

Este problema pode ser facilmente resolvido considerando que
@ = fla) = yl2)=d[; fx)dz +C

Assim, a solugao geral consiste de infinitas solugoes ”paralelas”. Observe,
entretanto, que se queremos uma soluc¢ao y = (z) que satisfaga a condigao
inicial p(xo) = yo, basta considerar C' = p(zy).

Observamos que se a funcao f(x) é definida e continua no intervalo (a, b)
entao satisfaz as condig¢oes do T.E.U pois, neste caso, g—i = 0.

Exemplo 3.6 Resolver o problema de valor inicial

dy _
2 =cosw 311
{ y(0) =2 (3.1)
Temos que a solucao geral é determinada por uma simples integracgao:

d
d_y = cosx <= dy = cosxdr <> y(z) = /cosxdx =sinz + C
x

Agora, usando a condicao inicial, vem:
y(0)=2<«<=2=cos(0)+C = C =1

Assim, a solugao particular, que passa pelo ponto (0,2) é y = p(z) =

sin(x + 1)(fig. 3.11).

3.4 Equacoes diferenciais autonomas

Uma equagao diferencial do tipo

) (312)

onde a variavel independente nao comparece na definicao do campo de
direcoes, é dita autonoma.
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B

/f[x]=senx +1
N~
N

Figura 3.7: Solugoes da equacao diferencial (3.11)

)

Utilizando a manipulagao formal introduzida por Liebnitz (1646-1716),
podemos escrever a equagao (3.12) na forma

d:v_ 1

— == (3.13)

dy  f(y)

cuja resolucao é obtida, como na sec¢ao anterior, isto €,
/ 1
z(y) Zx(yo)+/—dy (3.14)
f(y)

Yo
Para justificar a equacao 3.14 necessitamos que ﬁ seja bem definida no
intervalo de interesse A (f(y) # 0) e que seja continua neste intervalo A.
Pois, como Z—i = ﬁ # 0 em A, o Teorema da Funcdo Inversa garante

que existe uma fungao inversa da funcao x(y), isto é, y = F(x) tal que
48 — f(y) em A, o que justifica o procedimento formal.

Portanto, a solucao do problema de condicao inicial
E=rw
Vit (319

¢é obtida pela solucao do problema
de _ 1
{ dy (v) (3.16)

e com a inversao da fungao z(y).
Com as hipéteses de que f(y) é continua e nao se anula em A e que
Yo € A, concluimos que o problema 3.15 tem solucao, e é tnica em A

(T.E.U.).
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Observamos que o intervalo A ndo pode incluir pontos onde f(y) se
anula. Os pontos y* onde f(y*) = 0 sdo denominados pontos estaciondrios.
O problema 3.15 com condigao inicial y(xy) = y*, tem como solugao y =
o(z) = y* (constante), denominada solug¢ao de equilibrio.

As equacgoes autonomas aparecem na formulagao de uma grande quan-
tidade de modelos. Sempre que uma lei de formacao afirma que: “a taza de
variagao de uma quantidade y(t) € proporcional a esta mesma quantidade”
temos uma equagao autonoma da forma

dy
e ky (3.17)
Como, f(y) = ky ,entdao f(y*) = 0 se y* = 0. Assim, y = y* é a solugao
de equilibrio de 3.17. Agora, de acordo com os argumentos anteriores,
devemos procurar solugoes separadamente nos dois intervalos —oo < y < 0
el <y < 4o0.
Consideramos inicialmente o problema de Cauchy

# =y
{ y(x(;l) =1 #0 (3.18)

e seu problema inverso —-
de _ 1
{ dy — ky (3.19)

cuja solucao ¢ dada por

‘/ —dy+C

1
= xo—i—/ —dy = xo—i— [[Iny| — |Iny|] = xo—i—k In |
=0 Yo

z(yo)
ou seja,

In|=

= k(z —z0) <=y = |yo| "@ ™) para x € R
Yo

Exemplo 3.2 Considere a equacao autonoma

dy
= =k
I Yy +a

sua solucao geral, para y # —%, ¢ obtida considerando-se sua forma
diferencial

1
dy—da:<:>/ dy:/dx:>.r:Eln\ky+a|+C

ky+a ky+a
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Figura 3.8: Solucoes de 3.18

Portanto,

1
ky+a =00 — y = z [—a+ ek(””’c)] .Y F —%

Neste caso, y # —% ¢ a solugao de equilibrio.

Exemplo 3.7 Encontre todas as solugoes da EDO autonoma

dy B
%—f(y)—

(3.20)

A fungao f(y) = % é continua em todo R assim como % = y. Logo pelo
T.E.U. sabemos que, dado um ponto qualquer (zg, ) € R?, existird sempre
uma solugao unica y = o(x) de 3.20, satisfazendo yo = ¢ (o).

Como f(y) = % =0<«= y=1ouy = —1, entao as funcoes
constantes p(z) =1 e p(z) = —1 s@o solugoes de equilibrio de 3.20.

Agora, para y # +1, podemos escrever 3.20 na forma diferencial
dy dx

—_— = 3.21

y2 -1 2 ( )

Integrando membro-a-membro a equacao 3.21, obtemos as solucoes de 3.20
na forma implicita

y —
y+1

In

‘ =2z + C (C é uma constante arbitraria)
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ou seja,

y—1

y+1
Para explicitar as solugoes, devemos considerar as trés regioes do plano

separadas pelas solugoes de equilibrio:

R, = {(x,y)ERQ:y>1}
Ry = {(z,y) eR*:—-1<y<1}
Ry = {(z,y) eR*:y<—11}

= Ke® onde, K = ¢“ (3.22)

a) Em Ry, temos que z—ﬁ = zT_} Logo,
-1
Yo ke
y+1
Resolvendo para y temos:
Ke* +1
y=0@) = 5% (3.23)
Observamos que ¢(z) converge para 1 quando z — —o0, isto é,
Ke"+1

a:gr—noo 1 — Ke*

Ainda,
. Ke*+1
im ——— =
z—In %_ 1—-Ke*

b) Em Rj, temos

Neste caso, temos
1—Ke” ] ) 1—Ke”
im —=1¢e lm —=—
z——o0 Ke¥ + 1 z—+oo Ke* +1

c) Em Rj, é como no caso a) :

Ke® +1
y=p(x) = 1 Ke®
e os limites sao dados por:
limﬁ——le lim ﬁ:—oo

z—400 1 — Ke* mﬂln%‘*‘l—[(ex
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p00)="1

¥
X
q}(x)ztfe\
Ke'+ 1
0

P(x)=-1

=3
=[=
F

Figura 3.9: Solugoes da equagao autonoma 3.21

Exercicios 3.2: 1. Estude a equacao diferencial
dy 2
dr 22 —4

2. (Desintegragao radioativa): Seja m = m(t) a massa do material
radioativo, no instante t. Este material se desintegra proporcionalmente a
sua massa em cada instante.

a) Sabendo-se que a vida média de um determinado material radioativo
¢ de 6000 anos, determine depois de quanto tempo sua massa sera % da
massa inicial.

b) Se 100 miligramas de tério** sao reduzidos a 97,21 miligramas em
cada dia, calcule a taxa de desintegracao deste material e sua vida média.

3. Estude a equacao autonoma

dy y—2
de 2

34

4. Resolva os problemas de Cauchy

{ & =y1-y)
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para

a) y(0) =0,2;

b) y(0)=1,2.

3.5 Modelos Matematicos com equacoes
diferenciais de primeira ordem

Antes de prosseguirmos com novos tipos de equacoes diferenciais e seus
métodos de resolugao vamos apresentar algumas aplicacoes relevantes do
que ja vimos.

Modelo 4- Absorcao de drogas

Um problema fundamental em Farmacologia é saber como cai a con-
centracao de uma droga no sangue de um paciente. O conhecimento deste
fato permite estabelecer a dosagem a ser ministrada e o intervalo de tempo
de cada aplicagao. O modelo mais simples é obtido quando supomos que a
taxa de variacao da concentracao é proporcional a concentracao existente na
corrente sanguinea em cada instante. Em termos matematicos, se C' = C(t)
¢é a concentracao de droga no sangue, entao seu decaimento é dado por:

dC
— =k 24
o ¢ (3.24)

onde k£ > 0 é uma constante determinada experimentalmente e depende do
medicamento utilizado.

Suponhamos que seja ministrada uma dose inicial igual a Cj, absorvida
pelo sangue instantaneamente. Salientamos que o tempo de absor¢ao da
droga é geralmente muito pequeno se comparado com o tempo entre as
aplicagoes das doses.

A solucao de 3.24 é dada por:

C(t) = Ooe_kt

Suponhamos que depois de um tempo T uma segunda dose, de mesma
quantidade Cjy, seja administrada. Teremos entao,

Ct) = Coe™ se0<t<T
C(T.) = Coe ™ :quantidade de droga no sangue imediatamente antes da 2* dose
(

C

T,) = Coe ¥ + (C :quantidade de droga no sangue imediatamente depois da 2* dose

Assim, C(T,) passa a ser a concentracao (inicial) de droga que comega a
decair apds o tempo 1. Portanto, para 1" < t, teremos:

C’(t) _ [Coe_kT + Co] e—k(t—T) _ C’o(l + e—kT)e—k(t—T) para T < t < 2T
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Uso de Drogas
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Figura 3.10: A droga decai exponencialmente em cada intervalo entre as
aplicagoes

Continuando o tratamento, administrando outra dose de concentragao Cy
no instante 27" ,teremos:
C2T.) = Co(1+e )+
C2Ty) = Co(1+e™)e ™ 1 Cy = Co(1 + e 72
Ct) = Co(14 e T 4 e 2 h=2T) g0 2T <t

Depois da n-ésima aplicacao, a quantidade de droga no sangue sera

C(nTy) = Co(14+e e 1 Cy = Co(1 + e + 7T | 4 e )
Ct) = Co(l4e M p e ekl kD) o nT <t

As expressoes acima estabelecem as concentragoes de droga adminis-
trada periodicamente. Observamos que a expressao

(14 e *T 4 =T | 4 o~k
é a soma de uma progressao geométrica de (n + 1) termos, com o primeiro
termo igual a 1 e a razdo igual a e *T. Logo, podemos escrever
1— 6—(n+1)kT
C(nTy) = Co———7—

1 —e kT

Desta forma, se o tratamento for por tempo ilimitado, ou seja, com n muito
grande, podemos estabelecer o nivel de satura¢ao da droga

' 1— 67(n+1)kT CO
Cs = nh—>nolo Co 1 e b~ 1 _ Wl

(3.25)



3.5 Modelos Matemdticos com equacoes diferenciais de
primeira ordem 51

Figura 3.11: Saturacao no organismo de uma droga

Exercicios 3.3 (a) Conhecidos os valores de Cj e de Cj, determine o
intervalo de aplicacao T

(b) Calcule a dosagem C quando sao conhecidos Cs e T

(c) Se a um paciente é dada uma dose inicial igual a Cs e, depois de
um tempo T é administrada uma dose de concentracao C*, de modo que
a concentragao retorna ao nivel inicial, mostre que para este tratamento
periodico é necessario que

C*=Cy(1—e™)=(,
(d) Se a primeira dose é Cjy, a segunda é %, a nésima é %, entao como
devem ser os intervalos de tempo de administracao da droga para que se
atinja o mesmo nivel de saturacao com dosagens iguais?
Modelo 4 - Dinamica populacional

Modelo Malthusiano
Seja P o numero de individuos em uma populagao animal ou vegetal.
Este ntimero é dependente do tempo e assim podemos escrever

P
— = P(t) (3.26)
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Na realidade, P(t) assume somente valores inteiros sendo pois uma
funcao discreta de t. Entretanto, quando o nimero de individuos é sufi-
cientemente grande, P(t) pode ser aproximado por uma fung¢ao continua,
variando continuamente no tempo.

Admitimos que a proporgao de individuos reprodutores permanece cons-
tante durante o crescimento da populacao. Admitimos também que as taxas
de fertilidade n e de mortalidade m sejam constantes. Estas hipoteses sao
realisticas em uma populacao grande que varia em condicoes ideais, isto é,
quando todos os fatores inibidores do crescimento estao ausentes (a espécie
tem recursos ilimitados e nao interage com competidores ou predadores).

Temos que o = n—m (coeficiente de natalidade menos o de mortalidade)
é a taxa de crescimento especifico da populagdo P(t), aqui considerada
constante. Assim,

P(t+1)— P(t)
P(t)
Esta formulacao matematica indica que a variacdao relativa da populagao
é constante ou, em outras palavras, que a variacao da populacao é propor-

cional a propria populagcao em cada periodo de tempo.
O modelo discreto (tempo discreto) de Malthus ¢ dado por

=n—m=a. (3.27)

P(t+1) — P(t) = aP(t). (3.28)

Considerando dada a populagao inicial P(0) = P, a solugao de (3.28) é
obtida por recorréncia da expressao:

Pipi=(1+a)P,
{ P(0) = Py (3.29)
ou seja,
P=(a+1)R (cf. equagao 1.4) (3.30)

Assim, dados dois censos Py e P, a taxa de crescimento demografico em
t anos é obtida de (3.30), fazendo

P
(a+1)=P/Py=a= ’t/Fé - (3.31)

Por exemplo, se a populagao do Brasil de 1940 era Py = 41.236.351 e,
dez anos depois, Py = 51.944.397, entao a taxa de crescimento populacional
média (relativa), entre 1940 e 1950 foi de:

10151944397
=== —-1=1,02 —1=0,02
o 11936351 , 0233539 0,0233539
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ou, aproximadamente, 2.3% ao ano.
Se consideramos as populagoes entre os censos de 1940 e 1991 quando a
populagao era de 146.825.475 habitantes, o é dada por

11146825475 .
a= 7 11236351 1 = 0,0252131, o que nos permite afirmar que a

populacao brasileira cresceu a uma taxa média de, aproximadamente, 2,5%
ao ano nestes 51 anos.
Lembrando que P, = (1 + «)' Py pode ser escrito na forma exponencial

Py = Pyt (3.32)

Podemos comparar a solugdo do Modelo de Malthus discreto (2.29) com
a solugao do o modelo continuo correspondente, considerando que

ap ’ P(t + At) — P(t)
At At At

e que P(t+ At) — P(t) = BP(t)At (modelo discreto).
Assim, podemos escrever o modelo continuo por:

dP
— = [BP(t
{ dt BP() (3.33)
P(0) = PRy
cuja solucao ¢ dada por
P(t) = Pye?

Portanto, os modelos discreto (com taxa «) e continuo (com taxa ) forne-
cem a mesma solu¢do quando S = In(1 + «).

Se considerarmos o modelo Malthusiano para projetar a populacao bra-
sileira, teremos o = 0,0252131 para o modelo discreto e 8 = 0,0249 para o
continuo.

A equacao

P(t) = 41,236e"024 (3.34)

fornece a populagao (em milhoes de habitantes) em cada ano t (veja Tabela
3.1)
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Periodo | Censo demog. | mod. discreto | mod. continuo
1940 41,236 41,236 41,570
1950 51,944 52,896 53,698
1960 70,992 67,851 69,365
1970 93,139 87,036 89,602
1980 119,003 111,645 115,744
1991 146,825 146,822 153,389
1996 156,804 166,288* 174,335

Tabela 3.1: Projegao de crescimento exponecial da populagao brasileira(em
milhoes de habitantes)

Observacao:
Se ajustarmos o valor de (3, usando os dados dos censos de 1940 a 1991,
obtemos

B =0,0256

e a curva ajustada é

P(t) = 41, 57¢%02%6 (3.35)

Tanto a expressao (3.34) como a (3.35) dao uma projegdo para 1996 su-
pervalorizada (veja Tabela 3.1) o que demonstra que considerar a taxa de
crescimento média constante nao é uma boa estratégia neste caso, pois a
populacao ira aumentar indefinidamente, o que é irreal.

Modelo Logistico continuo (Verhurst)

Se observamos a Tabela (3.1) vemos claramente que entre censos conse-
cutivos, a partir de 1950 as taxas de crescimento relativo tendem a diminuir
com o tempo. O primeiro modelo que atende a variacao da taxa de cresci-
mento (ou razao intrinseca do crescimento populacional) foi formulado pelo
matematico belga Pierre F. Verhurst em 1837. O Modelo de Verhurst supoe
que uma populagao, vivendo num determinado meio, devera crescer até um
limite mdximo sustentdvel, isto é, ela tende a se estabilizar. A equacao in-
corpora a queda de crescimento da populagao que deve estar sujeita a um
fator inibidor de proporcionalidade. Este modelo teve um impacto maior
quando, no inicio do século XX, os pesquisadores americanos R. Pearl e L.
Reed utilizaram-no para projetar a demografia americana ([1], pp.86-87).

O modelo de Verhurst é, essencialmente, o modelo de Malthus modifi-
cado, considerando a taxa de crescimento como sendo proporcional a po-
pulacdo em cada instante. Assim
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dP
— =p[(P)P 3.36
= B(P) (3.36)
Poo - . ~
com B(P)=r iz ,7 > 0 e Py sendo o valor limite da populacao.

Desta forma f(P) tende a zero quando P — P...
Explicitando B(P) na equagao (3.36), e supondo que P(0) = Py seja
dado, temos o modelo cléssico de Verhurst ou modelo logistico:

(3.37)

Observamos que P(t) = 0 e P(t) = P, sao solugoes da equagao diferen-
cial dada em (3.37). A solucdo analitica de (3.37) é obtida por integragao
apos a separacao das variaveis, isto é,

/P(l—d—l;/&.f/”“

Usando a técnica das fragoes parciais para resolver a integral do 1° membro,
obtemos

Logo,

P
1— —
.

P(t)
1_P(t)/Poo

In

‘:rt—i-c

Usando a condi¢ao inicial P(0) = Fy, podemos determinar o valor da cons-
tante de integracao c:

| Py | ‘ Py Py
c=1In =1In
—E| T "E-r
Portanto
P(t)Py PyP
| =rt+1
" (Poo—mt))‘ e S

ou seja,
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P(Px — ) P Fy "t
In|———5| =1t = e
Py(Py, — P) Po—P Pox—H
Explicitando P(t), temos
Py PPy
P(t) = = 3.38
D= e~ e mpein O

A curva P(t) é denominada logistica (fig. 3.12) e, de sua expressao (3.39),
podemos observar que

a) Se Py < Py entdo Py < P(t) < Py e P(t) tende a P, crescendo. Neste

caso a equacao (?7) mostra claramente que ’ > 0;

b) Se Py > Py entao P(t) tende a P, decrescendo (verifique que, neste
— < 0);
caso, — );

¢) Da equagao (3.37) temos que

ou seja, o como funcao de P, é uma parabola com concavidade voltada

para baixo (veja fig. 3.12) e cujas raizes P = 0 e P = P,, sao os pontos
de equilibrio ou solu¢ées de equilibrio da equagao diferencial (3.37), pois

dP
—— = 0 nestes pontos.

dt

P
d) Como r > 0, temos que o é crescente se 0 < P(t) < ?‘O e decres-

P o : .
cente se > < P(t) < Py. O valor maximo de , relativamente a P, é

dt
Po .. . : .
atingido quando P = 5 isto é, quando a populacao for igual a metade
da populacao limite.
Py . .
e) Se considerarmos em (3.38), P(t) = - podemos determinar o ins-

tante t,, em que a populagao atinge a maxima varia¢ao:

Poo POPoo rt Poo - PO
— = = et = =—
2 (POO—P())B_rt—f—Pg PO
e portanto
1, Po—F
by = —In —=2—-2 (3.39)
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P.lh.

tm

Figura 3.12: Curva logistica

considerando que Py < ?’O
Assim, para t = t,, temos:
Py
., dP Py Po/2\ r
11) Eh:tm == 7’7 ( - K) == ZPOO >0 (341)
i) d2P’ _dP 2r _dP  dP ) 2P _0
W et = T e T Po) |pore

logo t = t,,, ¢ um ponto de inflexio de P(t). Desta forma,

Py
-SePOIT = t,=0

Se ?’O < Py< P, = acurva nao tem ponto de inflexao.

Modelo 5- Resfriamento de um corpo

Se um corpo de temperatura 7', que nao possui internamente nenhuma
fonte de calor, é deixado em um meio ambiente com temperatura 7,, entao
a temperatura do corpo tende a se igualar a temperatura do meio ambiente.
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Assim, se T' < T, o corpo se aquecera e, caso contrario, ira se esfriar.

A temperatura do corpo, considerada uniforme, é uma funcao do tempo
T = P, e, pode-se verificar que quanto maior for o valor de |T' — T,| mais
rapida sera a variacao de P,. Newton evidenciou este fato enunciando a Lei
de Resfriamento: " A taza de variacao da temperatura de um corpo (sem
fonte externa) é proporcional a diferenca entre sua temperatura e a do meio
ambiente”.

A formulacao desta Lei em termos matematicos é a equacao homogeénea:

% = _"{(T - Ta)
{ T(0) = T, (3.42)

onde, k > 0 pois se T' < T, Cé—f>0 esel >1T,, %<0.

Observamos que T'(t) = T, é a solucao de equilibrio de 3.42 e significa
que se a temperatura de um corpo é igual a do meio ambiente, entao ela
nao ira variar.

A solugao de 3.42 é obtida, considerando

%:—mdt@/%z/—%dt

Integrando ambos os membros, teremos
n|(T-T,|=-xt+C

ou seja,
Tt)=T,+ Ke™ ", K constante real

Usando T'(0) = Ty, obtemos K = Ty — T,. Logo, a solugao do problema de
Cauchy 3.42 ¢é dada por:

T(t) =T, + (Ty — T,)e "™ (3.43)

Observamos que, neste modelo matematico, a temperatura do corpo
"atinge”a temperatuta ambiente somente no limite em que t — 4-00; entre-
tanto, na realidade,a temperatura ambiente ¢ atingida sempre num tempo
finito! Este fato pode dar a impressao que o modelo nao se presta para si-
mular situagoes reais de estabilidade; entretanto em termos de modelagem
matemadatica t — 400 deve ser interpretado por: 7t assume wvalores rela-
tivamente grandes comparados com a evolugcao das varidveis”. Podemos
denotar por t,, 0 tempo necessario para que o corpo atinja 99% da tempe-
ratura ambiente. Em termos numéricos isto significa que, se o érro relativo
for de 1% ou menos, podemos considerar T'(¢) como sendo praticamente Tj,.
Aplicando na equacao 3.29, vem
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99
+ 22T = T, 4+ (T — T, )e <t
100 +(To = To)e
T
e = 10,01
€ T,
T
—ktss = Inl0,01—2
K HOOTO—Ta
1. 100(T, — T,
B N 5

Aplicagao: O coeficiente de resfriamento de uma pessoa adulta quando
morre é aproximadamente k = 1,3. Agora, se o ambiente onde esta sendo
velado o corpo estd a uma temperatura de 25°C, podemos determinar o
tempo que levara para que a temperatura do corpo seja proxima da tempe-
ratura ambiente.

Supondo que Ty = 36, 5°C, temos

100(36,5 — 25)
25

1
too = —1
1,3 n‘

‘ = 2.945hs

Se quizermos cometer um érro relativo menor ou igual a 0,1%, devemos

tomar T'(ty) = %Ta. E, neste caso,

1 1000(36,5 — 25
toeo = — In (36, ) =4,Tlhs
1,3 25

Observacao:- Dada a equagao homogénea

dy

— = b 3.44

oo = ay+ (3.44)
Considerando que seu ponto de equilibrio é y* = —g, substituindo este

valor na equagao 3.30 obtemos sua equacao equivalente, isto é,

dy b .
= aytb=aly——)=aly -y

3.6 Equacao com separacgao de variaveis

Uma equacao diferencial de primeira ordem é dita separdavel, ou de
variaveis separadas, se puder ser posta na forma:

&y _ 9(@) (3.45)

dz — f(y)
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ou na forma diferencial, usando o formalismo de Liebnitz,

f(y)dy = g(z)dx (3.46)

onde, as funcoes f e g sao continuas em algum intervalo de R.
Integrando a equacao 3.46 membro-a-membro, obtemos:

Fly) = / F(y)dy = / g(x)dz = G(x) (3.47)

Se pudermos inverter a funcao F, a solugao de 3.45 serd y = ¢(z) =

F~YG(x)).

Exemplo 3.8 Consideremos a equacao

j—i =231 +y) (3.48)
Neste caso, temos g(x) = 2% e f(y) = ﬁ Observamos que a funcao f(y)
nao é continua para y = —1 e a fungao constante ¢(r) = —1 é a solucao
de equilibrio de 3.33. Assim, podemos separar as solucoes para y < —1 e
y > —1.

Suponhamos que y < —1 e integramos membro-a-membro a equagao
3.33 na forma diferencial, isto é,

d
Ay / A
1+y
e, obtemos
.’]74
In(|1 +y|) = 7 1t¢ (3.49)

e,comoy < —1,entdo |1 +y| = —1—y = In(|1 + y|) = In(—1—y). Agora,
explicitando y em 3.34 temos

Z4 x
y=—1—e17%=_—1—Ker , K¢ uma constante real.
Para y > —1, a solugao seréa:

24
y=—1+Ke7t

Observamos que nem sempre podemos inverter a fungao F(y) dada na
expressao 3.47. Neste caso, deixamos a solucao na forma implicita 3.47.
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Exemplo 3.9 Consideremos a equacao:

dy _yl=2+2) (3.50)
de  z(1—2y) '
Temos que a funcdo g(x) = @ nao ¢ continua para x = 0. Por outro

lado, a funcao f(y) = % também nao é continua para y = 0. Separando
as variaveis e escrevendo 3.50 na forma diferencial, temos:

1—-2 —2

(-2), (245,
Y x

Integrando membro-a-membro a expressao anterior vem:

1—2
/%dy = Injy|—-2y+Cy, y#0

—2
/ﬂda’ = 2nfz|+2+Cy x#0

T

Neste caso, a solucao de 3.50 é dada na forma implicita
Inly| —2y=—2Inz|+2+C
Equagoes da forma diferencial:

fiy)g(x)de = fay)ga(x)dy (3.51)

onde os coeficientes das diferenciais sao decompostos em fatores que depen-
dem somente de x ou de y, sao também equacoes com variaveis separadas.
Dividindo ambos os lados da expressao 3.51 por fi(y)g2(z), obtemos:

gl(x)dm . f2(y)

() fily)

dy

A integral geral desta equacao ¢é dada por:

g1(x) _fz(?/) _
/@m“ fy ™ =C

Observamos que a divisao por fi(y)gz(x) pode acarretar a perda das
solugdes particulares que anulam f(y) ou ga(x).
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Exemplo 3.10 Dada a equagao
xcosydy = (x + 1) sinydz

Considerando intervalos de R, onde = # 0 e y # km, podemos escrevé-la na

forma
cos Y r+1

dy — dr =0

sin y

Integrando, obtemos

1
/cosydy_/m—i— de = C<=lInlsiny|—[z+In|z|]=C

sin y T
sin
= In A +C
s1ny’ — Kot = MY 4 Oy = arcsin(x + Ke)
x x

Obtivemos esta solugao geral dividindo cada membro da equagao origi-
nal por z siny, supondo que z siny # 0. Igualando cada fator deste produto
a zero, temos, respectivamente, x = 0 e y = km (k = 0,£1,£2,...). Subs-
tituindo estes valores na equacao inicial comprovamos que y = km e x = 0
sao solugoes desta equagao.

Exercicios 3.3 - Resolva as equagoes

1) &=yl Resp.: y = e ¥92

2) (14 y?)dz = (1 + 2?)dy Resp.: ¢ +y =C(1 — zy)

3) &= ——(1152) Resp.: 2%(1 +y?)=C

4) Z—g = sin(z — y) Resp.:  + C = cot g(45* + %)

Modelo 6 - Principio da Alometria

O principio da alometria, muito utilizado em biomatemética, estabe-
lece que, num mesmo individuo, “a razao entre os crescimentos especificos
(relativos) de seus orgaos € constante”.

Sejam z(t) e y(t) os “tamanhos” dos 6rgaos ou partes distintas do corpo
de um mesmo individuo, num instante . Entao, o modelo matemaético que
traduz o principio da alometria é dado por:

1dx 1dy
—_— = ——
x dt y dt

com z(t) > 0, y(t) > 0 para todo t > 0, onde « ¢ a taxa de proporciona-
lidade do crescimento relativo, ou coeficiente de alometria.

(3.52)
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Na equagao (3.52) as varidveis = e y sao dependentes de t. Usando a
regra da cadeia podemos escrever (3.52) na forma de uma equagao autéonoma
onde o tempo t nao aparece explicitamente, ou seja,

d d 1
o al ou &Y (3.53)
dy Y de aw
Separando as variaveis e integrando, obtemos
d d
_x:a/_y = Inrx=alhy+k
x Y
onde k ¢é a constante de integracao que pode ser escrita na forma
k=Ina (a>0).
Entao,
Inz =In(ay®) = == ay” (3.54)

A equagdo (3.54), solugao de (3.53), fornece a relag¢io alométrica entre as
variaveis x e y.

Aplicagao 1- Crescimento de Peixes (modelo de von Bertalanffy)
O peso p(t) de cada espécie de peixe, dado pelo modelo de von Bertalanffy
estabelece que “o crescimento do peso do peixe € proporcional a drea de sua
superficie externa (anabolismo) e o decaimento é proporcional d energia
consumida (catabolismo)”
% —aA— Bp (3.55)

onde,

a é a constante de anabolismo, representando a taxa de sintese de massa
por unidade de area do peixe;

[ é a constante de catabolismo, representando a taxa de diminuicao da
massa por unidade de massa.

A 4rea A da superficie externa é proporcional a p*/®. Isto é dado pelo
principio da alometria.

De fato: temos que

® 0 peso é proporcional ao volume e

e 0 volume é proporcional ao cubo do comprimento = p = k3.

e a 4rea é proporcional ao quadrado do comprimento = A = kyl?.

Portanto,

A = kp¥?



64 Equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem

Entao, o modelo de von Bertalanfly para crescimento (em peso) de
peixes é dado por

% = ap?® — Bp (3.56)
que é uma equacgao de Bernouli e serd analisada na préxima seccao.
Do Principio da Alometria, podemos obter também um modelo para
o crescimento em tamanho (comprimento do peize).
Consideremos | = [(t) o comprimento de um peixe no instante t, a
relacao alométrica entre peso e comprimento é:

dp  dt
AL s (1) = bp(t)
p

Aplicando esta relagdo em (3.41), obtemos

2/3 dl
ap”® —Bp & _1y3 dl
— =< = A — B = —
D 14 (ap 2 dt

O valor de \ depende da espécie considerada, variando com a forma

A

do peixe, para A < 3 se tem a forma “arredondada” e A\ > % se for lon-

gelineo. Consideramos, por simplicidade, A\ = % , de acordo com a alometria
isométrica p = k® ou £ = bp'/3.

Substituindo p~'/3 pela expressiao alométrica, o modelo de crescimento
em comprimento de peixes é dado pela equacao autonoma:

dl
0(0) ~0
A equagao (3.57) pode ser escrita na forma
arl ba
pri BA (E — €) (3.58)

cuja solugao que pode ser obtida por separacao de variaveis, considerando
£(0) ~ 0, é dada por (verifique):

b
0t) = (1 — =P (3.59)
8]
ba .
Podemos observar que quando t — oo, £(t) = — = lpax (comprimento

maximo) e portanto
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gmax - b(pmax) 1/3

A equacao

0(t) = lpax(1 —£7); 7 = BA (3.60)

¢ denominada equacao de von Bertalanffy para o crescimento, em compri-
mento, de peixes.

As equagoes de von Bertalanffy (3.56) e (3.60) sao baseadas, fundamen-
talmente, no processo inibitorio dos crescimentos, em peso e em compri-
mento. O calculo dos valores assintoticos pmax € fmax pode ser realizado
pelo método de Ford-Walford (veja projetos de modelagem).

3.7 Equacoes homogéneas

Uma funcgao f(z,y) é homogénea de grau n se

fQz, dy) = A" f(z,y) (3.61)

Exemplo 3.4- f(z,y) = 22 +zy+y?* é uma funcao homogénea de segundo
grau pois f(Ax, \y) = N22% + Az )y + A?y? = N2 f(z,9).
Se f(z,y) é homogénea de grau zero, entao

fOw Ng) = flay) = F1.2) = F()

Em analogia com esta defini¢ao, dizemos que uma EDO

dy
dr f(z,y)
¢ homogeénea se a fungao f(z,y) for homogénea de grau zero, isto é,
dy y
— =F(= 3.62
Y- r) (3.62)

Para resolver uma equacao homogénea, o caminho natural é fazer a

mudanca de varidvel z = £ &y = 20 = g—g = acg—; + z na equagao 3.62.
d
xé +2=F(2)
ou J F2)
z z)—z
_— = 3.63
dx x ( )

que pode ser resolvida separando-se as variaveis.
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Exemplo 3.5- Resolva a equacao

dy _zty
dr  x—y

Observamos que a funciao f(z,y) = ¥ nao é definida na reta y = x e,
G o=y

portanto, nao devemos esperar que existam soludes passando por pontos
desta reta. Fora desta reta f é continua e com derivadas continuas em
relacao as variaveis x e y.

Temos que f(Ax, \y) = 22t

Ar—Ay

a 1 — dy _ ,.dz ~ .
grau zero. Entao, considerando y = zx = 72 = x2Z + 2, a equagao original
pode ser escrita na forma

= i—fi’, = f(x,y) = f é homogénea de

dy 1+7% dz+ 1+ 2 dz 11+ 2°
_— = €r— z = —__>—:—
dx 1—% dx 1—=2 dr x 1—2

que pode ser resolvida separando as variaveis e integrando

1— 1
Zdz:—dx:>/
14 22 x

1—2
14 22

1
dz = / —dz+C
x
e portanto,
1
arctg z — Eln(l—i—zQ) =lnz+C
Entao, a solucao da EDO, na forma implicita é:

y 1 y\?|
arctg; §{ln(1+<—>}—1nx+0

Xz

Exemplo 3.11- Uma equacao diferencial do tipo

@ _ar+by

= 3.64
dxr  asx + by ( )
onde, a, as, by e by sao constantes, é homogénea.
Se considerarmos a equagao
d +0b
T _ Gl T’y (3.65)

d_Z/ B az + by

verificamos que 3.64 e 3.65 tém a mesma solucao geral nos pontos em que
forem simultaneamente definidas as fungoes

a1x + by 1
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Se o ponto (0,0) é o tnico ponto de descontinuidade simultanea para
ambas as equagoes elas sao ditas equivalentes; neste caso, o ponto (0,0)
¢ chamado ponto singular isolado. O estudo das solucoes na vizinhanca
do ponto singular é de grande interesse nos problemas de estabilidade das
solucoes.

Equacoes quase homogéneas

Equacoes do tipo
dy  axx + by + 1
dr a1x + b1y + co
onde, ay,as, by, bs, c1 € co sao constantes, ¢ denominada quase homogeénea.
A equagao 3.66 nao é homogénea mas uma mudanca de variaveis que leva
o ponto singular de 3.66 na origem (0,0), transforma-a numa equacao ho-
mogenea.
O ponto singular de 3.66 ¢ a raiz do sistema

(3.66)

a2x+b2y+61:0
a1$+b1y+02:0

sendo pois dado por:

<b201 —bicy ascy — a102)

bray — b2a1’ bias — beay

Entao, devemos tomar a mudanca de varidveis

S =
y= v+ HEEE
Exemplo 3.12 Encontre a curva integral que passa pelo ponto (1, —3)
e satisfaz a equacao
dy x+y-+2
dr ~ z+1

nos pontos em que x # —1.
ztyt2 o & — 1 454 descontinuas no

Solugao: As fungoes f(z,y) = “ 5= e iy = T
conjunto A = {(—1,y) € R* y € R}. Como o ponto (1,—3) ¢ A, entao o
T.E.U. garante que existe uma tnica solugdo y = ¢(z) com (1) = —3.

A equagao é quase homogénea e seu ponto singular é (—1, —1) . Tomamos
entao a mudanga de variaveis

r=u—1 :>@—d—v
y=v-—1 dr  du
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e a equacao original fica sendo:

dv  (u=1)+@w-1)+2 u+tv v
du (u—1)+1 o u

que ¢é agora homogénea. Fazendo

v dz dv )
r=——v=z20—z4+u—=—=14+—-—=1+4+ 2.
U du du U
obtemos a equacao
dz_l
du u

cuja solucao geral é
z=1Inlu|+C = In|Ku|

onde K = InC (C > 0 é uma constante de integragao arbitraria). Como
z=1=v=uln|Ku|
Finalmente, retornando as variaveis iniciais teremos

y+1=(z+1)In|K (z+1)] ,comx# —1.
ou
y=w)=(+1)h|K(@+1)]-1
Usando a condicao inicial ¢(1) = —3, teremos:
1
—3:21n2K—1:>1n2K:—1:>K:2—
e

Portanto, a solugao particular do problema de valor inicial é dada por:

|(z + 1)

o(z) = (z + 1) {m —1}—1, (x# —1).

Exercicios 3.4- 1) Estudar a equagao homogénea

dy_
de  x—vy
e sua equivalente
dr  x—y
dy y

2) Resolver a equagao
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Resp.: y = ¢(z) = zsinlnCz
3) Estude as equagoes equivalentes

dy de  y—=x

= e — =
dev y—=x dy x

4) Estude a equagao
dy z=+1

dr  y+ux

3.8 Equacoes lineares de primeira ordem

O tipo de equacoes que vamos apresentar agora € bastante simples na
sua forma, mas apresenta varias idéias que serao generalizadas depois, o
que torna seu estudo mais importante.

Uma equagao diferencial de primeira ordem é linear se for da forma:

dy

o T hi2)y = g(2) (3.67)
onde, h e g sao definidas e continuas num intervalo (a, b) C R, o que satisfaz
o Teorema de existéncia e unicidade para todo = € (a,b).

A equacao 3.67 é dita linear porque a operacao [% + h(x)}, efetuada
sobre y é uma operacao linear, ou seja,

[% + h(x)] (a1 +12) = @ {% + h(w)} (1) + {% + h(@} (42)

Vamos apresentar agora dois métodos gerais para resolver a equagao 3.67.

Método do fator integrante

Podemos observar que a expressao

[@ + h(x)y] (3.68)

dx
¢é "quase”a derivada de um produto de fungoes. Se assim fosse, a solugad
da equagao estaria reduzida a uma simples integragao. Suponha entao que
exista uma funcao A(z) que multiplicada pela expressao 3.68 nos dé:

dy d

M) 22+ M)y () = - N@)y(o)]
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A fungao A(z) deve portanto satisfazer a equagao:

dil(‘”) = Az)h(z) <= % = hdz <= Az) = &/ 1=
i

A(z) é denominado fator de integragao.
Aplicando o fator de integracao na equagao 3.52 temos

el | % 4 ey | = L [owre! ] = glarel

dx T

Logo,
y(z)el M — /g(x)efhdzdx +C

Entao, a solucao geral de 3.67 é:
y=p(z)=¢ I [/ g(x)el M dy 4 C (3.69)

Exemplo 3.13 Resolver a equacao linear

d 1
v =221
de x+1
Observamos que aqui a fungao h(z) = —ILH nao ¢é definida para z = —1,
portanto devemos procurar solucoes fora deste ponto.
O fator integrante ¢ dado por: A(z) = e/ #1% = ¢~lnl@+) — —
Logo,
1 dy 1 _d y | g)
r4+1|de xz+1| delz+1] x4+1
Portanto,
LA /g(x)dx—kC':/(x—l)dx—FC’
r+1 r+1
72
= | == C
(5-7+0)
E portanto
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Método da variagao da solucao homogénea

Quando na equacgao (3.68) tivermos g(x) = 0, diremos que a equacao é
linear homogénea

dy
= h =0 3.70
Y h(a)y (3.70)
A solugao geral de 3.70 pode ser simplesmente obtida por separagao de
variaveis
dy
— = [ —h(x)dx <= Iny = — | h(x)de +C
)
ou

y=p(x) = Ke [ h(@)dz (3.71)

Consideremos a equagao linear ndo homogénea 3.68 (¢g(x) nao é identi-
camente nula), o método de variagao da solugdo da homogénea consiste em
procurar um parametro variavel K (z) de modo que a solugao da equagao
3.67 seja da forma

y = p(x) = K(x)e [ H0* (3.72)

Substituindo 3.72 na equacao 3.67, obtemos
dK

_K(m)h(x)e*fh(x)dx + Eeffh(x)dx + h(w)K($)€ffh(a:)dx _ g(x)
Logo,
dK J h(z)dx [ h(z)dz
o = 9@l M — K (@) = [ gla)el " de + C

Substituindo esta expressao em 3.72 obtemos a solugao geral de 3.67:

o) = | [ glalel Mok 4 ] e sre

igual a obtida em 3.69.

Exemplo 3.14 Resolva a equagao

ay (tgt)y + cost Tl
- = cost ; —— —
at -~ VIV P9 2

Solucao: os coeficientes sao func¢oes continuas no intervalo (—%, %) .

Vamos procurar inicialmente a solucao geral da homogénea associada,
isto é, da equacao
dy

pri (tant)y
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Separando as varidveis e integrando, obtemos

/@:/smt dt = In|y| = —In|cost| + C
Y

cost

A constante de integragdo C' (arbitraria) pode ser colocada na forma C' =
In A. Assim, podemos escrever

A

vl = |cos |

No intervalo —5< ¢t <7, temos |cost| = cost. logo,
a)Sey>0=y=5;
b)Sey<0=y=—2;

Portanto, a solucao geral da equacao homogénea ¢é

B K
y_cost

K(z)

cost

Considerando agora K = K(z) e substituindo y = na equagao linear

original, obtemos

cost%—FKsint sint K
= —— 4+ cost
cos?t costcost
2
= — =cos“t
dt
Portanto,
1 + cos 2t 1 1 .
K(t) = /cos2tdt :/Tdt = §t—i— ZSlnt+C

E a solucao geral é entao dada por:

1 {1, 1
=p(t) = ~t+ —sint 4+ C
y=el) cost {2 —'—ZLSHl - }

Exercicios 3.4 - Resolva as equacgoes

dy oy _
L S—9=t

2. %+y:3

3. Z—g—y:cos%c

4. % 4 pp =t
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Modelo 7 - Digestao de ruminantes Os animais ruminantes possuem
um sistema complexo para digerir os alimentos. Simplificando, podemos
dizer que eles engolem o alimentos sem mastigar, indo para a primeira ca-
vidade do estomago chamada rume. Apds serem ruminados estes alimentos
seguem para o abomaso (coagulador), onde sao digeridos. Posteriormente
seguem para o duodeno e, em seguida sao eliminados em forma de fezes. Se
desejamos conhecer o efeito do alimento em cada compartimento, devemos
saber como se da o fluxo deste em todo periodo da digestao.

Vamos considerar que o fluxo de alimentos entre os 3 compartimentos se-
lecionados se da de uma maneira continua; O modelo matematico, proposto
por Blaxter, Graham e Wainman (1956) é o seguinte:

dycall_z . —/j1x
z2=Q—x—vy

onde, as variaveis de estado sao:

x = z(t) a quantidade de alimentos no rume, no instante t;

No inicio, z(0) = Q.

y = y(t) a quantidade de alimentos no abomaso, no instante t; com
y(0) = 0.

z = z(t) a quantidade de alimentos que chegou no duodeno até o instante
t; com z(0) = 0.

@ a quantidade total de alimento ingerido no processo (constante).

Os parametros k; sao as taxas de transferéncias entre os compartimentos,
consideradas positivas.

A solugao do sistema 3.73 se reduz a resolugao de suas equagoes indivi-
dualmente; Senao vejamos:

Considerando somente a primeira equacao do sistema 3.73 temos um
problema de valor inicial

{ (jl_i = —k'll’

z(0) = @

cuja solugao é dada por: z(t) = Qe ™! Substituindo esta fungdao z na
segunda equacao de 3.73 obtemos outro problema de valor inicial

{ % = k1Qe ™" — kyy
y(0) =0

cuja equacao diferencial é linear e nao homogénea. Vamos resolveé-la usando
o método da variacao da solucao homogénea;
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A solucdo geral da homogénea associada é y(t) = Ke *2!; tomando
K = K(t) e substituindo y(t) = K(t)e~**' na equacao diferencial, obtemos
dK
_kZKe_k2t + %G_kﬁ = lee_klt - k’gKG—th (374)
ou seja,
dK k1 Q
_ k kg k1)t _— K /k (kgfkl)tdt — 1 (kg*kl)t Cf
2 = e ()= [ kaQe CET *
Portanto,
kl@ (k:2 } —kot le —kqt —kot
_ fpOleht = —= e Ml 4 Ce
R CE N (ks = k)
Usando a condicao inicial y(0) = 0, temos
le —kqt le —kot
= ——e 4+ ——e ky # k 3.75
(k?g—kfl) (kl_kQ) ( 27& 1) ( )
Se tivermos ks = kp, entao, ja na equagao 3.74 tiramos
dK

o =kQ = K(t) =kQt+C

e, neste caso, considerando a condigao inicial y(0) = 0 = C = 0¢ a
solucao é dada por:
y = k1Qte ™! (3.76)
Com a terceira equagao de 3.73 determinamos z(t):
Se (kQ ?A kl) : Z(t) - Q - Qeiklt - [(kflil) 7k1t + ( le
k1@ —kit —kat] .
Q - (k21—k1) [k2e "= kle 2} )
Se (kg = kl) — Z(t) = Q [1 — te_klt (1 + le)} .
Podemos observar que quando t for muito grande, nao haverd mais ali-
mentos em x e em ¥, e tudo terd chegado em z. Em termos mateméticos
escrevemos

—kot _
—k2) €

lim z(t) = lim y(t) =0 e lim z(t) = Q

t—o0 t—o00 t—o00

3.9 Equacoes especiais

Até o momento resolvemos um numero muito reduzido de tipos de
equacgoes diferenciais de primeira ordem mas, na verdade, existem pou-
cos tipos destas equagoes que podem ser resolvidos por meio de métodos
analiticos. Muitas vezes devemos fazer uma mudancga conveniente da variavel
dependente e transformar a equacao original numa equacao linear. Algu-
mas equagoes ganharam notoriedade por suas aplicagoes e foram batizadas
com o nome de seu criador. Veremos, a seguir, algumas destas equacoes.
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Equacoes de Bernoulli

Uma equagao ¢é dita de Bernoulli se for da forma

W4 ooy = hz)y" (3.77)

dx

onde, g e h sdo fungoes continuas em um intervalo (a,b) C R e n é uma
constante qualquer.

Observagoes:

o Se xy € (a,b), entdo o problema de valor inicial yg = () tem uma
tinica solucdo se n = 0 ou n = 1 (Verifique);

o Sen =0, a equagao 3.77 é linear;

o Sen =1, a equagao 3.77 é linear homogénea;

Vamos entao supor que n # 0 e n # 1— Considerando na equagao 3.77
a mudanca de varidvel

y==z
obtemos:
k;zk_lﬁ + g(x)2" = h(z)*
dz
ou p (2) o i
z  glxr) z 25
dx * k2l Mz) Zk—1 (3.78)

e, para que a equagao 3.78 se torne linear basta considerar kn— (k—1) = 0,
1
ou seja, k = 1% Portanto, tomando y = 27—, obtemos a equacao linear

"

dz  g(x)

Exemplo 3.15 Resolva a equagao

dy N
A =0 3.79
T =Yty (3.79)
Solugao: Para z # 0, podemos escrever a equacao na forma de uma

equacao de Bernoulli

11,
dr =z
1
Assim, tomando y = 2173 = 27 = % — —1,-34= Qupstituindo estes
T 2 dx

valores na equacao original obtemos a equacao linear:

dz 2 2

—tz= (3.80)
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onde as fungoes g(x) = h(z) = 2 sao continuas para z # 0.

Consideremos inicialmente a linear homogénea

dz+2 0
_ —z =
dr =z

que pode ser resolvida por separagao de variaveis

2 2
%: dx:/@:/——dx:hﬂd:—21n|x|+C’:1n
z x

xr2

z T

Portanto,
A A
x x

como z = 0 também é solucao da equacao homogénea, entao sua solugao

geral é dada por
K

Considerando agora z = Kx(f ) e substituindo na equacao 3.80, vem

dz  Ea?— 2K 2K 2

dx x4 rx? x

Logo,
dK
— =2r= K(z) =2 +k

dx
Portanto,
2+ k

z(x)

Como y = z_%, entao a solugao geral de 3.79 é

x2

{x2—|—k}§ i

xTr) =
y(@) 2?2+ k

T2

Exemplo 3.16 Resolva a equagao de Bernoulli

d
x3—y = ny + y4tgar

dx

. . . _1 ~
Solugao: Considere a mudanga de varidvel y = 273 para obter a equagao

linear
dz 3 3t (z)
— = ——z— —tg(x
dx T 3 g
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A solucao geral da homogénea associada é

K
z(x) = 3
Considerando z(x) = Kx(f ) na equacao linear vem:
dK
= 3
o g(z)
Logo,
K(x) = —3/t9917 dr = —3/ T e = 3In|cosz| +C
cos
Portanto,
_ K(xz) 3lnjcosz|+C
z(x) = 5= p;
Entao,
1
3ln|cosz| +C| *
y(x) = 3

¢é a solugao geral da equacao inicial.

Exercicios 3.17 Resolva as equacoes de Bernoulli

d
% = wtay
dy
e
dx
—+t =t
i "

Modelo 8- Equacoes de von Bertalanffy para crescimento de peixes

O modelo de von Bertalanfly para crescimento (em peso) de peixes é
dado por

{#50” o2

A equacdo (3.82) é autonoma de 12 ordem e f(p) = ap®® — Bp é ndo
linear em p.
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A resolugao de (3.82) segue os mesmos passos utilizados para a resolugao
de uma equacao de Bernoulli

Considerando em (3.82) a mudanca de varidvel z = p'=2/3 = p!/3_ obte-
mos a equacao linear

cuja solucao ¢é dada por

E portanto, a solugao geral de (3.82) é dada por

p(t) = <%>3 (1 + %e—ﬁt)g (3.83)

Quando t = 0, o valor de p(0) é desprezivel - Considerando entao

p(0) =0,

podemos determinar o valor da constante de integragao k:

p(0) =0= (%>3<1+%)3 = k:—%

usando este valor em (2.28), obtemos

- (3) (-

3
Quando t cresce, o peso do peixe tende a ppax = (5) que sera seu peso

wl®

f)g (3.84)

maximo.

Para algumas espécies de peixes o amadurecimento das gonodas, condigao
necessaria para o acasalamento, acontece quando a variacdo do crescimento
em peso € maxima.

d
Em termos matemadticos, o valor de p(t) que maximiza d_ztg ¢ obtido

2

considerando %]; = 0 (condigao necesséria);
Derivando duas vezes a equagao (3.84), obtemos

2 2
% =3 (g) pmaxe_gt (1 — e_§t> <36_§t — 1)

d? 3¢n3
Entéo%f:O < =0 ou t:Tn.
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d d;
Temosaindaqued—]; :Oset:Oout—>+ooed—ZZ > (0 set > 0. Entao,
36,3
B

t* é um ponto de inflexdo da curva p(t) (equagao e

P(t*) = pmax(1 — e77)? = 0,296 max

O controle de pesca, muitas vezes, é baseado nos calculos efetuados
acima. Por exemplo, no pantanal matogrossense um pact sé pode ser em-
barcado se tiver com peso superior a 3kg. Considera-se que

3
") =3 = Pupax = —— =~ 10k
p(t") p 0,296 g
e que um peixe, desta espécie, com menos de 3kg ainda nao procriou.
Do Principio da Alometria, podemos obter também um modelo para
o crescimento em tamanho (comprimento do peize).
Consideremos a relagao alométrica:

dp  de
0t) = b[p(t)]*, obtida de A% = %
P

O valor de A depende da espécie considerada, variando com a forma do
peixe. Consideramos, por simplicidade, A = % , de acordo com a alometria
isométrica p = kf® ou ¢ = bp'/3.

Substituindo p~!/? pela expressdo alométrica, o modelo de crescimento
em comprimento de peives é dado pela equacao autonoma:

de
{ 7 = Aba— B0 (3.85)
0(0) ~0

e cuja solugao, considerando £(0) = 0, é dada por uma funcdo exponen-
cial assintética

b
) = 2 (1 — e (3.86)
B
b
Podemos observar que quando ¢t — oo, /(t) — Ea = lmax (comprimento

méximo) e portanto

gmax - b(pmax) 1/3

As equagoes de von Bertalanffy (3.82) e (3.85) sao baseadas, fundamen-
talmente, no processo inibitério dos crescimentos, em peso e em compri-
mento. O calculo dos valores assintoticos puax € fmax pode ser realizado pelo
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comprimento  peie

38

P—

COMpPrim
i
o o

3 Tt

Figura 3.13: Crescimento do peixe em comprimento e peso

método de Ford-Walford quando temos alguma estatistica destas varidveis
[1].

O Modelo de von Bertalanfly para o metabolismo de peixes (equagao
(3.82) pode ser modificado se considerarmos o crescimento de outros ani-
mais. A generalizacao é baseada na mudanca da expressao alométrica que
relaciona o peso do animal com area de sua superficie externa. Se conside-
rarmos que a area A é proporcional a p”, obtemos um modelo generalizado
de metabolismo dado por:

dp
— =ap’ —fp
dt (3.87)

p(0) =py, com 0<~vy<l1

Exercicio 3.4- Faca um estudo do modelo dado pelo problema de
valor inicial 3.87.

Equacoes de Clairaut

As equagoes de Clairaut deram origem ao estudo das solugoes singulares.
A forma geral destas equacoes é

y=a- + f(==) (3.88)

sendo f uma funcao derivavel.
Para resolver uma equacao deste tipo o procedimento a ser utilizado é
a substituicao
_dy
°T dx

Assim, a equagao 3.88 ¢é reescrita como

y=uxz+ f(2) (3.89)
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Derivando a equagao 3.89 em relagao a variavel x, obtemos

dz Y df dz
z=x— 424+ ——
dx dz dx
ou p of
z
i “l=o
dz {x i dz}
Assim, g—; :00ux+% =
Se £ = 0 entdo z = ¢ (constante) e, neste caso, y = cx + f(c);
Se x = —g—};, a equacao 3.89 vem dada por

y = —z;l—‘i + f(2)

A solugao singular da equacao de Clairaut é dada na forma paramétrica

por:
{ x = —f(t)
y = f(t) —tf(t)

onde t é um parametro.

Exemplo 3.18 Resolva a equagao

Cdy | (dy’
y_xdx+(da:)

Solucao: Tomando z = Z—gyﬁ, obtemos

y:xz+z3

Derivando em relagao a x vem:

d d
z:x—z—i-z—i-?)zz—z

dz dz
ou p
= [e+32] =0
logo,
Se g—fc =0 = a solucao geral é dada pelo feixe de retas y = cx + ¢*;
Se x+ 322 =0 =z = —32% e a solugao singular (envoltdria) é dada

na forma paramétrica, com o parametro t = z

x = —3t?
y=(=3t*)t+1°= -2t

ou, eliminando o parametro t, obtemos a solucao y em funcao de x :

2 L <0
=—x4/—=, v<0.
y=37/—3
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Equacoes redutiveis as de primeira ordem

Algumas vezes uma equacao diferencial de ordem superior pode ter sua
ordem reduzida com a substituicao

_dy
p_d:v

quando y ou x nao aparecem explicitamente na equagao

Exemplo 3.19 Resolver a equagao:

d? d
Yy Y_o

dz?  dr

Solucgao: Observamos que nem z ou y aparecem explicitamente na equacao.
Portanto, considerando-se a substituicao p = g—g, podemos escrever

dp
L =0
dx b
cuja solucao geral é dada por:
p(z) = Cie®
ou seja,
dy v .
— =(C1e" = y=Cre" + Cs.
dx

Exemplo 3.20 Considere a equacao

d2
X

Neste caso, x nao aparece explicitamente na equacao. Tomando ainda
p= %’ obtemos
dy dp dpdy  dp
dr?  drx dydx _pdy
Substituindo na equacao original temos:
dp
L iy=0
p dy (Y
que é uma equacao a variaveis separadas e cuja solugao, na forma implicita,

¢é dada por:
2

2
%Z—%+C’1:p:i\/K—y2
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Logo,

dy
2 —t/K—y?
dx y

Separando as variaveis e integrando, vem

d
/—y:i/da:
VK —1?
ou seja,

arcsin —— = + (z + Cy) = y = VK sin(z+C,) = VK [sin z cos Cy + cos x sin Cy]

VK

Como as constantes que aparecem na solugao geral sao arbitrarias, podemos
dizer que a solucao geral é:

y = kysinx + kg cosx

Exercicios 3.6 Resolva as equacoes

d?y

SV =0
dx?

Py dy

I Y
da:2+dx

Modelo 9 - Corda suspensa (catendria)

A catendria de Leibenitz é o modelo de uma curva obtida por Johann
Bernoulli que traduz a configuracao de uma corda homogénea , flexivel e
inestensivel, suspensa por suas extremidades em equilibrio sob a acao de seu
peso. Pode ser visualizada nos cabos de transmissao de energia, ou num
varal de roupas.

Consideramos um sistema de coordenadas retangulares -xy com origem
no ponto mais baixo da curva (fig. 3.14).

Seja P(x,y) um ponto genérico da corda. Vamos considerar o pedago
OP que esta em equilibrio devido a acao das forgas:

o T : tensao atuando tangencialmente em P e formando um angulo «
com O eixo-x;

o H : tensao da corda no ponto O, atuando horizontalmente;

o ps : peso do pedaco OP da corda cujo comprimento € s, agindo ver-
ticalmente em sentido contrario do eixo-y onde, p é o peso por unidade de
comprimento.
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¥

M

Figura 3.14: Catenaria de Liebnitz

O fato do trecho OP estar em equilibrio implica que H + T + ps = 0.
Decompondo esta equacao sobre os eixos coordenados obtemos;

H = Tcosa (3.90)
ps = Tsina
Dividindo, membro a membro as equacoes 3.90, obtemos

S
tanoz:p—:ks

d ~
por outro lado, como tana = %%, entao

dx’

dy_
dr

Derivando ambos os lados de 3.91 em relacao a x, obtemos:

ks (3.91)

d?y ds dy 2
i /{;% =ky/1+ (%> (3.92)

A solugao da equagao 3.92 é a catendria.

O artificio utilizado para sua resolucao é o mesmo empregado na re-
solucao da equacao de Clairaut, isto é, tomamos g—g = 2 e obtemos uma
equacao de variaveis separaveis:

Z—Z:k\/l—sz
T
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ou
dz

T M

Integrando, obtemos:
In (z VIt z2> — k4 C) (3.93)

Agora, como para x = 0 temos z(0) = 3(0) = 0,entao C; = 0.
Assim, a solugao 3.93 pode ser escrita como:

24 V1422 =t

ou,
1422 =™ — 226" 4+ 22 = 22 = (e — 1) ™
Logo,
Lok —k
=— (e —e "™ 3.94
2=3 (e" — ™) (3.94)
Como fl—g = z , entao
Y= E / (e —e™™) da = L (e +e™™) + C
2 2k ?
Como y(0) = 0, temos Cy = —% e portanto a equacao da catenaria é dada
por:
1 kx —kx 1
y=1 (% - 1) =7 (coshkz — 1) (3.95)

3.10 Equacoes exatas™

A forma mais geral de equagoes diferenciais de primeira ordem que po-

demos resolver é p

- [l y)) =0 (3.96)

para alguma funcao ¢(z,y) e cuja solucao é simplesmente p(z,y) = k
(constante) de onde, algumas vezes se pode explicitar y como fungao de .
E muito importante reconhecer quando uma equacao diferencial de primeira
ordem tem a forma da equagao 3.96 pois assim, podemos ter uma solugao
analitica mesmo que seja numa forma implicita.

A diferencial total de ¢(x,y(z)) é dada por:

d _dy  dpdy
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entao, uma equacao diferencial

M(z,y) + N(z,y) 2

o = =0 ou M(z,y)dz+ N(z,y)dy =0 (3.97)

pode ser escrita sob a forma 3.96 se, e somente se, existe uma func¢ao ¢(z,y)
tal que

do
dy

dy
M(x, — e N(z
(2,y) = - (z,y) =
Neste caso, dizemos que 3.97 é exata.
O condicao de Euler nos da elementos para saber quando uma forma

diferencial

(3.98)

w= M(z,y)dx + N(z,y)dy

é a diferencial total de alguma funcao ¢(z,vy) :

Condigdao de Euler : Sejam M (x,y) e N(x,y) fungdes continuas e com
derivadas parciais continuas num retangulo R = {(z,y) E R*:a <z <bec <y <d}.
existe uma fungao p(x,y) tal que M(x,y) = %‘f e N(z,y) = %‘5 se, € So-
mente se,

OM(x,y)  ON(z,y)
dy Y
A demonstracao da condicao de Euler é equivalente & técnica para resolver
uma equacao exata - Eo que faremos no proximo exemplo.

(3.99)

Exemplo 3.21 Encontrar a solu¢ao do problema de valor inicial

2x siny + e® cosy| dr + [22 cosy — ¥ siny] dy = 0
{ ?[4(0) =1 | | | (3.100)
4
Solugao: Sejam
M(ﬂ%y) = 2rsiny + e* cosy
{ N(x,y) = 2*cosy — e*siny (3.101)

temos que

Yy
ON(z,y)

{ —BM(?)(Q”’?”) =2z cosy — e”siny . OM(x,y)  ON(x,y)
ox

= 2rcosy — e*siny oy ox

Logo, como a condicao de Euler esta satisfeita em todo R2, existe uma
fungao p(z,y) tal que M(x,y) = d—f_ e N(z,y) =

9 = M(z,y) = o(z,y) = [ M(z,y)dz+H(y ) f[2xsiny—|—e‘”cosy]dm—l—

H(y).
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Logo,
o(x,y) = [:Jc2 siny + e” cos y] + H(y)

Para determinar o valor de H(y) usamos a outra parte da condigao de Euler

dH
N(z,y) = &2 [2% cosy — e”siny] + oy

Assim, concluimos que ‘fl—g = 0= H(y) = k ( constante). Entao,
o(z,y) = [xz siny + e” cos y} +k

e a solugao geral da equagao diferencial (3.100) é a familia de curvas p(z,y) =
0, ou seja,

2?siny + e“cosy = ¢ (3.102)
A condicao inicial y(0) = 7 permite determinar o valor de ¢ = ‘/75 e,

portanto, a solugao do problema de valor inicial 3.100 é dada pela curva

2
r?siny + e” cosy = £

2
Exemplo 3.22 Resolver a equacao diferencial

dy x—y
de  x—y?
Solucdo: para x # y? , podemos reescrever a equacao dada, colocando
na forma diferencial

Agora, tomando

temos,
OM  ON

oy ox
e, portanto a condigao de Euler é satisfeita em todo plano.
Consideramos pois

= —1 para todo (z,y) € R?

2

wmwz/mew+mw=/@—ww+mw=%—w+H@
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Por outro lado

dy dH dH
N = L =_ — 2 _ — -
(z,y) 2y x+ iy = (y* — 2) T+ i
dH 9 9 y3
= Hy) = [ ydy =L
o Y (y) /y y=73 +c

Logo, a solucao geral da equacgao é a familia de curvas

72 %
o(x,y) :0<:>?—xy+§—|—620
Fator integrante para equacgoes exatas
Em alguns casos em que a equagao M (x,y)+ N(z, y)j—g = 0 nao é exata,
podemos encontrar uma fungao I(x,y) de modo que a nova equagao

dy

[(l’,y) M(l’,y) + N(l‘,y>%

=0 (3.103)

seja exata e se I(x,y) # 0, entdo as solugoes das equagoes M (x,y) +
N(az,y)% =0 e I(z,y) [M(z,y) —|—N(x,y)j—:ﬂ = 0 s@o as mesmas. A
fungao I(x,y) que torna a equagao 3.103 exata é denominada fator inte-
grante.

Infelizmente nao existe método para encontrar o fator integrante de
uma dada equagao. De qualquer maneira, para que 3.103 seja exata, deve
satisfazer a condicao de Fuler:

ou seja,

¢ a condigao necessaria e suficiente para que I(x,y) seja fator integrante de
3.96

Exemplo 3.23 A equacao

dy
[xy+x2—|—1] +x2%:0

oM _ ON _
By Te G- 2x.

Um fator integrante da equacao diferencial ¢ I(z,y) = < (verifique).

nao é exata pois



3.11 Trajetorias ortogonais 89

Exercicios 3.7
1. Resolva a equacao diferencial exata [y +x+ ;] + a:dy =

2e um fator integrante da equacao —ydx +

2. Mostre que I(z,y) =
=0. Resolva a equacao.

(x — 222 tany)dy

3.11 Trajetorias ortogonais

Um problema interessante é encontrar as trajetérias ortogonais de uma
familia de curvas e podemos usar equacoes diferenciais para determinar tais
trajetorias.

Suponhamos que ¢(z,y,c) = 0 represente uma familia de curvas no
plano-zy, uma trajetoria ortogonal a esta familia é uma curva que inter-
cepta cada ponto da familia num angulo reto. Por exemplo, a trajetoria
ortogonal ao feixe de retas y = cx que passam na origem é qualquer circun-
feréncia centrada na origem. Analogamente, a familia de circunferéncias
22 4+ 9% = ¢% tem como trajetéria ortogonal qualquer reta que passa pela
origem. Exemplos menos diretos sao obtidos via equacoes diferenciais:

Dada uma curva y = f(x) suave (derivavel) em (a,b) , a equagao da reta
tangente a curva num ponto (xo,yo) € (a,b) é dada por:

y—yO:m(:U—a:O)

onde, m = g—fc (x0,%0) é 0 coeficiente angular da reta tangente. A equagao
da reta normal a curva no mesmo ponto (xg,yo) tem o coeficiente angular
igual a (——) Assim, dada a familia de curvas ¢(z,y, ¢) = 0, encontramos

inicialmente o coeficiente angular dz da reta tangente a algum elemento da
familia, no ponto arbitrario (x,y), derivando ¢ em relagao a z, isto é,

Oy Lo dpdy
Oz oy dr
ou
dy _g—i

de 92
dx o

(3.104)

A equagao diferencial 3.104 tem como solugao a familia de curvas p(z,y, ¢) =

0. Portanto, as trajetérias ortogonais de ¢(x, y, ¢) = 0 sdo as curvas solugoes
da equacao diferencial

]
dy d

ox
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My

Al

Figura 3.15: Hipérboles ortogonais

Exemplo 3.24 Encontrar as trajetérias ortogonais a familia de hipérboles
xy =k, com k # 0.
Solucao: Seja p(z,y,c) =k — xy = 0, entdo

P
by _ e _ Y _ Y
dx g—i —x x

Logo, a familia de trajetérias ortogonais sera dada pela equacao
dy «x
dr vy

ou seja, y? — 22 = k que também é uma familia de hipérboles.

Exemplo 3.25 Encontrar as trajetorias ortogonais da familia de elipses
conceéntricas ) )
Z Yy 2
) + 2= C (3.106)

Solugao: Escrevemos a equagao diferencial da familia de elipses ¢(z, y, ¢) =

2—;‘1'%—;—62:0:
dy 3—;”_ b\’ z
de % a) vy

b2
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A equagao diferencial das trajetorias ortogonais é dada por

d_y:@)?g

dz b/ x
ou
& _ (g>2 de — b*In|y| = a’In|z| +1Inc
Y b/
Logo, as trajetdrias ortogonais sao as curvas
be = cz®

Observe que se a = b, teremos em 3.106 uma familia de circunferéncias
concéntricas (centro na origem) e suas trajetdrias ortogonais sao as retas
Yy = cx.

Exercicios 3.8 FEncontre as trajetorias ortogonais das circunferéncias:

(z—c)+y2=¢

(+3)
y=cl|l+—
x

e das hipérboles:






CAPITULO

EQUACOES DIFERENCIAIS
LINEARES DE SEGUNDA ORDEM

“O instrumento que permite aplainar a diferenca entre teoria e prdtica,
entre pensamento e experimento, € a Matemdatica”

D. Hilbert

Uma EDO de ordem n é uma equacao do tipo

dy d2y d™y

Flz,y & &Y LYy _
(z,y, dz’ dz?’ ’dx”>

ou, na forma normal

By (B Ey
dzm I’y’dx’dxz’m’dx”—l ’

y = p(z) é uma solugdo da EDO, em algum intervalo I C R se

dp &p dn@) _
7%07 d.ﬁU’dl‘Q,”" dl’n -

A maior parte das equacoes de ordem superior nao tém solucoes analiticas,
isto é, nao existem regras ou métodos que permitam exibir suas solugoes
em termos de funcoes elementares, embora suas solugoes existam e pos-
sam, quase sempre, ser determinadas por métodos numéricos. Nosso inte-
resse aqui é estudar as equacoes que tém solucoes analiticas o que reduz

F(z
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drasticamente nosso estudo as equagoes lineares ou aquelas que podem ser
transformadas em lineares.
Uma equagao diferencial de ordem n linear é da forma

dny dn—l

+ ()2

dxnfl

an(x)—= + ... Fa(x)y = f(x) (4.1)

dxm

com a,(z) # 0 no intervalo de interesse. Os zeros de a,(z) sao denomi-
nados pontos singulares da equacao.
Se definirmos o operador L por:

Ll = (o) o+ es(0) oy e+ (o) ] = £2)

Temos que L é um operador diferencial

L= E CLk
d:zc’f
e portanto, é linear, isto é,

L[Ays + yo] = AL [y1] + L [yo]

Os argumentos utilizados para estudar as equagoes diferenciais lineares
de ordem n sao os mesmos, independentemente da ordem n. Assim, por
simplicidade analisamos somente as equagoes de segunda ordem neste texto,
ou seja,

d? d
as(w) 75 + ar(2) 7L + aolx)y = f(a) (4.2)
onde as fungoes coeficientes ay(x) e f(z) serdo supostamente continuas
e de valores reais, a menos que outra hipotese seja explicitada.

Observamos mais uma vez que a reducao na ordem das equacoes lineares

nao atrapalha sua generalidade.

4.1 Principio de superposicao

Uma equacgao diferencial linear de segunda ordem é dita homogénea se
f(z) =0, ou seja,
d’y dy
— — =0 4.3
a2(95)dx2 + al(m)dm + ao(z)y (4.3)
Para as equagoes lineares homogéneas vale o Principio da superposigao:
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Se y1 e ys sao solucoes da equacdo homogénea 4.3 em um intervalo
I C R, entao a combinacao linear

y = Ciyr + Coyo

em que os Cj,i = 1,2, sdo constantes arbitrdrias, é também solugao de 4.3.
De fato, Sejam yi(x) e yo(z) solugoes de 4.3. Substituindo y = Cyy; +
Csys em 4.3, obtemos

d? d d
-+ Cy yz} + ay(z) [Clﬂ + 02&1 + ap(x) [Cry1 + Coyol

as(z) [01 ]

dx? dx? dx dx
& d e d
e {aQ(x)%y; +a (x)% + ao(@yl] + Oy [ag(x)%y; + al(x)% + ao(2)ye

= 01X0+02XO:O

Observacgoes:

a) Se y = p(x) é uma solugado da equagao diferencial linear homogénea
entdo y = Kg(x) também é solugao (K constante qualquer):

b) A fungao identicamente nula y = 0 é sempre solugao de uma equagao
linear homogénea.

Exercicio 3.1 Dada a equagao

dzy
a2 V=Y

Trys = 3e”; yy = Cre” + Che™™ sao solugoes da

mostre que y; = €*; Yy, = e~
equacao.

Definigao 2. Dizemos que uma familia de funcgoes p1(x), po(x), ..., on(x) €
linearmente dependente em um intervalo I C R, se existem constantes
Ch,Cy, ..., C, nao todas nulas, tais que

Crp1(z) + Copa(z) + ... + Crop(x) =0

A familia de fungoes v1(x), p2(x), ..., pu(z) € linearmente indepen-
dente se

No caso de apenas duas fungoes p1(x) e (), elas sdo linearmente
dependentes se existe uma constante C' tal que

or(x) = Cpale) == 21T _ ¢

pa(z)

em um intervalo I C R.
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Exemplos 4.1 a) ¢1(x) =sinx e po(z) = cosz s@o linearmente inde-

pendentes em todo R, pois i;(g = SZ _ tan 2 ndo é constante se x € R.

cosx
b) ¢1(x) = €” e po(x) = e * sdo linearmente independentes em todo R,

pois 218 — e — o2 £ (' ge 1 € R.

—~

po(z) e
¢) p1(z) = sin2z e y(x) = cosxsinx sao linearmente dependentes em
copi(x) _ sin2x  _ 2sinzcosx
todo R, pois a(r) = coswsing = coszsiny = 2, para todo =z € R.

Definicao 3. Sejam y; = ¢1(x) e yo = pa(x) fungdes diferencidveis em um
intervalo I C R, o determinante

n Y2
W(yla y2) = | dyr dya
dx dx

¢ chamado wronskiano das funcgoes y; e ys.

Teorema 1. Sejam y; = p1(x) e yo = wa(x) fungoes diferencidveis em um
intervalo I C R. Se o wronskiano das funcoes y, e ys for diferente de zero
em pelo menos um ponto do intervalo I entao as funcoes sao linearmente
independentes.

Equivalentemente: Se as funcoes y; e ys sao linearmente dependentes
em I entio W (y1,y2) = 0 para todo x € I.

Prova: Se as funcoes y; e ys sao linearmente dependentes em [ entao
existe uma constante C' tal que y; = Cyp = %} = C’%; Logo,

Y1 Y2 Ay2 Y2 Y2 Y2
W(Yr,92) = | an due :‘ A dn | =C) de dw | =0
dx dx dx dx dx dx
A reciproca deste teorema nao é verdadeira, isto é, podemos ter
W(y1,92) =0
e as funcoes y; e 1y serem linearmente independentes em 1.
Por exemplo, seja =r’ey=ualr|= v’ sex >0 definidas
r exemplo, sejam yy = z* eyp =zle| = T 7, defini
em R.
. 2?2
ASSlm7 para ™ Z 07 W(yla 92) = 20 27 =0e para ™ < O) W(yh 92) =
2 2
x =g
2r  -2x

Entretanto, as funcoes y; e s sao linearmente independentes em R pois
se C12% + Coz |z| = 0 para todo = € (—o0, +00) e, em particular para z = 1

Cy+Cy =0 :>01:CQZO.

exr=—1, teremos{ Cy— Cy= 0
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Observagao: Em [ = (—00,0) ou em I = (0,+00) as fungbes sao
linearmente dependentes (verifique).

Para as solucoes de uma equacao diferencial linear de segunda ordem
homogénea vale o seguinte resultado:

Teorema 2. As solucoes y; e yo da equacao

sao linearmente independentes em I se, e somente se, W (yy,y2) # 0 para
todo x € I.

Prova: Suponhamos primeiramente que W (yy, y2) # 0 para todo x € I.
Entao, pelo Teorema 1 segue que y; e ¥ sao linearmente independentes.

Reciprocamente, se y; e y, sao linearmente independentes, suponhamos
que exista um ponto zo € I tal que W (y1,y2)(xo) = 0. Neste caso, existem
constantes C; e Cy nao nulas, tais que

d d
Cry(w0) + Capa(w0) = 0 = 1= (o) + G2 () = 0

Com tais constantes consideremos a fungao
p(x) = Criyr(z) + Caya(w)
Como y1 e ¥y sao solucoes da equacao diferencial 4.3 entao, pelo principio

da superposigao, ¢(z) também é solugao da equagao. Ainda mais

d
o(xg) =0e ﬁ(mo) =0

Como 9 = 0 é uma solucao de 4.3, segue da unicidade do Teorema que
o(x) = 0 para todo = € I. Logo,

Cly1<l’> + C'ng(x) =0

ou seja, Y1 € Yo sao linearmente dependentes, absurdo. Portanto, W (y, y2)
deve ser diferente de 0 para todo x € I.

4.2 Teorema de existéncia e unicidade de
solucoes

Para uma equacao diferencial linear de segunda ordem um problema de
Cauchy ou de valor inicial é
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Resolver: ag(x)% + al(x)% + ao(x)y = f(x)
(4.4)
Satisfazendo: yo = y(xo) e Z—Z(mo) =Y

Teorema 3 (Existéncia e unicidade de solugées). Sejam ag(z), a1 (z), as(x)
e f(z), do problema (4.4), funcgoes continuas em um intervalo I da reta R,
com az(x) # 0 para todo x € 1. Se xy € algum ponto deste intervalo I, entdo
existe uma unica solu¢ao y = p(x) para o problema de valor inicial (4.4).

Exemplo 4.2 Considere o problema de valor inicial

d2 dy = 2
{5<o> 1o f2(0) = 0 (45)

Verifique se a fungao y = ¢(z) = 2¢** + 2¢72* — 1z 6 a tnica solugao do
problema de valor inicial 4.5.
Solugao: Substituindo ¢(z) na equagao de 4.5, temos

o]

20 12 5 3 1
[ e* + —6_2’”] —4 [gezx + ge_zx — 37| = 2z

ou seja, p(z) satisfaz a equacgdo. Agora, como a equagdo ¢ linear e as
fungdes as(x) = 1;a1(z) = 0;a0(x) = —4 e f(x) = 2z sdo continuas
para todo = € R, com az(x) =1 # 0 em R, o Teorema 4.2 garante que
o(x) = 5 e +3 2 _25‘3 ac ¢ a unica solugao do problema de valor inicial 4.5.

Exemplo 4.3 Considere o problema de valor inicial

{ xQ%—Qx;—g+2y:6

y(0) = 3; 2£(0) =1

y = @(x) = kx® + x + 3 é solugao do problema (verifique). Neste caso, exis-
tem infinitas solugdes dependendo do valor do parametro k € (—oo, +00) -
Isto ocorre porque o coeficiente ay(z) = 2% se anula no ponto zy = 0, nio
satisfazendo portanto, uma condicao do teorema de existéncia e unicidade
(Teorema 3).
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4.3 Equacgoes diferenciais lineares com
coeficientes constantes

Dentre as equagoes diferenciais lineares, as mais simples sao as ho-
mogéneas com coeficientes constantes
dy dy
— 4+a—+by=0 4.6
dx? dz Y (46)
Uma base de solugoes de 4.6 é um par de fungoes y; e ys, solugoes de
4.6, que sao linearmente independentes em [ .

Teorema 4. Se y; e yo sdo solugoes de (4.6), linearmente independentes
em I entao, toda solu¢io y = p(x) de (4.6) é uma combinacao linear de
Y1 € Yo, iSto €

y = ¢(r) = C1y1 + Caya (4.7)

Prova: Queremos mostrar que 4.7 é a forma geral de qualquer solucao
de 4.6.

Seja y = ¥ (z) uma solucao de 4.0 e seja © = xo um ponto do intervalo
I para o qual W (y1,y2)(xo) # 0; Suponhamos ainda que

(o) = o 3 P (x0) = Yy (4.8)

Vamos provar que existem constantes Cy e Cy tais que a solugao y =
o(x) = Cry; + Cays satisfaz as mesmas condigoes iniciais 4.8 de 1) e assim,
1 = ¢ pelo Teorema 4.3 (TEU). Para que isto acontega devemos ter

Chyi(zo) + Coya(zo) = o (4.9)
Cryi(xo) + Coyy(zo) =

O sistema 4.9, nas incognitas C e Csy, tem solucao desde que

b % (20) = W(yr, 1) (w0) # 0
dx dx

Solucao geral da equacao diferencial linear homogénea
com coeficientes constantes

Vimos no Capitulo anterior que y = e®* é solucao da equacao linear de

. . d ~
primeira ordem %% — ay = 0. Para as equacoes de segunda ordem vamos

procurar também solucoes do tipo y = e, \ € R.
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Suponhamos que y = e seja uma solucao da equacao 4.6
d*y  dy
— —~ 4+by=0
dx? + Clx oy

Entdo y = e’ deve satisfazer a equacio 4.6, ou seja,
NN are™ +beM =0 =M [N +a\+b] =0= N +a\+b=0

O polinémio P(\) = A\? + a) + b é denominado polinémio caracteristico da
equacao 4.6 e suas raizes sao dadas por

—a++va?—4b

A= 9

Dependendo do valor do discriminante A = a? — 4b, as raizes do polinémio
caracteristico podem ser:

o reais distintas se A = a% — 4b > 0;

o reais iguais se A = a? — 4b = 0;

o complexas conjugadas se A = a? — 4b < 0.

Caso 1: A = a®> —4b > 0 = as raizes sdo reais e distintas \; =
—a++va2—4b 7é Ao = —a—va2—4b
2 2= 2 :
Neste caso, as solucdes y; = eM? e yo = e? sdo linearmente indepen-
Az ~ ,
dentes (% = eM=22)7 £ (). Logo, a solucdo geral de 4.6 é dada por:

AT

ekzz
Yy = gp(l’) = Cle)‘lx —+ 02€>\2m (410)
Exemplo 4.4
a) Encontrar a solugao geral da equagao
Ty 5 6,
dz? dx v=

b) Encontrar a solucao particular que satisfaz a condigao inicial

Solugao:
a) O polinomio caracteristico da equagao é

A2 —5\M+6

3
X
I

e,)\2—5)\+6=0<:>{ >\1z
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Logo, a solucao geral é
y = @(x) = C1e* + Cye®

b) Como y(1) = 0= 0= C1e* + Cye?%
Como y (1) =1=1=3C1e* + 20,
Resolvendo o sistema, encontramos os valores C; = 6% =e3e(y =
—e% = —e~2. Portanto, a solucao particular que satisfaz as condicoes iniciais
¢é dada por:

Yp = (Pp(l.) — 6—363z _ 6—262:v

Caso 2: A = a? —4b = 0 = as raizes sao reais e iguais, \{ = \g = \ =
—3. Assim, obtivemos somente uma solucao. Para encontrar outra solugao
Y2, linearmente independente de y; = e~2%, vamos supor que y; = u(x)y;.
Sustituindo na equacao 4.6, obtemos

[w"y1 + 2u'yy + wyi] + afuy; + '] + buyy = 0
Separando os termos desta equacao, temos
ulyy + ayy + byr] + [u yr + 20’y + au'yi] =0
Como v, é solucao da EDO, o primeiro termo é nulo, logo resta
'y + 2u'y; +au'y; =0

Considerando agora a funcio g(z) = & < u(z) = [ g(x)dz, reduzimos a
ordem da equacao anterior, ou seja,
di

+29—— +agy1 =0
dz

dg
W Ir

Substituindo o valor de y; = e~ 2% nesta equacao vem:

dg

a a a a d
e‘fm—g—i-Qg (——) e 2 +age 2" =0—= e‘iwd —0—= Yy
x

€T dx

Portanto, g(z) = 9¢ = C (constante arbitraria). Tomando pois C' = 1,
obtemos u(z) = x.
Desta forma, obtivemos a solucio y» = xy; = xe 2%, linearmente inde-
pendente de y;.
a

Portanto, a solugao geral da EDO 4.6,quando A\; = Ay = —3, ¢

y = p(x) = Cre™ 2% 4+ Chwe 3% = 727 (C} + Cha) (4.11)
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Exemplo 4.5 Resolver a equacao

d?y dy
— — 6— 9y =0
2 VT
Solucao: As raizes do polinomio caracteristico sao obtidas da equacao
AN —6A+9=0

Neste caso, as raizes sao iguais: \; = Ay = A = 3 e, portanto, a solugao
geral sera:
y = p(x) = (C) + Cy)
Caso 3: A = a®> — 4b < 0 = as raizes sao complexas conjugadas,
A== Mot o Ny = 2 - at (= /2.

. . /Ab—a2 )\1 =a+ 01
Considerando os valores reais « = —5 e 8 = %, teremos { b

)\2 = O — ﬁZ
Formalmente, terfamos a solucao geral dada por uma funcao complexa
Yy = QO(:L’) = Cle(a+ﬂi)x + C2€(a—ﬁi)z = %" [C’leﬂm + Oge_ﬁm] (412)

Na pratica, é preferivel trabalhar com solucoes reais e, neste caso, para
obté-las devemos utilizar a férmula de Euler:
¥ =cosf +isinf, HeR

Aplicando a férmula de Euler na expressao 4.12, obtemos:
y=p(x) =e*[(Cy + Cy) cos fz + i (Cy — Cy) sin fz] = €™ [K cos S + i Ky sin fx]
Consideremos as fungoes reais (parte real e parte imaginaria de ¢(x))

u(z) = K% cosfr

v(x) = Kye*sinfx
Proposicao 4. u(x),v(z) sao solugoes de 4.6, linearmente independentes.

De fato: Como y = u(z) + iv(z) é solucao de 4.6, entao

{@4— d—u—irbu] [dZ—U—l—a@—irbv}zo
dx? d dz? d

Portanto, [d 3 + a— + bu] =0e [d 7 + a— + bv} = (0 pois um numero
complexo é zero se, e somente se, suas partes real e imaginaria sao nulas.
Logo, u(x) e v(x) satisfazem a equacao 4.6. Ainda, é facil verificar que
u(z) e v(x) sdo linearmente independentes em R (verifique!).

Desta forma, podemos afirmar que a solugao geral real de 4.6, quando
A2 = a £ Bi, é dada por:

y = o(x) = e [K; cos fx + Ky sin ] (4.13)
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Exemplo 4.6 Encontrar a solugao geral (real) da equagao

Py dy
SV sy =0
d:c2+d:c+ 4

Solugao: O polindémio caracteristico P(A\) = A\* + X\ + 3 tem raizes com-
plexas A\; = —% +V2i e Ny = —% — V2.
As solugoes complexas sao

Yy = (3 tV2i)r _ =32 [cos V2z + isin \/51:]
Yo = e(-3-V2i)r _ 3o [cos V2 — isin \/53:}

Por outro lado,

COSs \/_il?
sin \/_l'

sao solugoes linearmente independentes em R, e entao podemos considerar
a solugao geral real, dada por:

y(x) = e 2? [C’l cos V2z 4 Oy sin \/§m]

u(z) = e 3%
%

v(x) = e

4.4 Solucao geral da equacao diferencial
linear nao-homogénea com coeficientes
constantes

Consideremos a equagao linear de segunda ordem nao-homogénea, com
coeficientes constantes
>y  dy
— + a2y + by x 4.14
vl by = f(2) (114
onde, a funcao f(x) é continua em algum intervalo I C R. A solucao geral
desta equacao é obtida do seguinte resultado:

Teorema 5. Sejam y,(x) e ya(x) duas solugdes linearmente independentes
da equagao homogénea

dy | dy _
@—l—a%ijy—O (4.15)
e seja y,(x) qualquer solugio da equagdo nao-homogénea 4.14. Entao, toda
solugao de 4.14 € da forma

y(a) = ¢(x) = Cryn (2) + Caya(2) + yp() (4.16)
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Prova: Vamos mostrar inicialmente que a diferenca de duas solucoes
quaisquer da equagao nao-homogeénea 4.14 ¢ uma solucao da equacao ho-
mogeénea 4.15

De fato, sejam 1 e 1) solucoes de 4.14; Aplicando a funcao diferenca
g(x) = [ty — o] em 4.15, vem

d*y | diy
d{L‘2 +CLE +b¢1:| — |:

d? d
T T | = (@)~ () =0

Logo, g(z) = [ty — 1] é solugao da equagao homogénea 4.15.

Seja y = () uma solucao qualquer de 4.14 e y,(x) uma solugao parti-
cular de 4.14, entao a funcao g(z) = ¢(z) — y,(x) deve ser uma solugao da
equacao homogénea 4.15, e portanto, se g(x) = Cyyi(x) + Coya(z) =

o(r) = g(x) + yp(z) = Cryr(x) + Coya(x) + yp(x)

Exemplo 4.7 Resolver a equacao

d*y
— +y=2
dz? Y
Solugao: Vamos determinar inicialmente a solugao geral da equagao

homogénea

d*y

ZZ 4y=0

dz? Y
A equacdo caracteristica A2 + 1 = 0 tem como raizes os valores \; = i e
Ao = —i. Logo, a solucao geral da equacao homogénea é

y=p(x) =Cicosx + Cysinx

Por outro lado, y,(z) = 2z é uma solucao da equagdo nao-homogénea
(verifique!)- Entao, a solugao geral é

y=¢(x) =Cicosx + Cysinz + 2z

Exemplo 4.8 Sabendo-se que y;(x) = z; yo(z) =+ e % e ys(z) =
34+ x4+ e " sao trés solucoes de uma equacao linear nao-homogeénea de
segunda ordem, determine a solugao geral desta equacao.

Solucao: Sabemos que a diferenca de duas solugoes de uma equagao nao-
homogénea é solugao da equagao homogénea associada (vide demonstragao
do Teorema 3.6);

p1(z) = wa(z) —p(z) =e™”
p2(2) = ys(z) —1ya(z) =3
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Como, p1(x) e pao(x) sdo linearmente independentes, entdao p(z) = Cre™* +
Cs5 ¢é a solugao geral da equagao homogénea. Portanto, a solugao geral da
nao-homogénea é dada por:

y(x) =Cie "+ Cy+

Exemplos praticos de aplicagoes das equagoes lineares com coeficientes
constantes sao os modelos de oscilagoes mecanicas e de circuitos elétricos
(veja Modelos 8 e 9).

Vimos que a solugao geral da equacao 4.14 é dada pela soma da solucao
geral da homogénea associada com uma solucao particular de 4.14, isto é,

o(x) = g(z) + yp(x) = Cryn(z) + Coya(x) + yp(x)

Neste caso, o problema maior é encontrar uma solugao particular y,(x). Isto
pode ser facilitado quando a fungao f(x) for um polindémio, uma fungao ex-
ponencial e®® ou trigonométricas simples: sin ax ou cos axxr, ou composicoes
destas funcgoes.
Vamos resolver, por dois métodos distintos, a equagao
d*y

d
@—FCL%—Fby:f(ZE)

Método dos coeficientes indeterminados

(método do “chutémetro”)

Procuraremos solugoes particulares que tém a ”mesma cara” que a funcao
f(x). Assim,

o Se f(x) é um polinémio de grau n, tomamos y,(z) = >\, a;x" :

o Se f(x) = fe™ , consideramos y,(r) = be® (se a # \;,i = 1,2 raizes
do polindmio caracteristico da homogénea) e y,(x) = b1e™ + boxe™ (se
a=\);

o Se f(z) = fcosaw ou Bsinar = y,(v) = Acosax + Bsinax.

Em qualquer caso devemos determinar os coeficientes de y,(z).

Exemplo 4.9 Resolva a equacao

Py dy
27,59 —k
dx? + dx Tty

Solugao: O primeiro passo é encontrar a solu¢ao da homogénea associada

Py dy
i R
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>\2+/\+1=O<:>/\1=—1+T\/§ie)\2:_—1—2\/§i‘
A solucao geral da homogénea é dada por:

p(r) = e 3

3 3
(Y cos %—x + (9 8in g:p]

Neste caso simples, uma equacao particular da nao-homogénea é dada por
yp(z) = k (verifique) e portanto, sua solugao geral é

3 3
y(z) = e 2% | O cos =% + Cysin - +k
Exemplo 4.10 Resolva a equacao
d’y dy
— 4+ = =2e "
dz? * dx Ty
~ . ~ . ar dyp(z
Soluc;ac;: 2Comslderemos como solucao particular y,(z) = be® = ydp—x() =
abe® — i/;; (; ) — a%bhe, Substituindo estes valores na equacao, obtemos;
a’be™ + abe®™ + be® = be” [a2 +a+ 1] =2e "
Para se ter esta igualdade tomamos a = —1 e b = 2. A solugao geral é

1 3 3
y(x) = e 2% | C} cos gx + Cysin gx +2e°

Exemplo 4.11 Resolva a equagao

d2
d_:cz + d—y +y =2cosx
Solucao: Neste caso consideramos como solucao particular
d
yp(z) = (Acosz + Bsinz) = % = (—Asinz + Bcosz)
0

= (—Asinz + Bceosz) =2cosz
Substituindo estes valores na equacao, obtemos

(—Acosx — Bsinz) + (—Asinx + Beosz) + (Acosz + Bsinz) = 2cosz
= (—Asinz + Bcosz) = 2cosw

Entao, basta tomar A =0 e B = 2; A solugao geral sera:

3 3
y(x) = e 2% | O cos DR + Cysin 52 +2cosx
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Exemplo 4.12 Resolva a equacao

d’y  dy
2 4 4y =220 +1
dz? dw Y
Solucdo: A equacao caracteristica A2 — 4\ + 4 = 0 tem como raizes os
valores: A\; = Ay = 2 e, portanto, a solucao geral da homogénea associada é

o(r) = C1e** + Cyze™

Consideremos a solugao particular da forma: y,(x) = (az? + bz + ¢) =

2£U
W@ = (ar+b) = YUY

mogénea, vem

= 2a. Substituindo na equagao nao ho-

2a — 4(2ax +b) + 4 (az® + bz +¢) = 2 —2z+1
4ax® + (—8a+4b)x + (2a —4b+4c) = 2* -2z +1

4a=1
-8a+4b=-2
2a-4b+4c=1
Logo, a = i;b =0ec= é = yp(z) = ixz + é e a solucao geral serd
2x 2x 1 2 1
y(x) = Cre™ + Coxe™ + 1 + 3

Observamos que nos exemplos anteriores, a solugao particular tem a
mesma caracteristica da fun¢ao f(z). Este fato nem sempre deve acontecer
em casos mais gerais.

Método da variacao de parametros

Suponhamos que
o(x) = Cryr + Coye

seja a solucao geral da equacao homogeénea associada a equacao 4.14. O
método de variacao de parametros consiste em procurar uma solugao par-
ticular da forma

Yp(2) = w(@)r (x) + v(x)ya(x) (4.17)
com alguma liberdade para escolher as fungoes u(z) e v(x). Nosso objetivo
é tornar o método tao simples quanto possivel.
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Calculando
dy,(z) dyy du dys dv dyy dyo du dv
e R R I Y I R Iy I LT e
2 x ~ , .
vemos que dl;’; ) nao conterd derivadas de segunda ordem de u(z) e v(x) se
du dv
it —| = 4.18
|:y1 I + Y2 da:] (4.18)
Vamos entao impor a equagao 4.18 como uma condigao sobre as fungoes
2
u(z) e v(z). Neste caso, calculando dy#(:), obtemos

dyz(x)  d*yy  dudyr  dPys  dodys
a2 Y0 Tardr T Va T drde

(4.19)

Substituindo os valores 4.17, 4.18 e 4.19 na equagao nao homogénea 4.14,
obtemos

Py, dudy | dPyp | dvdys dy: | dys

fh M 4 Y AR G982y -
{u dx? * dx dx v dx? * dx dx Fau dx v dx Foluys vy = f (@)
=

4’y dy: d*y dy, dudy,  dvdy;

— +a—+b — +a—+b ——+——| =
u{dﬁ—i_adx—i_y1}+v[dx2+adx+yl+ dxdx+dxdx /(@)

Os dois primeiros colchetes sao nulos pois yie ys sao solugoes da equacao
homogénea. Entao, temos

dud dv d
[Uﬂ+vﬂ

dr do  dx dx] = /@) (420)

Consequentemente, y,(z) = u(x)y; (x)+v(x)y2(x) é uma solugao da equacao
nao-homogénea se u(z) e v(z) satisfizerem o sistema

e+ e =0
(4.21)
dud dv d
4 4 = f(x)
Multiplicando a primeira equagao por %, a segunda por y; e subtraindo-as,
obtemos

dys dy, | dv dv yif(x)
{yl e~ df’c] dr e = do [y %2 -y, %]
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E, portanto,
v(x) :/ dy1f($)d dr = _nfl@) dx (4.22)
[m% - QQ%} W(y1,y2)
Da mesma forma obtemos
u(z) = / d_ny(x)d dr = —_ny(x) dx (4.23)
[?/1% - y2%] W(y1,y2)

Exemplo 4.13 Encontrar uma solucao particular, pelo método de va-
riagao de parametros, da equagao
d’y dy
- + 5 +y=2cos
dz " dz Y *

Solugao: Como vimos no Exemplo 4.11, a solu¢ao da homogénea asso-
ciada é

1 3 3
o(x) =e 2% |C cos 5% + Cysin 5%

1 lp
com ylze_2xcos\/7§x e Yp=c¢ 2x51n‘/7§x

A solucao particular deve ser da forma

Yp() = u(@)ys (2) + v(2)ys(2)

V3

1

[6_59” CcoS —m} 2cosx ) 3

v(z) Z/ - dx = 2/e2m Ccos im cos zdx
Y1 Y2 2

dyr  dy2
dx dzx

Analogamente,

V3

1
— [e‘im sin —:c] 2cosw )
u(r) = / : dr = —2/62“ (sin ?m) cos xdx

Y1 Y2
dyr  dya
dx dx

Observamos que, neste exemplo, a resolugao pelo método de variagao de
parametros é muito mais complicada que o método do ”chutometro”.
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Exemplo 4.14 Resolver o problema de valor inicial

{ Py |y = tan
dx? Y=
y(0) =y(0) =1

no intervalo —3 <z < 7.
Solucao: A solugao geral da homogénea associada é (verifique)
o(x) = Cycosaz + Cysinx
A solugao particular y,(x) = u(x)y;(z) + v(x)y2(z) é obtida quando

cosz tanzx

v(x) = )d:c—/sina; dr = —cosx

W (sin x, cos x

.2 2
. sin” cos“w — 1 .
u(zr) =— [ sinz tanzdr = — dr = | —————dx = sinxz—In [secx + tan x|
cos cos

Logo,
Yp(z) = cosz [sinx — In [sec x + tan z|]+sinx [— cos 2] = — cos x In [sec z + tan x|
E a solucao geral é

y(x) = Cycosz + Cysinx — cosz In [sec z + tan x|

Agora, as constantes C e (5 sao determinadas pelas condigoes iniciais
y(0) =1=0Cy e %(0) =1=0Cy,—1= C; = 2. Dal, a solugdo do
problema é

y(x) = cosz + 2sinx — cosx In |sec x + tan z|

Como pretendemos que neste texto tenha apenas o conteudo basico e
simples das equagoes diferenciais, achamos por bem nao incluir as equagoes
diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes varidveis. O leitor
interessado podera encontra-las facilmente em outros livros de EDO, por
exemplo em [2 e 5.

Modelo 10- Sistemas mecéanicos (Oscilador harmonico amorte-
cido)

Sistemas mecanicos, dados na forma de osciladores harmonicos amorte-
cidos, sao encontrados com muita frequéncia na pratica: amortecedores de
carros, balanco de pontes, vibragoes de motores elétricos etc. Um sistema
mecanico consiste essencialmente de um corpo que se movimenta sujeito as
forcas externas.
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Consideremos um corpo de massa m sobre o qual age uma forga f a
cada instante t. A 2* Lei de Newton estabelece a relacao entre a aceleracdo
(variacao da velocidade) do corpo e a resultante F' de todas as forcas apli-
cadas sobre ele, no mesmo instante, isto €,

d dx
— — | =F 4.24
dt (m dt) (4.24)
Para caracterizar um movimento especifico é necessario que se tenha o
d
ponto de partida xg = z(ty) e sua velocidade inicial vy = <d—f) (o). Estas
condicoes podem ser reunidas no problema de Cauchy:
dx? dx
— = F —,t
e (x dt’ )
dx (1)
R — v
g o 0

As dificuldades na resolugao de (4.25) dependem do tipo de funcado
F(z,v,t) que aparece na equagdo. Uma situacao fisica de grande interesse
é o problema das vibracoes mecanicas onde F' é uma funcao relativamente
simples. Vamos analisar o comportamento de uma particula de massa m,
constante, restrita ao movimento sobre uma reta e sob a agao de trés tipos

de forgas:
Fi(t) = kx(t), é uma forga eldstica que tende a restaurar a posicao de
equilibrio em z = 0, agindo sempre no sentido oposto ao deslocamento

(k > 0 é o coeficiente de elasticidade);
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maola

massa

Forca

my"+cy+ky = {

Figura 4.1: Esquema de um oscilador harmonico amortecido

dx
Fy(t) = —ca, com ¢ > 0, é a forca provocada pela resiténcia ao movi-

mento do corpo (ou particula) mergulhado em um meio viscoso;
F5(t) = f(t) é uma forca externa conhecida e dependente do tempo.
A composicao (soma) destas forgas é dada por:

F(t) = —kx — cccll—j + f(t) (4.26)

As vibragoes mecanicas, sujeitas a estas 3 forcas podem ser representa-
das na fig. 4.1 :
Assim, a segunda Lei de Newton fornece a equagao

d’z dx

que é denominada modelo classico de um oscilador harmoénico amor-
tecido e tem sido de grande importancia nas aplicacoes em Engenharia e
na Fisica, sendo um paradigma para o desenvolvimento inicial da Fisica
Atomica.

Consideremos inicialmente que f(t) = 0 (nao ha forca externa agindo
sobre o sistema) em 4.27:

O polinomio caracteristico da equacao homogeénea é dado por

mAN+ed+k=0

cujas raizes sao
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Temos 3 casos distintos em relacao aos valores dos parametros ¢, m e k:
a) Se ¢ > 4mk, A e Ay sao reais e distintos e negativos. Portanto,

z(t) = AeM' + Be*' -0 quando t— 0.

Assim, quando o coeficiente de viscosidade ¢ é suficientemente grande
entao o movimento é superamortecido.

b) Se ¢* = 4mk = Al=X=—5-<0e

x(t) = Ae ' + Bte 2!  — 0 quando t—0
Neste caso o amortecimento é mais lento (amortecimento critico).

c) & < dmk = )xlzoz—i—ﬁie)\g:oz—ﬂi,coma:z_—c<0. Entao,
m

x(t) = e*(Acos ft + Bsenft) — 0 quando t — 0.

Neste caso, o movimento é dito subamortecido.

Um modelo particular de interesse de oscilagoes harmonicas é quando
a forca externa f(¢) é periédica com periodo i—z, nao existe amortecedor
(c=0)e f(t) = Fcoswpt, com I constante. Com estas hipdteses a equagao

4.27 é escrita como:

d 2
d—j; +w? = F coswot (4.28)

A solugao geral de (4.28) é dada por

x(t) = (Acoswot + Bsen wyt) + 2—;tsen wot (verifique!)  (4.29)
O primeiro termo da solugao (4.29) é uma fungao periédica e portanto
limitada para todo t. Entretanto, quando t — +00, 0 22 termo de (4.29)
oscila entre +00 e —oo. Este fenomeno é conhecido como ressonancia.
Pontes, carros, navios, motores, etc, sao sistemas vibratérios e uma forga
periddica externa, com a mesma frequéncia que sua frequéncia natural, pode
causar muitos estragos. Este é o motivo pelo qual uma tropa de soldados
nao passa marchando sobre uma ponte.

O fenomeno de ressonancia pode, entretanto, ser muito util em deter-
minadas situacoes como arrancar arvores, aumentar o volume de um radio,
jogar “cabo-de-guerra”, tirar um carro de um atoleiro etc.
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Figura 4.2: Circuito elétrico e seus componentes

Modelo 11 - Circuitos Elétricos RLC

Um circuito elétrico RLC, esquematizado na fig. 4.2, contém os seguintes
dispositivos: R (resistores), C' (capacitores) e L (indutores) - Um circuito
elétrico é uma sequéncia fechada de dispositivos conectados.

Os elementos relacionados no circuito elétrico, também chamadas dipo-
los, possuem duas extremidades que sao conectadas com outros dipolos —
As medidas importantes na descricao do estado de cada dipolo sao:

a) Corrente elétrica: 1,(t) que passa do ponto a para o ponto b. A Corrente
elétrica é a manifestacao da eletricidade - ela mede o fluzo de carga (variagdo
positiva da carga) por unidade de tempo:

_ dg
Cdt

b) Queda de tensdo: Vy(t) entre dois pontos a e b do circuito — A queda de
tensao é a diferenca de potencial entre os pontos a e b:

I(t) (4.30)

Va(t) = Va(t) = Vi(t) (4.31)

Agora, para cada tipo de dipolo existe uma relagao entre a corrente e a
queda de tensao:

e Lei de Ohm: “A queda de tensdao em um resistor € proporcional a
corrente que passa por ele”

Vap(t) = RIu(t) (4.32)

A constante positiva R é a resisténcia;

e Lei de Henry: “A queda de tensdao em um indutor € proporcional a
variacao da corrente que passa por ele”
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dl.q(t)
dt

A constante positiva L é a indutancia;

Vealt) = L

(4.33)

e “A carga acumulada por um capacitor é proporcional a diferenca de
potencial entre seus polos”

Ges(t) = cVes(t) (4.34)

A constante positiva ¢ é a capacitancia.

Da equagao (4.34), vem que

Ges(t) = / Iy (t) = Vi (1)

to

ou

dVer(t)

I;(t)=c T com V(tg) =0 (4.35)

A Lei das malhas estabelece que num circuito fechado “a soma das
quedas de tensoes € nula”, isto é,

Vap(8) + Vea(t) + Ver (8) + Vn(t) = 0

onde,
Von(t) = —E(t)
Logo,
dar 1 [
RI+L—+— [ Idt—E(t)=0 (4.36)
dt — c /i,

Derivando (4.36) em relagao a t, obtemos o modelo que fornece a corrente
I(t) em cada instante t:

d?I dl 1 dE
L pdl 1 _dE (4.37)

L
dt? dt ¢ dt
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Este modelo ¢ andlogo ao do oscilador harmonico para vibragoes mecanicas
(equagao (4.27)), existindo uma equivaléncia mecanica-elétrica entre eles.

L <& m

R + ¢
1

- < k
c
dFE
— t
e J)
Esta equivaléncia ou analogia permite construir circuitos elétricos ajustaveis

de tal forma que possam simular uma vibragao mecanica — Este é o principio
de funcionamento dos computadores analégicos.

Exercicios 4.2 Resolva as equacoes usando os métodos do ”chutometro”e
variagoes dos parametros;

1) L4 4 2% 4 ky = 0;
Encontre condigoes sobre o valor de k para que a solucao geral da equagao
seja assgintoticamente estavel.

2) ZT‘Z +y = 2sinz;

3) Ty 2% 4y =k



CAPITULO

SISTEMAS DE EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES

“De que irei me ocupar no céu, durante toda a Eternidade, se nao me derem
uma infinidade de problemas de Matemdtica para resolver?”

Cauchy

“Felizes aqueles que se divertem com problemas que educam a alma e elevam
o espirito”

Fenellon

Um sistema de equagoes diferenciais de ordem n sao n equacoes de
primeira ordem, simultaneas, em varias variaveis:

L = fi(t, 21, @2, ..., Tp)

92 = fo(t, 21, 22, - )

G = fa(t, 1,20, . 2p) (5.1)
N

Uma solugao de 5.1 s@o n fungdes z; = ¢;(t);j = 1,2,...,n tais que

dz;

dt :fj(tal‘17x27---,xn); j=1,2,...,n
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Exemplo 5.1 Dado o sistema

dry
tfl
ary
ddt—2.§61
ﬂle—f-l'g

dt

temos que 1 (t) = t; zo(t) =t e x3(t) = % + % ¢ uma solugao do sistema

pois satisfazem as trés equacoes simultaneas.

Além de importantes aplicagoes dos sistemas de EDO, temos algumas
motivacoes tedricas que, por si s6, poderiam ser a motivagao deste capitulo.
A principal delas é a possibilidade de transformar qualquer equacao dife-
rencial explicita de ordem n,

R TR )
dzn dz’ 7 dxn—1

em um sistema de n equagoes de primeira ordem. Para isto, basta conside-

= F(x7y7

rarmos

o dy o dvy
yl - y? y2 - dx7 "'7yn - dxn_l
e, teremos
% Y2
dya __ y
w s (5.2)
dyn

dr F(I7 Y1, Y2, - yn)
Uma maneira simplificada de escrever o sistema 5.2 é na forma vetorial

dyY
— =1f(t,Y )
= E(LY) (53)
onde,
" un At Y) v
aY _dl oy || 2B || LEY) | _ n
dt dt — — — _
Yn ddy_; f"(t’Y) F(x7y17y27“'>yn)
(5.4)

Um sistema de equacoes diferenciais é linear de ordem n se cada funcao
fi(x1, 29, ..., ;) do sistema 5.4 ¢ linear, isto ¢é,

d

% = a11T1 + Q129 + .. + A1, Ty

d

% = a91X1 + a99To + ... + A2n, Ty

dx

d_t3 = a31X1 + a39T2 + ... + 3,7, (55)
dzy,

“ar — An1d1 + p2%2 + ... + AT
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Na forma vetorial, teremos

}f{ a1 a2 ... Qin T
dz _ a1 Q22 2n L2 (5.6)
df; n1  Gp2 G T,
ou IX
— — AX (5.7)
dt

onde, A é a matriz dos coeficientes.

Nosso objetivo neste texto é somente introduzir o estudo de sistemas
diferenciais que poderao ser vistos posteriormente com mais detalhes. Aqui
estamos interessados apenas nos sistemas lineares de ordem 2.

5.1 Sistemas de duas equacoes de primeira
ordem

Counsideremos o sistema

d
{ S = anT + apy
d

5.8
T = a0 + axny (5:8)

O sistema 5.8 é dito linear de segunda ordem pois pode ser reduzido a uma
unica equacao linear de segunda ordem em z(¢) :

Az dx

7 _pRZ = 5.9

T P tar=0, (5.9)
onde,

ﬁ = a1 —+ 929 (510)

a = A11Q22 — A12a21

De fato, se derivarmos a primeira equacao de 5.8 , temos

d*x dx dy
a11—; + a1o—;

arz dt

Agora, substituindo os valores de % e de y (tirado da primeira equagao de
5.8), vem

Az dx Qo9 ,dx dx

= a11—+a1p |anx + —(— —anx)| = (a1 + az) —+(a2a21 — ag1a)

2 dt ayy " dt dt
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ou seja,
d? d
d_t;(; — (@11 + ag) d_:zlf: + (@110 — a12a9)) 2 = 0

J& vimos que sua solucao geral é dada por
x(t) = CleAlt + CQ@AQt

onde,

Al = Vi~ da (5.11)

2

A quantidade 0= 62—404 = (CLU + CL22)2—4 (CLHCLQQ — algagl) = (CLH — CL22>2+
4daipa97 € denominada discriminante.
Observamos que o sistema 5.8, na forma vetorial, é dado por:

X
d—:AX:(“” a”)(m) (5.12)
dt a1 G2 Y

aix Az

Da matriz dos coeficientes A=
a21 A2

> podemos verificar que
a=det A e [ =trago de A.

Exemplo 5.2 Encontrar a solucao geral do sistema

(=20 )()
S=r—y dt 1 -1 y
Solucgao: O sistema linear pode ser transformado numa equacao linear de
segundo grau ,

Cr oy

dt?
pois, neste caso, =0 e a=—-2.

as raizes do polinomio caracteristico sao A; 2 = ++/2. portanto, a solucéo
geral do sistema ¢
x(t) = CreV? 4 Che V2

Agora, da primeira equagao do sistema tiramos o valor de y(t) = Ccll—f —x, ou

seja,

y(t) = [\/5016\/§t — \/5026"51 — [C’leﬁt + Cge’\/it]
= (\/501 -O) eV — (\/502 + ) e V2
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Exemplo 5.3 O sistema

dz — 9 4y dY 0 1 T 1
dt - =
tasil=%-00 0)6)+0)

é equivalente a equacao
o 1=0
—_— —xr — —
dt?

cuja solucao é:

z(t) = Cre' + Chet — 1

y=-1
substituindo a expressao de z(t) na segunda equacdo do sistema, obtemos
a solugao y(t):

dy t —t t —t
% = 016 + 026 — y(t) = 016 — 026 + K

Assim, a solucao geral do sistema é (verifique):

Observamos que é uma solucao particular do sistema. Agora,

(L’(t) = C’let + Cge_t —1
y(t) = Cre' —Coe™" —1

Proposicao 6. Considere o sistema geral de equacoes diferenciais lineares
de sequnda ordem:

{g—gzall$+@12y @ZAX:(GH Glz)(m)

5= 41T + any dt a1 Q22 Y

Entao, o polinomio caracteristico da equagao de sequndo grau correspon-
dente € dado pelo determinante

a21 age — A

P(\) = [(a11 — A) (a2 — \) — ag2a91] =0
ou seja,
P(X) = N — (a11 + ag) A + a11a23 — arzas; = 0
donde,

A= [(an +ag) £ \/((ln + a22)2 — 4 (ar1a9 — a12(l21) (5'13)

1
2
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Exemplo 5.4 Encontrar a solugao geral do sistema

& =T =5y
= =2r—y

Solucgao: As raizes do polinomio caracteristico da equagao de segundo grau
correspondente sao obtidas de

PA) =[(1=A) (=1=)\)+10] =0

oquenosda A\ =3i e Ay = —3i.
A solugao geral real é dada por (verifique):

x(t) = Cycos3t+ Cysin3t

(3Cy — CY)

y(t) = B cos 3t + BG+C) si

n 3t

5.2 Estudo qualitativo de sistemas lineares
bidimensionais

Seja o sistema bidimensional linear autonomo

d_m pr—
{ g =+ by (5.14)

d
Y =cr+dy

onde os coeficientes sao considerados constantes. Podemos observar que no
ponto (0,0) o sistema é estacionério, isto é, (fl—f = % = 0. O ponto (0,0)
¢ denominado ponto de equilibrio do sistema. Este ponto é obtido pela

interseccao das retas isoclinas:
= —gl'
y=—ar

Neste caso o ponto de equilibrio é isolado, isto é, é o inico ponto de equilibrio
de 5.14 se (ad — be) # 0, pois o sistema

ar +by =0
cx+dy=0

[eRs

a b
d

As raizes do polinomio caracteristico associado

tem solucao tnica x =0 e y=0 se =ad — bc # 0.

P\) =X~ (a+d)X+ad—bc=0
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sao dadas por

(a+d) +1/(a+d)? - 4(ad — bo)

/\1 =
2
., (era- V(a +2d)2 — 4(ad — be)

o Se A\; # Ay e b # 0, a solugao geral de 5.14 é dada por

z(t) = CreMt 4+ Che??t
AL — Ay —
y(t) = S 5 @ et + 2= 2 @t

Se b = 0, resolvemos diretamente a primeira equacao do sistema e a subs-
tituimos na segunda.
o Se A\; = Ay = A, a solucao geral de 5.14 é dada por

z(t) = (C,+ Cyt)eM
y(t) = (Bl+Bgt)€)\t
onde, entre cada duas constantes C, B; e (s, By, apenas uma ¢é indepen-
dente.
Desta forma, o estudo da natureza do ponto de equilibrio (0,0) fica

restrito ao comportamento dos valores de \; e A9, mais especificamente de
seus sinais. Assim, (0,0) sera:

1. Estavel, se cada ponto (z(t),y(t)) numa vizinhanga de (0,0) perma-
nece limitado quando ¢ — o0;

Isto ocorre se as raizes \; e Ay sdo numeros imagindrios : \; = fi e

Ny = —fi.
2. Assintoticamente estavel se (z,y) — (0,0) quando t — oc;

Isto ocorre se A\; e Ay sao ambos negativos ou, se complexos entao a
parte real é negativa,;

3. Instavel se x+ —+ o0 ou y — oo quando t — o0;
Isto ocorre se pelo menos uma das raizes A; ou Ay for positiva.

Podemos resumir os tipos de estabilidade do ponto (0,0) em seis casos
distintos:
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N
by

Ha instavel Ponto de sela Espiral

Figura 5.1: Pontos instaveis de sistemas bidimensionais lineares

Nose A\ >0e Ay >0
1. Instaveis <= Ponto de sela se A2 < 0 com A; reais
Espiral se \iy=a+tpi e a>0
Nose \i<0ed <0

2. Assintéticamente estévels <— { Espiral se A=a+8i ea<0

“ /Fl:x ;

Nd Estavel Espiral

Figura 5.2: Pontos assintoticamente estdveis de sistemas bidimensionais
lineares

3. Estaveis <= \ = £01

Dado um sistema autonomo 5.14, usando a regra da cadeia, podemos
transforma-lo numa equacao diferencial com o tempo implicito, isto é, a
solucao serd dada por uma relacao entre as variaveis de estado z e y. O
plano-zy é denominado plano de fase do sistema.
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oY
G

Y

Cd

i
[
[~
7
.2

Centro

Figura 5.3: Ponto de equibrio estavel

Exemplo 5.5 Estudar a natureza do ponto de equilibrio (0,0) do
sistema autonomo e desenhar seu plano de fase. Considere o sistema

{Zd—’t”:x—i-y
a =Y

A equacao que relaciona as variaveis de estado é dada por

d
—wzx—i_yzz—l—lparay;é()
dy Yy y

Assim, as trajetorias no plano de fase sao solugoes desta equagao. A equacao

que relaciona as variaveis de estado x e y é homogénea logo, considerando

14 _z _ de __ du
a mudanca de variavel u = g temos v =wy = gF=utyg. Logo,

dr =z du du 1
—=—Fleouty—=ut+l—= — =—- = u=lny+C =z =ylny+Cy
dy vy dy dy vy

A curva

r=ylhnhy+Cy
é denominada trajetoria da equacgao diferencial no plano de fase xy, ou
orbita.
Por outro lado, temos também que as raizes do polinémio caracteristico
associado sao iguais A\ = Ay = 1. Entao a solucao geral do sistema é

x(t) = Clet+02t€t
y(t) = Che’
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L.

y=0,k<0 y=0, k>0

=¥

—

Figura 5.4: Plano de fase e trajetorias divergentes

Neste caso, temos que o ponto de equilibrio (0,0) é um nd instavel. As
yy—:—OZE . As
iséclinas dividem o plano em 4 regices onde as diregoes da trajetéria sao
distintas. Estas direcoes sao obtidas, considerando-se os sinais das derivadas
do sistema inicial, isto é,

iséclinas sao as retas que passam pela origem e dadas por:

{%>0¢$y>—x
F>0+=y>0

Exercicio 5.1 Estude a natureza do ponto de equilibrio (0,0) dos
sistemas e desenhe seus planos de fase.

dx dx dx
OXS OIS I
@ @ =Y @ =Y
Projeto: Vamos considerar dois paises vizinhos A e B que possuem
uma politica externa pacifica, embora estejam sempre preparados para uma
eventual guerra. Vamos supor também que o poderio militar de cada pais
seja expresso por sua quantidade de armas ou pelo capital que esta quanti-
dade significa.
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Sejam z(t) e y(t) o potencial de guerra de cada pais em cada instante t
- As seguintes hipdteses sao necessarias para a modelagem deste equilibrio
malitar, usando equagoes diferenciais:

- x(t) e y(t) sdo consideradas fungoes continuas e com derivadas continuas
para t > 0;

quanto maior o poderio militar de um pais, mais ele sera fonte de
problemas para o outro, ou seja, a variagao do poderio militar de cada pais
¢é proporcional ao poderio de seu vizinho;

- a depreciacao dos armamentos de cada pais, em cada instante, é res-
ponsavel pela diminuicao de seu poderio - vamos supor que a depreciagao
seja proporcional a quantidade de armamentos existentes;

Se um pais tem intencoes bélicas secretas, isto pode ter influéncia
no crescimento de se poderio militar. Por outro lado, se nao houver uma
situacao economica compativel para suportar o crescimento bélico do outro
pais, isto pode acarretar uma diminuicao na aquisicao de novas armas.

A traducao destas hipoteses em forma de um modelo matematico é dada
pelo sistema:

{ ;—f:by—aerg(t)
& =cx —dy+ h(t)

Estude os possiveis equilibrios militares entre estes dois paises, particulari-
zando as estratégias consideradas:
a) Nao hé estratégias particulares = ¢(t) = h(t) = 0, para todo t > 0;
b) As estratégias secretas sao constantes e, pelo menos uma é nao ¢é nula.
Analise os modelos, explicando cada uma das situacoes:

- ad — bc > 0;
- ad — bc = 0;
- ad — bc < 0.

Verifique se este modelo é compativel com alguma guerra conhecida.

5.3 Sistemas lineares nao-autonomeos:
Estabilidade

O estudo da estabilidade do ponto de equilibrio de um sistema linear
nao-autonomo

d_ﬂf,’:
{ g~ thyth (5.15)

%:cm+dy+k2
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é equivalente ao do sistema autonomo. O ponto de equilibrio P* de 5.15 é
determinado considerando-se o sistema

ar +by+ k=0
cx+dy+ k=0

kob—ki1d kic—kaa

) . Agora, considerando a mudanca de variaveis
ad—bc 7 ad—bc ) >

ouseja, P* = (

B kob — kid
“=rT ad — bc
. ]{310—]{2(1,
v =¥ ad — be

no sistema 5.15, obtemos um sistema linear autonomo
du _ kob—k1d kic—ksa
{ = alu+ 2 ) b (v BEee) + ky

B = c(u+ BRI 4 g (y 4 Retea) 4 g,

ad—bc ad—bc

ou seja, ;
U __
?—au—kbv
& = cu+ dv

(5.16)

As caracteristicas do ponto de equilibrio Py = (0,0) do sistema 5.16 sao as
mesmas do ponto P* = (%, %) do sistema 5.15.

Exemplo 5.6 Estude a estabilidade do ponto de equilibrio do sistema

d—f:x+2y—1
G=—r+ty+2

r+2y—1=0

—r+y+2=0 — =

Solucgao: O ponto de equilibrio é obtido de: {

u=1x—1

(g, %1) Entao, considerando $ , obtemos o sistema autonomo
v=1Y + 3
du __
{ g—g = u+2v
T —u+v
1—A 2

cujo polinomio caracteristico, dado por

~1 1— A
P(A) = A2 — 2)\ + 3.

As raizes de P(\) sdo Ao = 1 £+/2i = P, = (0,0) é instével e a
trajetoria no plano de fase-uv é uma espiral. Este resultado nos garante
que o ponto de equilibrio P* = (g, _?1) também ¢é instavel e a trajetoria no
plano de fase- xy é uma espiral que se afasta de P*(Veja fig 5.5).
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Figura 5.5: Plano de fase e trajetoria espiral

5.4 Modelos Compartimentais Lineares

Os sistemas de equacoes diferenciais lineares aparecem com muita frequéncia
na modelagem de situagoes reais e sua formulacao pode ser facilitada quando
se usa o método dos compartimentos —

Um sistema de compartimentos consiste, essencialmente, de um ntmero
finito de subsistemas interligados, chamados campartimentos, que trocam
entre si e com o meio ambiente, quantidade de concentracao de materiais.
Cada compartimento ¢ definido por suas propriedades fisicas.

Para a modelagem de fenomenos que se comportam como sistemas com-
partimentais é necessario que se faca hipdteses adicionais em relacao as
taxas de trocas de materiais — A hipdtese que implica na linearidade do
sistema é uma das mais utilizadas, talvez por sua simplicidade:

“O fluxo de um compartimento © para outro j € proporcional a quanti-
dade x;(t) contida no compartimento i, em cada instante t, e independe do
valor z;(t)”.

Neste caso, para a formulagao do modelo matematico basta conside-
rar o balanco das massas em cada compartimento, durante o intervalo de
tempo At. A troca efetuada em cada compartimento é entao descrita por
uma equacao diferencial linear de 12 ordem. Com n compartimentos, cada
equacao tem a forma:

dai(t) zn: kjia; (t) — zn: kijai(t) (5.17)

dt
=0,j#i =0,j#i

onde k;;x;(t) é o fluxo do compartimento ¢ para o compartimento j. O
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Ekuh__ i F__zk"
lk

Figura 5.6: Esquema de modelos compartimentais

indice j = 0 denota o meio ambiente e as constantes k;; sao consideradas
todas nao-negativas.

Se kg =10, ¢=1,2,...,n, entao nao existe perda de “material” e o
sistema é dito fechado; caso contrario sera aberto.

Projeto 5.1 - Despoluicao do Rio Piracicaba

Uma experiéncia realizada pelo CENA para despoluir o Rio Piracicaba
utilizou um sistema do tanques interligados, construidos em sua margem e
contendo uma concentragao populacional razoavel de “dgua-pé”. A planta
utiliza parte do material poluente, que se fixa em suas raizes, para seu desen-
volvimento. Consideraremos, neste exemplo, um modelo simples utilizando
apenas duas lagoas de despoluigao (fig. 5.7)

: +— Rio —

Kool

2 — 1

12

Figura 5.7: Lagoas de despolui¢ao no Piracicaba

As hipéteses para a modelagem matemaética sao:

e A concentracao de poluentes da dgua do rio é ¢ (constante);

e ¢1(0) e c3(0) sdo as concentragoes iniciais dos poluentes nos dois tan-
ques de despoluicao;

e O volume de solugao (4dgua do rio + poluentes) que entra e sai de cada
compartimento é o mesmo em cada instante, isto é, as vazoes de entrada
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[kﬂ] k
—
k32
aparelho sistema
gastrointestinal sanguineo

droga
em agao

Figura 5.8: Sistema compartimental da cinética de drogas num organismo

e salda sdo iguais em cada tanque, valendo r (litros/minuto). Seja Vi o
volume do 19 tanque e V5 o volume do 29 tanque.

Considerando o sistema como sendo compartimental e com a hipotese
de linearidade, podemos escrever

deq (t
Vi cllt( ) = koi1c — k1aca (t)
(5.18)
des(t
Va ;( ) = kyoc1(t) — kooca(t)
t
onde koo =kio=kyp=1r ; c1(0)=c e (0)=c sao dados.

As concentragoes ¢ (t) e c2(t), nos respectivos tanques, em cada instante,
podem ser avaliadas através da solucao do sistema (5.18).
Analise este modelo considerando valores reais para os parametros e
diferentes concentragoes iniciais.
a) Encontre as solugoes de (5.18) satisfazendo ¢;(0) = ¢2(0) = 0 com
¢ = constante.
b) Mostre que o sistema (5.18) pode ser transformado numa equagao dife-
rencial de 2 ordem.
¢) Encontre as solugoes ¢ (t) e co(t) quando ¢ = ¢(t) = ¢o(1 — sen wt),
significando que a poluicao do rio é mais intensa em certas ocasioes.
d) Verifique se a poluigdo nos tanques se estabiliza.

Projeto 5.2 - Cinética de uma droga num organismo

A situacao a ser analisada é correspondente a ingestao e subsequente
metabolismo duma droga num individuo. Consideramos que a ingestao da
droga seja via oral e, logo que ela entra no aparelho gastrointestinal, é
absorvida na circulagao sanguinea e distribuida por todo o corpo, para ser
metabolisada e finalmente eliminada. Consideramos como compartimento
1 o aparelho gastrointestinal, o compartimento 2 é o sistema sanguineo e o
compartimento 3 simboliza a quantidade da droga em agao (fig 5.8):
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No instante inicial (momento préximo a ingestao da droga) t = 0, as
condicoes iniciais em cada compartimento sao dadas por:

21(0) = Dy (Dy é a quantidade de droga ingerida);

x2(0) =0 (a droga ainda nao comegou a circular no sistema sanguineo);

z3(0) =0 (a droga ainda nao comegou a agir).

kijz;(t) é o fluxo da droga do compartimento ¢ para o compartimento
J; e kog é constante relacionada com a eliminagao da droga através do
compartimento 2.

Supondo que os fluxos k;;x; sejam proporcionais as quantidades x; pre-
sentes em cada compartimento ¢, o modelo matematico que descreve o pro-
cesso ¢ dado pelo sistema linear:

( dx
d_tl = —kioay
d.TQ
o kiow1 — Kogwo + kgows — kaoo (5.19)
dx:
\ d_; = ko3wy — k3o

com z1(0) = Dy; x9(0) = 23(0) = 0.
Se considerarmos X (f) a quantidade de droga presente, em cada ins-
tante, nos 3 compartimentos selecionados, temos

e portanto,

dX de’l dlL‘Q dl‘g

— = —+ — + — = —kyr2(t) <0 ara todo ¢t >0

T TR TR 202(t) <0, p =5

% < 0 indica que a droga no organismo diminui com o passar do tempo.
Se considerarmos, neste problema, um quarto compartimento relativo

a quantidade de droga eliminada, teremos no sistema (5.19) mais uma

equacao:

dlL‘4
dt

dIl dlEQ dl’g dZL'4

Nest R R i

este caso, 7 + o7 + It + 0t !
sistema compartimental, formado pelas equagoes (5.19) e (5.20) é fechado.

= ]{720I2 (520)

= 0, o que equivale a dizer que o novo
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oMostre que o sistema (5.19) pode ser transformado numa equacao di-
ferencial linear de 3* ordem.

oNa primeira equacgao de 5.19 a variavel x; independe das outras variaveis
de estado. Assim, se encontrarmos a fungao z(¢) podemos transformar o
sistema de ordem 3 em um de ordem 2, substituindo x;(f) na segunda
equacao de 5.19. Resolva o novo sistema, considerando a equagao de se-
gunda ordem correspondente.

oEncontre um medicamento e determine a solugao com os valores reais
dos parametros.

Projeto 5.3 — Excrecao de uma droga
Em Farmacologia, um problema fundamental é saber como varia a con-
centracao de uma droga dissolvida no plasma sanguineo. O projeto proposto
consiste de duas partes:

12 Parte

a) Considere que a taxa de variagado (eliminacdo) da concentracao da droga
seja proporcional a sua concentragao na corrente sanguinea (modelo com 1
compartimento);

b) Suponha que o individuo receba uma dose inicial igual a Dy = D(0)
que ¢é absorvida instantaneamente pelo sangue e, um tratamento completo
indica que deve receber dosagens iguais a Dy a cada T horas.

— Determine a cencentracao da droga no sangue depois de n aplicagoes;

— Encontre o nivel de saturacao D, da droga no sangue, isto ¢, o valor de
estabilidade de D(t) quando ¢ cresce.

22 Parte

a) Considere o modelo 2-compartimental de excregdo de drogas, tomando
como compartimentos o plasma sanguineo e o tecido alimentado pelo san-
gue. Por difusao, ocorre uma troca de moléculas da droga entre o plasma e
o tecido, sendo que um deles elimina a droga. A situacao é esquematizada
na figura a baixo:

Sejam Q1 = Q1(t) e Q2 = Q2(t) as massas de D(t) no tecido e no
plasma, respectivamente, com Q1(0) = 0 e Q2(0) = Dj.

— Escreva os modelos matematicos da situacao, considerando:
1) u(t) = 0 para todo t > 0 e u(0) = Dy.
2) u(t) dado pelas aplicagoes intermitentes como na 12 Parte.
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Figura 5.9: Eliminagao de drogas pela urina

— Resolva os modelos.
— Modifique os modelos, considerando hipdteses adicionais (neste caso
seria conveniente conversar com um bioquimico).

Projeto 4.4 - Divida Externa (Modelo de Domar)

O modelo de divida externa de Domar relaciona o total da divida nacio-
nal externa (empréstimos feitos no exterior) com o total da renda nacional.
O modelo é simplista, sendo baseado no fato que o crescimento da divida
externa € proporcional & renda (a renda estd vinculada a empréstimos no
exterior). Enquanto que, o aumento da renda deve-se a uma aplica¢ao pro-
porcional da propria renda (existe uma porcentagem constante da renda
que é reaplicada para se produzir mais renda)

1) Escreva o modelo matematico que representa a interagao entre as duas
variaveis de estado renda e divida externa;
2) Resolva o sistema, considerando que a renda no instante inicial é R(0) =
Ry e a divida inicial é D(0) = D.
3) Use o modelo de Domar para tentar validar a divida nacional do Brasil,
cuja evolugao pode ser encontrada em [2].

Sugestao: Considere no modelo a divida liquida, e a renda como sendo
o valor do PIB.

Divid D
113\;1Ba = 7 é a capacidade de individamento de um pais, calcule o

D
instante, através do modelo de Domar, tal que 7 > 0, 25;

4) Se

5) Determine nossa capacidade de individamento futuro.
6) Se o modelo de Domar nao é razodvel para a divida x renda do Brasil,
formule um modelo préprio, justificando seus argumentos. Projeto 5.5 -

Sistema mecanico
Considere o sistema mecanico (linear) sem atrito esquematizado na (Fig
5.10) onde o repouso do sistema para as massas m; e msy é tomado como a



5.4 Modelos Compartimentatis Lineares 135
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Figura 5.10: Sistema mecanico linear

origem de coordenadas x; e x».
— O modelo matematico que relaciona o movimento dos corpos de massas
my e mgy é dado por:

dexy __
M5t = kao(z1 — 22) — k3o

d2
{ ml% = ka(z2 — 1) — k113

— Esquematize o modelo mecanico com um modelo compartimental,
— Descreva o sistema elétrico analogo.






CAPITULO

SISTEMAS DE EQUACOES
ORDINARIAS AUTONOMAS QUASE
LINEARES

“Se quizer transformar seus sonhos em realidade basta acordar”
Anoénimo

Poderiamos dizer, sem nenhum constrangimento mas sem nenhuma de-
monstragao rigorosa, simplesmente baseados na experiéncia adquirida com
modelagem de sistemas bioldgicos que, se um sistema de equacgoes diferen-
ciais ¢ um modelo razoavel de algum fenomeno bioldgico entao ele rara-
mente é linear com coeficientes constantes. Em outras palavras, na pratica
devemos quase sempre trabalhar com equagdes nao lineares e/ou com co-
eficientes variaveis. Para tais sistemas de equagoes diferenciais nao line-
ares nao existem métodos de resolugoes analiticas e, para acreditar nos
métodos numéricos ou computacionais devemos primeiramente saber como
se comportam qualitativamente as suas solugoes. Os sistemas que apare-
cem em grande parte dos modelos, principalmente em biomatematica sao
os autonomos, isto €, quando os campos de direcoes nao tém o tempo dado
explicitamente.

Como fizemos no capitulo anterior, pela simplicidade requerida neste
texto, daremos énfase apenas aos sistemas bidimensionais. Um sistema
bidimensional de equagoes diferenciais ordindrias (nao lineares) auténomo
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¥=x{t)

Figura 6.1: Orbita de uma solucao no plano de fase

é dado, na forma geral por:

& — F(z,y)
{ %: Gla ) (6.1)

onde, F' e G sao funcoes continuas de x e y, com derivadas parciais
continuas; (F(z,y),G(z,y)) é um campo de dire¢oes no plano-zy e as
orbitas sao as curvas integrais deste campo. E frequentemente possivel
conhecer a érbita de um sistema sem conhecermos sua propria solugao:

- Sejam z(t) e y(t) solucdes do sistema 6.1; suponhamos que 4 # 0 para
t = t*,entdo podemos ter ¢t = ¢(z) numa vizinhanga do ponto z* = x(t*).
Desta forma, a érbita do sistema é dada por:

y =y(t(z)) (6.2)
As érbitas podem ser obtidas diretamente, considerando as curvas solucoes
de
d G
dv F(z,y)

Iy

dy _ dydt _ g _ Gzy)

ay dt
De fato, temos 3 = S o= = = Flow)
Assim, para determinarmos as orbitas de um sistema podemos recorrer

as equacoes diferenciais
dy _ Glz,y) dz _ Flz,y)
de  Flzy)  dy  Glz,y)

desde que nao se tenha um ponto (z*,y*) em que G(z*,y*) = F(2*,y*) =

(0,0).
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6.1 Um estudo qualitativo dos sistemas
autonomos quase-lineares

Um ponto (z*,y*) tal que G(z*,y*) = F(x*,y*) = (0,0) é denominado
ponto critico ou ponto de equilibrio ou ainda, ponto estacionario do sistema.

L — Fa*,y") =0

b~ Gy =0

Observamos que se (z*, y*) é um ponto critico entao {
dt

ou seja, ambas as variacoes sao nulas no ponto critico.
Salientamos também que se (z*,y*) é um ponto critico de 6.1, entao

{ x(t) = 2*

y(t) =y*

¢ uma solucao de 6.1, denominada solucao estaciondria ou de equilibrio
pois nesta posicao as variaveis x e y estao em repouso. Neste caso, a orbita
desta solucdo é o préprio ponto (z*,3*). Os pontos criticos de um sistema
devem ter um tratamento diferenciado pois suas caracteristicas proprias
determinam a evolucao das érbitas no plano de fase.

Do ponto de vista qualitativo é interessante saber se a posi¢ao de repouso
é estavel, isto é, se uma pequena perturbacao na posicao do ponto critico re-
sulta em um retorno ou em um afastamento da posigao original de repouso.
Mais especificamente, podemos dizer que o ponto de equilibrio (z*,y*) do
sistema 0.1 € estavel se, dado € > 0, € possivel determinar um valor § > 0
, dependente apenas de €, tal que se ||(z,y) — (x*,y*)|| < J entdo a solugao
{ ;Eg =(x(t),y(t)) existe para todo t > 0 e |[(x(t),y(t)) — (x*,y*)|| <e.

Em outras palavras, um ponto critico é estavel se as solugoes que comecam
perto dele nao se afastam muito no futuro.

Dizemos que um ponto critico (x*,y*) € assintoticamente estdvel se for
estdavel e, além disso tem-se

Jim ((t), y (1) = (z%,57)
ou seja, a solugdo (z*, y*) atrai todas as outras solugdes que, para algum

instante ¢, estao relativamente perto dela.

N S t)=az" . . .
Uma solucao estaciondria { 5215; B x* ¢ instdvel se nao for estdvel.

Isto significa que existe pelo menos uma solucao de 6.1 que comega perto
dela e nao permanece proxima para sempre - A distancia entre esta solucao
e o ponto de equilibrio aumenta com o tempo.

Para o estudo da estabilidade de um sistema autonomo geral necessita-
mos de alguns resultados fundamentais como o Teorema de Lyapunov [2].



140 Sistemas de equacgoes ordindrias autéonomas quase lineares

Entretanto, neste curso iremos considerar apenas sistemas mais simples,
porém importantes para modelagem de fenomenos biolégicos - os sistemas
autonomos quase-lineares. Como veremos, o estudo dos sistemas quase-
lineares depende somente dos resultados obtidos para os sistemas lineares.

Se as fungdes G(z,y) e F(z,y) forem continuas com derivadas parciais
continuas numa vizinhanga de (x*,y*) podemos considerar suas expansoes
de Taylor em torno de (z*,y*) :

G =Fley) =Fl'y) + |

W= G(z,y) = Gla*,y*) + |

Um sistema auténomo 6.1 é dito quase-linear em (z*,y*) se
G(z*,y*) = F(z*,y*) = (0,0) e

lim Fl (fL’, y) _ lim Gl (fL’, y)

()= (2" y*) \/<x e (y—y)? (z.9) = (% y*) \/(x e 4 (y— y)?
(6.4)
Isto sugere que o comportamento das érbitas numa vizinhanca do ponto
de equilibrio (z*,y*) seja determinado pelo sistema linearizado :

=0

@ =l

oF
ox
W= [ (e, y)] (x—a) + | (2 y7) | (v — y")

(Veja Teorema de Linearizagao a seguir).
Podemos entao dizer que um sistema autonomo quase linear é da forma

L — oz —2") + by — y*) + Fi(z,y)
{ % =clz—2") +d(y —y") + Gi(z,y) o0

onde, as fungoes Fi(x,y) e Gi(z,y) satisfazem a condicao 6.4.
Observamos que, caso se tenha (z*,y*) # (0,0) uma simples mudanga

o u=z—2z" . .
de variaveis . transforma o sistema linear em
V=Yy—Y
=au+ bv + Fi(u,v)

du
t
% = cu+ dv + G1(u,v) (6.7)

Como ja vimos no capitulo anterior o ponto critico (0,0) de 6.7 tem as
mesmas caracteristicas do ponto critico (z*, y*) de 6.6.
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Teorema 7 (Linearizagdo de Lyapunov-Poincaré). [2]
Seja (F(x,y),G(z,y)) um campo continuamente diferencidvel em uma
vizinhanga da origem (0,0) onde podemos escrever

F(l’,y) a b x Fl(xvy)
= -
G(ZL‘, y) c d Yy Gl (J:a y)

com Fi(z,y) e Gi(z,y) sdo quase lineares.

a b
1. Se a matriz A = for assintoticamente estdvel, isto €, se
c d
a— A\ b
as raizes de det = 0 forem negativas entao, o
c d— M\

ponto de equilibrio (0,0) do sistema 6.7 € assintoticamente estdvel e
o mesmo ocorre com o ponto de equilibrio (z*,y*) do sistema 6.6;

2. Se um dos autovalores \; da matriz A for positivo ou tiver parte real
positiva, Re\ > 0, entdo o ponto de equilibrio (x*,y*) do sistema 6.6
serd instdvel;

3. Se ReX\ = 0, entao o ponto (0,0) serd um centro para o sistema 6.6
mas o mesmo pode nao ocorrer com o ponto (x*,y*) do sistema 6.7.

Exemplo 6.1 Estude a natureza dos pontos criticos do sistema

g =F@y)=z—ay—1
@ =Gy =2y +2

Solugao:
Os pontos criticos do sistema sao dados pela interseccao das isoclinas

r—zy—1=0 y:ﬂzl—%
{2y—y2+2=0 :>{

donde, obtemos os pontos P} = (—\%, 14++3) e P = (\/Lg, 1—+/3)
1) Para a andlise do ponto P}, vamos transladé-lo para a origem e para

u::c—l—\/%
v=y—(1+3)

isto tomamos a seguinte mudanca de Variéveis{
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e o sistema inicial fica

%:_\/gu_%gy—uv:f(%“)
‘Cil_: = —2/3v — v? = g(u,v)

Este sistema é quase-linear pois
, —uv , —v?
lim —= lim —— =
(u,0)=(0,0) Vu2 + 02 (u,0)=(0,0) \Vu2 4 v?
E tem como ponto de equilibrio a origem P; = (0,0).
Na proximidade de P este sistema pode ser aproximado pelo sistema

linear

0

{ du — 91(0,0) u+ 2(0,0) v = —v/3u — Lo

Agora, temos que
1
—/3 =) 7
det =0<= )\ =—V3 <0ou
0 —2v/3 -\
Ay = —2V3> 0.

Assim, do Teorema de Lineariza¢ao, podemos garantir que o ponto P} =
( —\%, 1+ \/5) é assintoticamente estavel para o sistema original.

2) Para a andlise do ponto Py = (\/Lg, 1 — +/3) tomamos a mudanca
1
U=z — —=
de variaveis { V3 e obtemos um sistema com ponto de

v=y—(1-v3)
equilibrio na origem
du — \/gu—l—\%v—uv = f(u,v)
B — 230 —v* = g(u,v)
que linearizado em torno da origem nos da:
du __ 1
e V3u + 7Y
% = 2v/3v

Neste caso os autovalores sio Ay = V3 >0e Xl =2v3>0¢ portanto, o
ponto critico (0,0) deste sistema, que corresponde ao ponto critico Pjy do
sistema inicial ¢ instavel.

A fig.6.2 nos d4 um esboco das 6rbitas no plano de fase. Estas érbitas po-
deriam ser obtidas diretamente como solugoes da equacao quase homogénea.
dy v—zy—1
dr 2y —1y2+2
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Figura 6.2: Esboco das naturezas dos pontos criticos

Exemplo 6.2 Estude o sistema
{ Cé—z = F(z,y) = —y — x/2> 4+ 2
a =Gy =z —ya? +y

Este sistema quase-linear tem como tnico ponto de equilibrio a origem
(0,0). Seu correspondente sistema linear é

dx
{ [ '
dy __
at — ¥
Os autovalores deste sistema linearizado sao imaginarios puros \; = 7 e
Ay = —i; O ponto (0,0) é um centro (estavel) deste sistema porém o ponto

(0,0) nao é um centro para o sistema inicial. Senao vejamos:
Vamos escrever o sistema inicial em coordenadas polares

x =rcosf 4z — cos @4 — rsin 0L
dt dt At

y =rsinf W — §inhL + rcoshL

dt dt dt
sin 0% = gin 6 cos AL — rsin? HL yde — g — 240
t iy TR R A S
L i ar a0 x y _ ,.df
cos 05 = cosOsin 0% + rcos® 0 e Yy =rg

Entao, o sistema original, em coordenadas polares ¢é

dr _ 2
(i,
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cuja solucao geral é dada por

{r(t):Lcomk:1>O

t+kq

0(t) = ks

que é uma espiral convergente para o ponto (0,0). Portanto, neste caso,
(0,0) é assintoticamente estavel.

Observamos que este resultado nao contraria o Teorema de Linearizagao.
Exercicios 6.1

1. Determine a natureza dos pontos de equilibrio do sistema

dr __
{ dd—t—x—xy2
T=2y—y

2. Estude a equacao:
{ &= _—z+ay

3. Estude a equagao de van Der Pol, considerando valores distintos (po-
sitivos, negativos e nulo) do parametro ¢,

de __
gt — Y
W— (1 -a?)y—ka

6.2 Aplicacoes de sistemas autonomos
quase-lineares

Interacao de espécies

Na natureza as espécies nao vivem isoladas, pelo contrario elas se re-
lacionam e interagem de modo a preservar sua sobrevivéncia. O processo
de relacionamento entre as espécies é bastante complexo e forma uma rede
denominada comunidade. Se analisarmos uma comunidade na tentativa
de modelar sua dinamica populacional, devemos estar cientes de que, para
cada espécie teremos uma equacao diferencial e, cada equagao sera nao li-
near. Por simplicidade, vamos estudar num primeiro momento, relacoes
entre duas espécies.

Podemos considerar tres tipos basicos de interacoes de duas espécies:
predacao, colaboracao e competicao - apresentando, cada qual variantes
especificas.
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Assim, supondo que temos duas espécies x(t) e y(t) interagindo em um
mesmo habitat, podemos considerar um modelo geral de interacao dado
pela equagao autonoma

@ = 2F(z,y)
{ % = yG(‘Ta y) (68)

onde, F(z,y) e G(z,y) representam suas respectivas taxas de cresci-
mento per capita.

O modelo geral de Kolmogorov (1936) [2] pressupoe simplesmente que
o ponto (0,0) seja de equilibrio, o que pode ser traduzido no fato que nao
existe geracao erpontanea em biologia.

Predacao A maioria das espécies obtem seus recursos energéticos se ali-
mentando de outras espécies. A populacao que serve de alimento para o
predador é denominada presa. Assim, a presenca do predador é um fator
negativo para o desenvolvimento das presas enquanto que a presenca das
presas é positivo para os predadores.

Modelo de Lotka-Volterra

Este modelo pressupoe que exista alimento em abundancia para as pre-
sas x(t) e que os predadores y(t) morrem na auséncia das presas. Admitire-
mos que o encontro entre elementos das duas espécies seja ao acaso a uma
taxa proporcional ao tamanho das duas populagoes. Se a causa principal
da mortalidade das presas for proveniente da acao dos predadores, entao
sua taxa de mortalidade serd proporcional ao niimero de encontros possiveis
entre presas e predadores - A Lei da Acao das massas da Fisico-Quimica
estabelece que o nimero de encontros possiveis das particulas numa reagao
quimica é proporcional ao produto entre elas - este mesmo argumento foi
usado neste modelo que considera a taxa de mortalidade proporcional ao
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produto x(t)y(t); Agora, para que a espécie predadora possa procriar é ne-
cessario que esteja alimentada e para tal deve encontrar e abater as presas
logo, podemos considerar que a taxa de natalidade da espécie predadora
seja proporcional a z(t)y(t).

Quando Volterra propos seu modelo presa-predador estava considerando
como presas os peixes do Mediterraneo, dai a pressupor que, na auséncia
de predadores (tubaroes) a populacao de presas tendo fartura de alimentos,
cresceria sem limitacao. Por outro lado, na auséncia de presas a taxa de
mortalidade dos predadores seria proporcional a sua populacao em cada
instante. Com estas consideragoes as equagoes que regem a dinamica destas
espécies sao

dx
S = ar — axy 6.9
{%z—by+6&:y (6.9)

onde os parametros, a :taxa de crescimento das presas, b :taxa de mor-
talidade dos predadores, o :taxa de abatimento das presas e [ :taxa de
transformacao de alimento em filhotes de predadores, sao positivos.

O modelo presa-predador 6.9 foi estabelecido também por Lotka na
mesma ocasiao e independentemente de Volterra (1925), analisando a dinamica
de drosofilas.

Para entender o que deve se suceder num futuro, dado que se conheca
os valores populacionais presentes, devemos analisar os pontos de equilibrio
e as drbitas no plano de fase do modelo 6.9.

Considerando as isoclinas do sistema

{ z(a —ay) =0
y(=b+pz) =0~

obtemos os pontos de equilibrio Py = (0,0) e P* = <%, g) .
O ponto Py = (0,0) ¢ instavel pois o sistema linearizado correspondente

a este ponto é dado por

{ L — qg
@ =—by
cujos autovalores sao Ay =a >0 e Ay = —b < 0 e neste caso, o Teorema
de Linearizacao garante a instabilidade do ponto.
Para analisar o ponto P* = <%, g) fazemos a mudanca de varidveis

:c:%+uey:§+vem6.9eobtemos:

(6.10)

{ du — by — quu
B
dt «a

dv_ﬂu
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Este sistema quase linear tem como sistema linearizado correspondente o
seguinte

{ du _ _ab,
d A (6.11)
dv __ ap .
i~ ot
O polinomio caracteristico, dado por
—% X 0
_ 2 _
det 50 ﬁ—)\‘_0<:>)\ +ab=0

tem como rafzes imagindrios puros A\; = \s = £+v/abi. Assim, o ponto critico
(0,0) do sistema 6.11 é um centro (estavel) para este sistema. De fato, no
plano de fase uv, temos

dv % u

du 2y
B
donde obtemos a equacao com variaveis separadas

ab af

—vdv = ——udu

6] o
cuja solucao sao as dérbitas no plano de fase dadas por

a—bUQ + %ﬁ =K
6] a
que sao elipses concéntricas para cada valor da constante arbitraria positiva
K.

Por outro lado, sabemos do teorema da linearizagao, que quando Ae
Ay sao imaginarios puros entao a natureza do ponto de equilibrio corres-
pondente do sistema nao linear é indeterminada, podendo ser um centro
ou uma espiral. Esta indeterminacao pode ser resolvida diretamente da
equagao original 6.9, considerando a equagao das dérbitas no plano de fase
xy

dy _ y(=b+ px)

= 6.12
dr  z(a+ —ay) (6.12)

Separando as variaveis e integrando, obtemos as érbitas:
alny —ay=—blnz+ Bz +1Ink (6.13)

Na equagao 6.13 nem x, nem y podem ser explicitados em termos de fungoes
elementares. As orbitas representadas por 6.13 podem ser tragadas por meio
do método grafico de Volterra:
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Figura 6.3: Fungoes auxiliares para Construcao da érbita presa-predador

Sejam z e w variaveis auxiliares satisfazendo

1\ ®
z = —blncx+ Bxr com CZ(E)
w = alny —ay
z = w

Agora, temos que z é uma funcao de = e, w é uma funcao de y; Também
temos que z = w. O esbogo dos gréficos das fungoes z = f(z) e w = g(y)

encontram-se na figura 6.3:
d?w

Temosque%zg—a e %:O@yzg.Ainda,W:—%<0
para todo y > 0. Portanto, para y = & , w atinge seu valor maximo
a
wy =a(ln——1
u =a(ln——1)
Analogamente, 2z atinge seu valor minimo z,, quando x = %
cb
Zm = b(l —In E)

Desta forma, a populacao de presas deve variar entre um valor minimo e
um valor maximo dados pelas duas solucoes de

a(ln2 —1)=—-blncx + pz
a

e 0 mesmo acontece com a populacao de predadores que esta compreendida
entre as duas solugoes da equacao (fig. 6.4)

b
b(1 —ln%) =alny —ay
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Figura 6.4: Construcao da trajetéria presa-predador no plano de fase

Podemos observar que os valores limitantes de ambas as populagoes
sao dependentes de seus estdgios iniciais (condigao inicial) pois dependem

da constante arbitraria c. As Orbitas do sistema 6.9 sdo curvas fechadas
contendo o ponto de equilibrio P* = %, 2 ) e sua diregao ¢ orientada pelas

variacoes das populacoes:

o _ z(a—ay) >0 < <2
dt Y 4 «
dy b
% = y(—b+ﬁx)>0<:>a:>3

Modelo presa-Predador com retirada

Se considerarmos o sistema presa-predador 6.9 com uma retirada uni-
forme de elementos de ambas as populagoes, cada populagao sera diminuida
de uma taxa proporcional a esta populacao. Seja ¢ a taxa de colheita, entao
o sistema passa a ser

& =z(a—ay) —er =x(a—¢) - ay
{ %%l =y(—b+fz) —ey=—(b+¢)+ Bry (6.14)

A diferenca entre os sistemas 6.9 e 6.14 consiste somente na posigao dos

seus pontos de equilibrio. Para o novo sistema 6.14 temos P~ = (Z’J;Ta, =),
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Figura 6.5: Orbita no plano de fase
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Figura 6.6: Presa-predador com retirada uniforme

Entao,
_ b+e b L.
T = > — = aumenta o valor maximo das presas
g G
_ a—e a L .
y = < — = diminui o valor minimo dos predadores
o o

Modelo presa-predador discreto

O modelo presa-predador discreto pressupoe que as variacoes considera-
das, para ambas as espécies, seja simplesmente a diferenca das populagoes
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em dois estagios consecutivos

{ Xni1 — X, = aX,, —aX,Y, (6.15)

Com, a : taxa de natalidade das presas; b : taxa de abate de presas
pelo predador; ¢ : taxa de mortalidade dos predadores e d : taxa de trans-
formacao de alimento (presa) em predadores. Neste modelo discreto de
Lotka-Volterra consideramos todos os parametros positivo.

O sistema 6.15 pode ser escrito diretamente como um sistema de re-
corréncia

X1 = AX, — aX,Y,
Yn+1 - —CYn + BXnYn

Os pontos de equilibrio de 6.16 sao obtidos, considerando

(6.16)

Xn+1 = Xn = X
Yn—l—l - Yn =Y

ou seja,

X* = AX* — aX*Y* = X*(A — aY™)
Y =Y*(=C + BX*)

e portanto, temos os pontos criticos Py = (0,0) e P = (%, %) que

devem estar no primeiro quadrante.
Exemplo 6.3

(6.17)

Xpi1 = 1,3X, — 0,01X,Y,
Y11 = —0,5Y, +0,003X,.Y,

seus pontos criticos sao P = (0,0) e P; = (500, 30);
Para o ponto (0,0) o sistema linearizado é

XnJrl =1, 3X,
YnJrl = _07 5Yn

. . : , L,
cuja matriz jacobiana é J:( 3 0 ) . Logo,

0 0,5
(1L,3—A) 0
det ' 0 (=0,5 — )

)\1:1,36)\2:—0,5:>
[A1] > 1
|)\2|<1

Logo, o ponto é P} ¢é instavel (ponto de sela).

) ‘ = 0 implica que os autovalores sao
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predador

0 200 400 600 800 1000 1200
presa

Figura 6.7: Orbita de um sistema presa-predador discreto

Para analisar a natureza do ponto Py = (500, 30), calculamos seus au-
tovalores
det‘( (1,3—-0,01Y,) — X  —0,01X, )

0,003Y,, (—0,5+0,003X,) — A =0

(500,30)
ou seja,
0,3—A =5 B
det‘(o,og 1—)\)‘_0
Assim, as raizes do polinomio caracteristico P(\) = A? — 1,3\ + 0,75 sdo
os nimeros complexos conjugados A = 1,3(1+14). Neste caso, como |RA| =

1,3 > 1, entdo o ponto de equilibrio P} = (500,30) é instavel (espiral
instavel ) (Ver fig. 6.7).

Exercicio 6.2 Estude o modelo discreto presa-predador com os dados
290 =30,y =05,a=0,01, «a=0,003, b=0,025e 5 = 0,001.

Modelo de Kolmogorov

Uma forma mais especifica do modelo de Kolmogorov para um sis-
tema presa-predador, ainda nao especificando as relagoes funcionais entre
as espécies, pode ser dado pelo sistema

G =aH(x) = V(z)y

(6.18)

Neste modelo geral temos:
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Figura 6.8: Resposta funcional em sistemas presa-predador

o H(x) é positiva e decrescente - na auséncia de predadores o taxa de
natalidade das presas diminui com o aumento de sua populagao (populagao
inibida).

o G(x) é crescente e G(0) < 0 < G(o00). A taxa de crescimento dos
predadores vai de valores negativos (falta de alimento) a valores positivos.

o V(z) > 0 paraxz > 0e V(0) = 0. A fungdo V(z) é denominada
resposta funcional dos predadores a densidade de presas (trophic function)
e, para cada par de espécies tem uma caracteristica especial (veja fig. 6.9)

Projeto 6.1 Faca um estudo completo do modelo presa-predador de
Kolmogorov. Dé um exemplo de fungoes H(x),V(x) e G(z) que satisfazem
as hipdtesesdo modelo de Kolmogorov e aplique a andlise anterior ao seu
modelo.

Observagao: A relacao presa-predador apresenta algumas variantes na
forma de predacao:

o Predacao comum: o predador mata sua presa e se alimenta dela;

o Parasitismo: o predador se nutre da presa sem mata-la. Exemplos
tipicos sao as epidemias (micro-parasitismo como as epidemias bacterianas
e virdticas; macro-parasitismo como a convivéncia com piolhos, lombrigas,
pernilongos etc);

o Hospedeiro-parasitdide: o parasitéide (predador) nao se alimenta di-
retamente de seu hospedeiro (presa), simplesmente deposita seus Gvos nele
e, posteriormente suas larvas se alimentam do hospedeiro. Este processo é
muito frequente entre insetos e é usado para controle de pragas na lavoura

Exemplo 6.4 controle da broca da cana de aciicar por uma vespa de-
senvolvida em laboratério [1].
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Projeto 6.2 Analise o Modelo discreto de Nicholson-Bailey do tipo
hospedeiro-parasitéide [3]:

Nt+1 = )\Nt €_aPt
Pt+1 = CNt(]. — G_apt)

Competicao

Neste caso ambas as espécies que competem se prejudicam mutuamente.

Uma competicao pode ser por alimentos, quando as duas espécies tém a
mesma preferéncia para sua nutricao - Entre passaros este processo é muito
comum (sabids e sanhagos comem os mesmos tipos de fruta), por espaco
fisico - quando a competicao se reflete no uso de refiigios ou na construgao
de ninhos.

Numa relacao de competicao entre duas espécies pode haver também
uma competicao intraespecifica quando elementos da mesma espécie também
competem entre si.

Um caso extremo de competicao é denominada amensalismo quando a
presenca de uma espécie prejudica a outra porém, a outra é indiferente a
presenca da primeira.

Modelo de Volterra para competicao

O modelo mais simples de competicao entre duas espécies é dado quando
supomos que o efeito da competicao seja modelado também via lei da acao
das massas (a taxa de crescimento de cada espécie é reduzida por um fator
proporcional a populacdo da outra), ou seja,

L — az — azy
& =by — By (6.19)
z=>0,y=>20

Podemos observar que no modelo 6.19, se nao tivéssemos competicao
entao, a populacao de cada espécie cresceria exponencialmente. Se consi-
derarmos que existe também uma competicao entre elementos da mesma
espécie, entao a taxa de crescimento de cada espécie é inibida de maneira
linear pelas duas populacoes:

dx 2
% = ar — ary — YT 6.20
{%Zby—ﬁxy—ayf (6.20)

onde, os parametros a, b, a, 3,7y e o sao positivos e = > 0,y > 0.
Vamos analisar o modelo 6.20, e deixar para o leitor a andlise de 6.19.
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O sistema 6.20 nao tem necessariamente uma solucao analitica e, neste
caso especifico, um estudo qualitativo das solugoes é imprescindivel.

Os pontos de equilibrio de 6.20 sao obtidos pelas interseccoes das iséclinas
do sistema:

8

2 _ _
ar —axy —yr =0 r=0 ou y=
{by—ﬁxy—agf:() {y:() ou y=

Q@ R

SRS
8

Obtemos, entao, os seguintes pontos criticos:
Py = (0,0) -obtido pela intersec¢ao das retas =0 e y = 0;

Pr= (0, 3) -obtido pela interseccao das retas x =0 e y = g — gx;
Py = (%, 0) -obtido pela interseccao das retas y =0 ey = 2 — 2x;
Py = (%, %) -obtido pela interseccao das retas y = ¢ — Ix e

y=2— 5z desde que yo — a8 # 0.

1) O ponto B} = (0,0) ¢ instavel pois o sistema linearizado em torno
deste ponto é dado por

dr __
{?—ax

ay __

i = 0y

onde, Ay = a > 0e Ay = b > 0 sao as raizes do polinomio caracteristico
associado ao sistema.

2) Para analisar o ponto P; = (0, 2), tomamos a mudanca de varidveis
r=uey=uv-+ g no sistema 6.20, e obtemos

{ g o quivt o) b (6.21)
d—Z:b(v—l—;)—Bu(v—i-;)—a(v—l—;V
A linearizacao do sistema 6.21 fornece
(5w
dt = —b’U — ?U
e o polindmio caracterfstico associado é P(\) = [(a — 22) — A] (=b— \)
com raizes A\; = (a — %) e Ay = —b.

Como A, é sempre negativo, se ab > ao < & > 7 entao Ay < O e

ponto Py = (0, %) serd assintoticamente estdvel. Por outro lado, se £ <
entdo P serd instavel (ponto de sela).

3) Para o ponto F; = (£,0), com andlise andloga & anterior obtemos
os autovalores \; = (b — %) e \y = —a. Entao, Py serd assintoticamente

estavel se, e somente se, by < aff < %/ > % e serd instavel se % < %.

Qe o
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ao—ba by—af

yo—af’ yo—af

primeiro quadrante, é necessério que z* = 22=02 5 ()¢ y* = =9 5 ) —
’ yo—af yo—af

4) Para que o ponto Py = ( ) com vo — aff # 0 esteja no

[(ac —ba) >0 e (yo—aB)>0]oullac—ba)<0 e (vo—apf)<0]
e
(b7 —af)>0 e (o—aB) >0 oulby—af) <0 e (10—ap)<0]
(6.22)
ou seja,
se (yo — af) > 0, devemos ter (ac —ba) >0 e (by—af) > 0;
se (yo —af) <0, devemos ter (aoc —ba) <0 e (by—af) <0.
A mudanca de varidveis x = u+x* e y = v+y* no sistema 6.20 fornece
um sistema quase-linear, cujo linearizado correspondente é

du * *
& = —yr*u — ax*v :

{ 4 _ _By*u — oy*v (verifique)
dt

O polinomio caracteristico da matriz dos coeficientes é
P\ = X+ (y2* + oy )N+ ( yo — af) 2*y*

e suas raizes sao

VI

1
A2 = —5 (ya* + oy*) £ [(va* + 0y)® — 4 (y0 — aB) 27y"]

Podemos observar que o discriminante A é sempre positivo o que implica
que as raizes sao numeros reais. De fato,

A = (yz* — oy*)? + daBzty* > 0

As relagoes 6.22 dizem respeito as posicoes das iséclinas formadas pelas
retasy = ¢ —Jx e y= g — gx Dependendo da posicao destas retas temos
quatro configuragoes distintas e, consequentemente, naturezas diversas para
os pontos criticos correspondentes. Procuramos deixar este estudo mais
claro nos diagramas que seguem:

Observacao: O "Principio de Exclusao Competitiva” , também cha-
mada Lei de Gause, estabelece que duas espécies em estado de competicao
forte nao podem coexistir - uma delas sempre sera extinta.

No caso analisado em que o ponto Py = (z*,y*) ¢é estavel temos que

L < g e % < %] = v0 > af e isto indica que os fatores de competicao
a e 3 sao relativamente pequenos. Estabilidade com espécies competindo é
frequentemente encontrada entre peixes: tilapias e carpas, entre passaros:

sabias e sanhacos.
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I=
-

glw @

Y sobrevive e sua populacao tende a y*==
ag
x serd extinta, a menos que yp= 0 = x tende a 2
(0,0) né instavel
(O,g) né assintoticamente estavel
(%, 0) ponto de sela (instavel)

Figura 6.9:

|m

al= a

h_ a
B ¥

x sobrevive e sua populacdo tende a x* %
b

Y serd extinta, a menos que rg= 0 = y tende a p
(0,0) né instavel

(0,%) ponto de sela (instével)

(%, 0) né assintoticamente estdvel

Figura 6.10:

Projeto 6.3 Estude o modelo 6.19, onde nao hé competicao entre

elementos da mesma espécie. Dé um exemplo real.

Projeto 6.4 Estude o modelo de amensalismo

{ g—f:ax—fy:ﬁ
a = by — By

Mutualismo
O mutualismo é uma interacao de cooperacao entre espécies, ou seja,
elas se beneficiam mutuamente. Este tipo de relacao também é chamado
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0,0) né instdvel
0,3) ponto de sela (instdvel)
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Figura 6.11: (%, 0) ponto de sela (instavel)
(

Figura 6.12:

;. . *
as duas espécies sobrevivem e tendem a (z”, y*)

‘.v h
a
Cary
b aLh
T B
aldd
u.\"‘“x\
b a x
B ¥

(0,0) né instavel

(0,3) né assintoticamente estavel

(%, 0) né assintoticamente estavel

(2", y*) ponto de sela instavel - havera extin¢io de uma
das espécies, dependendo das condicoes iniciais das
populacoes. S6 havera coexisténciadas espécies se a
condicao inicial estiver na curva separatriz que é composta
das duas dérbitas que convergem para (x*, y*)



6.2 Aplicacoes de sistemas autonomos quase-lineares 159

simbiose ou cooperacao e é muito frequente e importante na natureza.

Modelo de mutualismo de lotka-Volterra sem
autoinibicao

O modelo de Lotka-Volterra para o fenomeno de simbiose é dado por:

dzx
G = —ar + axy 6.93
{%:—bgﬁ—ﬂxy (6.23)

onde, os coeficientes a, b, a e 3 sao todos estritamente positivos.

Podemos observar diretamente do sistema 6.23 que a auséncia de uma
espécie conduz a outra a extingao, ou seja, a interacao entre elas é obri-
gatoria.

As isoclinas do modelo sao dadas pelas retas ortogonais x = 0, y = 0,

y=2%ex =2 ¢ os pontos de equilibrio sdo apenas dois: Py = (0,0) e

«

P =(52).

A matriz jacobiana do sistema é

J(x,y) = { (_aﬁzaw (bt ) }

Para o ponto de equilibrio Py = (0,0),

J(0,0) = [ _0“ _Ob }

Neste caso, o polinomio caracteristico é dado por P(A\) = (—a — A) (=b—\)
cujas raizes sao Ay = —a < 0 e Ay = —b < 0 e, portanto, o ponto
Py =(0,0) ¢ assintoticamente estével.

Para o ponto Py = (%, %) , temos

b a 0o <
(5=l e 5]

Neste caso, o polinémio caracteristico ¢ P(\) = A% — ab, donde as raizes

sa0 A\ = Vab >0 e X\ = —Vab < 0, logo o ponto Pj é um ponto de

sela (instavel). Isto significa que populagbes baixas ndo podem sobreviver

enquanto que populagoes altas tendem a crescer. As orbitas no plano de

fase sao obtidas como solucgoes da equacao autonoma de variaveis separadas
dy  —by+Bry  y(=b+ B)

= = 6.24
dr  —axr+azxy  z(—a+ ay) (6:24)

=
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Figura 6.13: Orbitas do modelo de mutualismo de Lotka-Volterra

Separando as variaveis e integrando, obtemos

/ (—a+ay) _ / (—b+ fz)
y z

ou seja, as Orbitas sao as curvas
—alny+ay=—-blnzx+ Bz +k

Como o ponto de equilibrio é uma sela, existe uma separatriz, isto é,
uma orbita que converge para o ponto.

Projeto 6.5 Analise os modelos de simbiose

1.

de __
{ él—t—a:v—kozxy
ar = by + By

onde a, b, ae3 positivos.

{;%:ax(l—%%—a%)
=y (- +0%)

onde os parametros sao todos constantes e positivos.

Devemos observar que nem sempre as interagoes encontradas na natu-
reza sao de um dos tres tipos descritos na forma absoluta: presa-predador,
competicao e mutualismo; Uma relacao de mutualismo pode converter-se
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em predacao caso uma das espécies diminui muito em relagao a outra como
é o caso de formigas e pulgdes. Num ambiente normal e equilibrado, as
formigas pastoream os pulgoes e também servem de transporte, levando-os
para habitar novos brotos e, como simbiose se alimentam de seus escremen-
tos. Quando os alimentos das formigas se tornam escassos entao elas se
alimentam dos pulgoes. Também podemos encontrar espécies de presas que
se alimentam das crias dos predadores. Ainda, uma relagao de competicao
pode vir a se transformar em cooperacao se o ambiente favorecer.

De maneira geral os sinais das derivadas parciais %—5 e % do modelo
geral de Kolmogorov 6.8 definem, pelo menos localmente, o tipo de relagao
existente.

Relacao %_1; ba

Predacao -+

{ &% =aF(x,y) Competi¢ao - —
W _ @ g -

a = yG(z,y) Cooperagao + o+

Amensalismo 0o —

Comensalismo 0 +

Quando consideramos os modelos de Lotka-Volterra as fungoes F(x,y)
e G(z,y) sao lineares, e as relagoes entre as espécies z(t) e y(t) ficam entao
dependentes dos sinais dos parametros a e [3:

Relagao %—F =« Z—G =0

Yy X
F(z,y) = z(ay 4+ a + vyx) Predacao a<0 >0
G(z,y) =y(b+ fx + oy) Competicio a <0 <0

Cooperagao o >0 (>0

Com autoinibicao de z sey < 0

Com autoinibicao de y se o < 0.
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