UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC

Lista 2 - Introducao a Probabilidade e Estatistica

Modelo Probabilistico

1 — Uma urna contém 3 bolas, uma vermelha,
uma verde e uma azul.

a) Considere o seguinte experimento. Retire
uma bola da urna, devolva-a e retire uma se-
gunda bola. Descreva o espaco amostral.

b) Repita o exercicio no caso em que a primeira
bola retirada ndo é devolvida.

2 — Proponha o espago amostral para os seguintes
experimentos

a) Uma moeda é langada duas vezes.

b) Um dado e uma moeda sao lancados simul-
taneamente

¢) Uma caneca cai de uma mesa.

d) Duas cartas sao retiradas de um baralho de
52 cartas.

e) Um pacote de seis cartas numeradas é embar-
alhado e os nameros sdo revelados um a um.

f) Langar uma moeda até sair cara.

g) Que horas seu relogio mostra agora.

3 — Dois dados sao lancados. Seja E o evento em
que a soma dos dados é impar; seja F o evento em
que pelo menos um dos nimeros na face virada para
cima seja 1; e seja G o evento em que a soma € 5.
Descreva os eventos ENF, EUF, FNG, EﬂFC, e ENFNG.

4 — Um dado é lancado sucessivas vezes até
aparecer um 6 na face virada para cima. Neste
instante o experimento finaliza. Qual é o espago
amostral deste experimento? Seja E, o evento em
que n lancamentos sdo necessarios para completar o

experimento. Que evento representa (U3, En)c?

5 — Um sistema estéa formado por 5 componentes,
cada uma das quais estd em funcionamento ou com
falha. Considere o experimento que consiste em ob-
servar o estado de cada componente. Assuma que
o resultado do experimento estd dado por um vetor
(X1,X2,X3,X4,X5), onde x; € igual a 1 se a i-ésima
componente esta funcionando e igual a 0 caso con-
trario.

a) Qual a cardinalidade do espago amostral deste
experimento.

b) Assuma que o sistema estard em funciona-
mento caso as componentes 1 e 2 estejam fun-
cionando, ou se as componentes 3 e 4 estao
funcionando ou se as componentes 1, 3 e 5 es-
tao funcionando. Seja W o evento em que o
sistema estd funcionando. Especifique os pon-
tos amostrais de W.

c) Seja A o evento em que as componentes 4 e 5
falham. Qual a cardinalidade deste evento?

d) Escreva todos os pontos amostrais do evento
ANW.

6 — O administrador de um hospital codifica os
pacientes vitimas de arma de fogo que ingressam na
unidade hospitalar segundo tenham ou néao plano de
saude (codigo 1 se tem cobertura e codigo 0 se nao
tiver) e de acordo a sua condi¢ao, que é avaliada como
boa (b), razoavel (r) ou péssima (p). Considere o ex-
perimento que consiste em codificar estes pacientes.

a) Descreva o espago amostral deste experi-
mento.

b) Seja A o evento em que o paciente estd em
uma condicao péssima. Especifique os pontos
amostrais de A.



c) Seja B o evento em que o paciente nao tem
um plano de satde. Especifique os pontos
amostrais de B.

d) Apresente todos os pontos amostrais do
evento BL U A.

7 — |Distribuicdo de objetos em cubiculos.]
Considere o espago amostral decorrente de alocar k
objetos (bolas, etc.) em n cubiculos (caixas,urnas,
etc.) enumerados de T a n. Esta classe de problemas
aparece, por exemplo, na Fisica Estatistica quando
¢ estudada a distribui¢do de k particulas (protons,
elétrons, etc.) entre n estados (que podem ser niveis
de energia). Na fisica estatistica dizemos que:

a)as particulas obedecem a estatistica de
Maxwell-Boltzmann se sao distinguiveis.

b)as particulas obedecem a estatistica de Fermi-
Dirac se sao indistinguiveis e se estao sujeitas ao
principio de exclusao de Pauli (i.e. no maximo
uma particula por sitio).

c)as particulas obedecem a estatistica de Bose-
Einstein se s3o indistinguiveis mas ndo estao
sujeitas ao principio de exclusao de Pauli (i.e.
sem restricdo ao numero de particulas por si-
tio, como no caso da estatistica de Maxwell-
Boltzmann).

Descreva o espaco amostral para estes modelos de
alocacao de particulas.

8 — Considere o experimento aleatério que con-
siste em observar os primeiros N movimentos de
uma particula que se desloca aleatoriamente no con-
junto Z ={...,—1,0,1,...} dos ntumeros inteiros. A
particula comeca sua trajetéria na origem no instante
0 e a cada instante de tempo 1,2,3,... a particula
se move aleatoriamente para a direita ou para a es-

querda. Descreva o espago amostral deste experi-
mento.
9 — Descreva o espaco amostral quando o experi-

mento consiste em observar a trajetoria completa do
passeio aleatorio. Isto é, se observarmos seus movi-
mentos em todos instante de tempo n,n € N.

10 — Considere uma urna que que contém M bo-
las enumeradas 1,2,...M onde My bolas tem a cor
b1y...,M; tem a cor by, e My 4+ --- 4+ M, = M.
Suponha que retiramos uma amostra de tamanho
n < M sem substituicdo. Descreva o espago amostral
do experimento.

11 — Mostre as seguintes relacoes
ENFCECEUFE

Se E C F entdo FC c EC.
F=(FNE)UFNEL), e EUF=EU (EENF).
Para qualquer sequéncia de eventos Eq, Ey, ...

defina uma sequéncia de eventos Fi, Fa, ... dis-
juntos dois a dois tais que para cada n > 1,

a
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)
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)
)
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U{L:]Ei = U?:ﬂ:i.

12 — Sejam E,F e G trés eventos. Encontre uma
expressao para os seguintes eventos

a) Apenas o evento E ocorre.

b) Os eventos E e G ocorrem mas nao o evento
F.

Pelo menos um dos eventos ocorre.

e o

NN NN NN

Pelo menos dois dos eventos ocorrem.

Os trés eventos ocorrem.

= @D

Nenhum dos eventos ocorre.

No maéximo, um dos eventos ocorre.

=

No méaximo, dois dos eventos ocorrem.

Exatamente dois dos eventos ocorrem.

—

No méaximo, trés dos eventos ocorrem.

(-

13 — Suponha que um experimento é realizado n
vezes. Para qualquer evento E do espaco amostral
seja n(E) o namero de vezes que o evento E ocorre,
e defina f(E) = n(E)/n. Mostre que f(.) satisfaz os
axiomas de uma probabilidade.

14 — Se PE] = 0,92 e P[F] = 0,8 mostre que
P[ENF > 0,7. Em geral, mostre a desigualdade
de Bonferroni,

PENF > P[E] + P[F] —1



15 — Mostre que a probabilidade de que exata-
mente um dos eventos E ou F ocorra é igual a
P[E] + P[F] — 2P[E N F].

16 — Prove que P[E N FC] = P[E] — P[E N FI.

17 — Mostre que A C B se e somente se 1a < 1p;
e que ANB =0 se, e somente se, 1alg = 0.

18 — Mostre que se P e Q sdo duas probabilidades
entdo alP + bQ é uma probabilidade, onde a,b > 0
e a+ b = 1. Fornega um exemplo concreto de uma
mistura deste tipo.

19 — Se P é uma probabilidade, que axiomas sat-
isfazem P/2 e P2.

20 — Seja (An)neny wna sequéncia de eventos.

a) Mostre que se P[A,] =
P[mneNAn] =1

b) Mostre que se P[A,] = 0,¥n € N entdo
]P)[UTLGNAH] == O

1,vyn € N entao

* 21 — Mostre que P[E UFU G] = P[E] + P[F] +
PIG] —PECNFNG] —PENF NG] —PENFNGE) —
2P[ENFN G



Respostas dos Exercicios

1 Se denotarmos uma bola vermelha por Va, uma
verde por Ve e uma azul por A teremos que o espago
amostral serd dado por:

a) Q ={(Va, Va), (Va, Ve), (Va, A), (Ve, Va), (Ve, Ve

(Ve,A), (A, Va), (A, Ve), (A, A)}

b) Q= {(V(l, Ve), (VCl, A)) (Ve» V(l), (Ve, A)) (A) Va)

(A, Ve)}
2 a) Q = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}, onde O repre-

senta coroa e 1 representa cara.

b) Q ={(i,a):1€{1,2,3,4,5,6},a € {0, 1}}.

c¢) Ha varias opgoes dependendo de qual seja o in-
teresse de quem esteja observando o experimento.

i) Q ={S,N} onde S representa que a caneca que-
brou e N representa que a caneca nao quebrou.

ii) Q ={1,2,...} se o interesse for em registrar o
naimero de partes da caneca espalhados no chao apés
a queda.

iii) Q = {A,B,D,E} se o interesse for em saber
se ap6s a queda a caneca ficou virada para Acima
ou para Baixo; ou se a orelha da caneca ficou para
Direita ou para Esquerda.

d) Se C denota o conjunto de cartas, entdo Q =
{A:A C CelA|l =2} Em outras palavras, Q con-
siste de todos os subconjuntos de duas cartas de um
baralho de 52 cartas.

e) O espago amostral consiste de todas as permu-
tacoes do conjunto {1,2,3,4,5, 6}.

f) Se registrarmos o numero de lancamentos
necessarios até sair cara, Q ={1,2,...}.

g) Se o relogio for um digital podemos tomar como
espaco amostral Q = {(h,m,s) : h € Qu,m €
Qm,s € Qg}, onde Qp {1,2,...24},Q
{0,1,...,59e Qs ={0,1,...,59}.

3 O espaco amostral corresponde a este experimento
¢ Q= {(1)”) (1)2)))(6)6)} = {(w1)w2) Wi €
{1,2,3,4,5,6},i =1, 2}. Desta forma temos que

i) ENF= {(1)2)7 (1)4)3 (1)6)) (2»1)) (4)1)) (6> 1}

ii) EUF representa o evento em que a soma € im-
par ou pelo menos um dos dois ntimeros sorteados é
o nimero 1.

iii) FN G ={(1,4),

iv) ENFC = {(2,3), (2,5), (
(4,5),(5,2),(5,4),(5,6),(6,3

v) ENFNG=FNG.

4 Uma escolha de espaco amostral é dada por QO =
{yx1y .oy Xnq)y,n>2,x Z6,i=1,...,n—1}U{1}
onde (n,x1,...,Xn_1) Tepresenta a situacio em que o
J;niimero 6 foi sorteado pela primeira vez no n-ésimo
lancamento e x; representa o resultado do i-ésimo
lancamento. O evento {1} representa o evento no qual
o ntimero 6 é sorteado no primeiro langamento.
O evento (Uff’:]En)E representa o evento em que o
nimero 6 nunca é sorteado.

5 a) 2° =32.

) _{(1?1)1)1) ))(1)1)1)])0)’(1)1)170)])?
(1,1,0,1,1),(1,1,1,0,0), (1,1,0,1,0), (1,1,0,0, 1),
(1)1)0 O O) (1)031)])1))(0)])1)1)]))(13031)1)0))
(0,1,1,1,0),(0,0,1,1,1),(0,0,1,1,0),(1,0,1,0, 1)}.

c) 8.

d)AﬂW:{(],],],0,0),(],],0,0,0)}.

6 a) QO ={(1,b),(0,b), (1,7),(0,7), (1,p), (0,p)}
b) A ={(1,p), (0,p)}
c) B ={(0,b),(0,7),(0,p)}.
d) BEUA ={(1,p), (0,p), (1,b), (1,7)}.

7 Modelo de Mazwell-Boltzman. Neste modelo de
alocacao de particulas em cubiculos, as particu-
las sdo distinguiveis e um cubiculo pode compor-
tar mais de uma particula. Nestas condigoes o es-
paco amostral para este experimento é dado por
Q ={(wyy...,wy) : 1 < wiy <nVil, onde w; é
o nimero do cubiculo onde a i-ésima particula é alo-
cada. Note que [Q] =nk.

Modelo de Fermi-Dirac. Neste modelo as particu-
las sdo consideradas indistinguiveis e ocupagao multi-
pla de cubiculos nao é permitida. Neste caso, Q =

{(w1y...,wn) : wy = Ooul Vj eZ}Q wj = k}. Note
que [Qf = (}).
Modelo de Bose-Einstein. Neste modelo as

particulas sao indistinguiveis e ocupacao multipla

dos cubiculos é permitida. Neste caso, Q
. n JE—

{(wyy..,wn) tw;>0e Zj:] wj = k}, onde wj rep-

resenta o namero de particulas presentes no cubiculo

j. Note que [Q| = (nzl_‘?])

8 Q= {(wth)"')wn) MRS {_1)1}>1 <i< TL}
onde w; = —1 representa um passo a esquerda no
i-ésimo movimento e w; = 1 representa um passo a
direita no i-ésimo movimento.



9 Q:{_])]}N :{(wi)iGN - Wy =—1ou 1)i€ N}

10 QO ={w: w = (aj,...,an) : ax # q; se k #
L,ai =1,2,...,M}. Note que [Q] = (M)n.

11d)F=EeFfR=EnN (ﬂ};}E?) para i > 2.

12 a) ENFC N GE.

b) ENGNFL.
EUFUG.
(ENFJU(ENG)U
ENFNG.

EC A FC N GE.
(EnFEnchu

NFNG)
)(EmFﬂG)
(ENFNGYH U
Q.

(FNG).

—
2o ael

ENFPNGYHUEENFNGH U

'-_-’OQ
~—

(EC

=

i (ENFENG)U(ECNFNG).
J
13 f(.) satisfaz as seguintes propriedades:

i) f(E) > 0 para qualquer evento E ja que n(E) >

=

ii) Se ANB = ( entdo f(AUB) = (AUB) =
(A)+n(B)

BECEZ = f(A) + ( ).
iii) f(Q) =M —n g,

14 Sendo que 1 > P[E U F] = P[E] + P[F] — P[EN F]

concluimos que P[E N F] > P[E] + P[F] — 1.

15 O evento EAF = (E\ F) U (F\ E) representa o
evento em que s6 um dos eventos E ou F ocorre. Logo,
P[EAF] = P[E\ F] +P[F\ E] = P[E] — P[E N F] + P[F] —
P[ENF].

16 Sendo que ENFC =E\N(ENFeque ENFCE
concluimos que, P[E N FC] = P[E] — P[E N FI.

17 Assuma que A C B. Seja w € Q. Tem-se trés
Casos.

i) Se w € A entdo w € B e neste caso tem-se que
Talw) =1g(w) =1,

ii) Se w € B\ A entao 1a(w) =0<1=1g(w).

iii) Se w € BC entdo 1a(w) = 1g(w) = 0.

Concluimos que 14 < 1g.

Agora assuma que 1a < Tg. Seja w € A. Logo,
1 =1a(w) < 1g(w) < 1. Portanto 1g(w) = 1; ou,
de forma equivalente, w € B.

18 Comecemos notando que para qualquer evento
E, (aP+ bQ)(E) = aP(E) + bQ(E). Logo,

i) Do fato que P(E), Q(E) > 0 para qualquer evento
E segue-se que (alP + bQ)(E) > 0.

ii) Se E,F sao dois eventos disjuntos temos que
(aP 4+ bQ)(E U F) aP(EUF) + bQ(EU F) =

5

a(P(E)+P((F)) +
(aP(F) + bQ(F)).

iii) (aP+bQ)(Q) =
1.

b(Q(E) +Q) = (aP(E) +bQ(E)) +

aP(Q)+bQ(Q) = a.1+b.1 =

19 P/2 satisfaz os axiomas i e il ja que
i) P/2(E) = @ > 0 para qualquer evento E e,
ii) se E, F sao dois eventos disjuntos entao P/2(EU
F)=P(EUF)/2 = =P/2(E) + P/2(F).
P? satisfaz os ax1omas i e iil ja que
i) P?(E) > 0 para qualquer evento E e
iii) P2(Q) =12 =1.

20 Assuma que P(A,) = 0 para qualquer n. Sendo

que 0 < P(UnpenAn) < ZIP’
neN

= 0 concluimos

que P(UnenAn) = 0.

Para concluir o exercicio note que P(NpenAn) =
1=P((NnenAn)®) = T—P(UnenAb) e que se P(A,) =
1 para todo n entao }P’(Aﬁ) = 0 para todo n.

21 Verifique que EUFUG=AUBUC com A,B,C
disjuntos dois a dois onde A = E\ ((EN Fn G)U
(ENFNG)),B=F\((ENFNGYHU(ENFNG)) e
C =G\ (GNFNEL). Logo aplique as propriedades
de uma probabilidade.
Outra solucao:
Pelo Principio de Inclusao exclusao:
P(EUFUG) = P(E) + P(F) + P(G)
P(ENG)—P(FNG)+P(ENFNG)
Agora use que

—P(ENF) —

ENF=(ENFNG°)U
ENG=(ENGNF)U
FNG=(FNGNE°)U

(ENFNG)
(ENGNF)
(FAGNE).

e assim

PENF) =PENFNGY)+P(ENFNG)
PENG)=P(ENGNF)+P(ENGNF)
P(FNG)=P(FNGNE®)+P(FNGNE).

Somando

P(ENF)+P(ENG)+P(FNG) =
P(ENFNG®)+P(ENFNFY)+P(FNGNE®)+3P(ENFNG),

Agora substitua na formula de inclusdo exclusao.



