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CAPITULO 1
INTRODUCAO
1.1 O que é Estatistica?

Estatistica é a ciéncia que investiga os processos de obtencao, organizagao e analise
de dados sobre uma populacgao, e os métodos de tirar conclusoes ou fazer predigoes

com base nesses dados.

Este conceito tem um significado mais amplo do que aquele que usualmente se
da a palavra "estatistica", isto é, o resultado de contagens sobre a ocorréncia de
determinados eventos e a sua representacao através de graficos e tabelas, como,
por exemplo, as estatisticas de ocorréncia de chuvas numa certa época do ano; as
estatisticas sobre os ganhadores de prémios de loteria; as estatisticas de renda média

por regiao etc.

Em geral, este conceito mais popular de estatistica corresponde somente a
organizacao e descricao dos dados relativos a um determinado experimento ou
situacao e nao trata da andlise e interpretacao desses dados. Ele esta associado
a parte da Estatistica que denominamos de Estatistica Descritiva. A FEstatistica
Descritiva, portanto, é a parte da Estatistica que se preocupa com a organizacao e

descricao de dados experimentais.

Além da Estatistica Descritiva h& a Estatistica Indutiva ou Estatistica Inferencial
que consiste, fundamentalmente, das técnicas de analise e interpretacao dos dados. A
partir de um conjunto restrito de dados, chamado de amostra, organizado e descrito
pela Estatistica Descritiva, a Estatistica Indutiva procura fazer inferéncias ou, em
outras palavras, tirar conclusoes sobre a natureza desses dados e estender essas

conclusoes a conjuntos maiores de dados, chamados de populacoes.

E evidente que, para que a Estatistica Indutiva possa deduzir conclusoes validas, é
necessario que se tomem alguns cuidados para a escolha da amostra a ser utilizada.
Esses cuidados, mais propriamente chamados de critérios, sao estabelecidos por uma

técnica chamada de amostragem.

Contudo, para permitir que a Estatistica Indutiva proporcione conclusoes validas

nao basta utilizar as técnicas de organizacao e descricao dos dados da Estatistica
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Descritiva e as técnicas corretas de amostragem. Fica ainda faltando uma tultima
ferramenta que é o cdlculo de probabilidades. O calculo de probabilidades é um
conjunto de técnicas matematicas que visa determinar as chances de ocorréncia de

eventos regidos pelas leis do acaso.

A Figura 1.1 abaixo interrelaciona os conceitos citados:

A0 5 TRA GEM

CALCULO DE
PROEBABILIDADES

ESTATISTICA
DESCREITIVA

ESTATISTICA
INLUTIV A

Fig. 1.1 — Figura tirada de : Costa Neto, P. L. de O. - Estatistica, Ed. Edgard
Bliicher Ltda - 1977

1.2 Conceitos de Populagao e Amostra

Populagao ou Universo ¢ a totalidade dos objetos concebiveis de uma certa classe

em consideracao.

Amostra sao os objetos selecionados da populacao. Se esses objetos sao selecionados
de tal maneira que cada objeto tem a mesma chance de ser selecionado do que o

outro, temos uma amostra aleatoéria
1.3 Tipos de Variaveis

E necessério, inicialmente, que se defina qual(is) a(s) caracteristicas dos elementos
que devera(ao) ser verificada(s). Ou seja, nao se trabalha estatisticamente com os
elementos existentes, mas com alguma(s) caracteristica(s) desses elementos. Por
exemplo, os elementos a serem estudados podem ser a populagao de uma cidade,
mas estaremos interessados em alguma caracteristica como renda, idade, sexo, tipo
de moradia, etc. Trabalha-se portanto com os valores de uma wvaridvel (que é a
caracteristica de interesse), e ndo com os elementos originalmente considerados. A

escolha da variavel (ou variaveis) de interesse dependera dos objetivos do estudo
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estatistico em questdo. Esta caracteristica (variavel) poderd ser qualitativa ou

quantitativa.
A variavel serda qualitativa quando resultar de uma classificagao por tipos ou
atributos, como nos seguintes exemplos:

e a) Populagao: alunos de uma universidade

Variavel: sexo (masculino ou feminino).

e b) Populagao: moradores de uma cidade

Variavel: tipo de habitagao (casa, apartamento, barraco, etc.).

e ¢) Populagao: pegas produzidas por uma méquina

Variavel: qualidade (perfeita ou defeituosa).

e d) Obitos em um hospital, nos tltimos cinco anos

Variavel: causa mortis (moléstia cardiovasculares, canceres, etc)
e ¢) Populagao Brasileira

Variavel: cor da pele (branca, preta, amarela, vermelha, parda).

A variavel sera quantitativa quando seus valores forem expressos em numeros. Pode

ser subdivida em:
1 - quantitativa discreta: pode assumir apenas valores pertences a um
conjunto enumeravel;

2 - quantitativa continua: pode assumir qualquer valor em um certo

intervalo de variacao.

Alguns exemplos de variaveis quantitativas discretas sao:

e a) Populagao: habita¢oes de uma cidade.

Variavel: namero de banheiros.

e b) Populagdo: casais residentes em uma cidade.

Variavel: namero de filhos.

13



e ¢) Populagao: aparelhos produzidos em uma linha de montagem.

Variavel: nimero de defeitos por unidade.

e d) Populagao: Bolsa de valores de Sao Paulo.

Variavel: nimero de a¢oes negociadas.

Alguns exemplos de varidveis quantitativas continuas sao:

e a) Populagdo: estagdo meteorologica de uma cidade.

Variavel: precipitacao pluviométrica durante um meés.

e b) Populagdo: pregos produzidos por uma maquina.

Variavel: comprimento.

e ¢) Populagao: propriedades agricolas do Brasil.

Variavel: producao de algodao.

e d) Populagdo: industrias de uma cidade.

Variavel: indice de liquidez.

e ¢) Populagao: pessoas residentes em uma cidade.

Variavel: idade.

Para atingir os objetivos da Estatistica descritiva, os dados observados sao muitas
vezes sintetizados e apresentados em formas de tabelas ou graficos, os quais irao
fornecer rapidas e seguras informacoes a respeito das variaveis em estudo. Uma
das tabelas mais utilizadas na estatistica é a distribuigao de freqiiéncias. Os gréficos
associados a ela sao o grafico de freqiiéncias (denominado histograma, para o caso de
variaveis quantitativas continuas), o poligono de freqiiéncias, o grafico de freqiiéncia

acumulada e o poligono de freqiiéncia acumulada.
1.4 Distribuicoes de Freqiiéncia

Muitas vezes os graficos sao elaborados utilizando-se as freqiiéncias dos valores da

variavel. Para tal, necessitamos definir alguns conceitos importantes.
1.4.1 Freqiiéncias e freqiiéncias relativas

Definimos freqiiéncia de um valor de uma variavel (qualitativa ou quantitativa)

como sendo o numero de vezes que aquele valor se repete no conjunto de dados
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experimentais. Usaremos a notagao fi para representar a freqiiéncia do i-ésimo valor

observado.

Sendo n o nimero total de valores observados e k o nimero de diferentes valores

obtidos, tem-se:
> fi=n (1.1)

Exemplo
Seja o conjunto de dados abaixo (Tabela 1.1), que representa o ntamero filhos de

funcionarios da empresa Ficticia S.A..

TABELA 1.1 — Numero de filhos dos 50 funcionarios da empresa Ficticia S.A.

Num.de Filhos Freqiiéncia Freq. Relativa
0 15 0,30
1 10 0,20
2 13 0,26
3 6 0,12
4 3 0,06
5 3 0,06
Total 50 1,00

As freqiiéncias sao:

e fo =15 (corresponde ao valor 0)
e f1 =10 (corresponde ao valor 1)
e fy =13 (corresponde ao valor 2)
e f3 =206 (corresponde ao valor 3)
e f; =3 (corresponde ao valor 4)

e f5 =3 (corresponde ao valor 5)

15



Chamamos de distribuicao de freqiiéncias & associacao das freqiiéncias aos
respectivos valores observados. Portanto, a representagao acima caracteriza uma
distribuicao de freqiiéncias. Do mesmo modo, podemos definir fregiiéncia relativa de

um valor observado como sendo a relagao:

P
=2 1.2
pi= (1.2)
Verifica-se facilmente que:
k
=1 13
i=0

1.5 Distribuicao de freqiiéncias e sua representacao grafica para

variaveis quantitativas discretas

A Tabela 1.1 representa a distribuicao de frquencias para a variavel discreta "ntmero
de filhos". A representagao grafica de uma distribuigao de freqiiéncia de uma variavel
quantitativa discreta ¢ denominada grafico de freqiiéncias (Figura 1.2). Utilizando o

exemplo, temos o seguinte grafico de frequencias

Freqiéncia
¥

15 7
10 7

Fig. 1.2 — Histograma de freqiiéncia

Uma outra representacao utilizada ¢ a do grafico das freqiiéncias acumuladas
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e freqiiéncias relativas acumuladas. Tomando-se os dados do exemplo anterior
podemos calcular as freqiiéncias, freqiiéncias acumuladas e freqiiéncias relativas

acumuladas dos diversos valores. Esse calculo esta ilustrado na Tabela 1.2.

TABELA 1.2 — Freqiiéncias, freqiiéncias relativas e freqiiéncias relativas acumuladas

Num.de Filhos Freqiiéncia Freq. Relativa Freq. Relativa
Acumulada
0 15 0,30 0,30
1 10 0,20 0,50
2 13 0,26 0,76
3 6 0,12 0,88
4 3 0,06 0,94
5 3 0,06 1,00
Total 50 1,00 -

Com os dados acima podemos construir o grafico de freqiiéncias relativas (Figura

1.3) e freqiiéncias relativas acumuladas (Figura 1.4).

Freqiéncia
A

0,3
’
0.2 7

0,1

Fig. 1.3 — Histograma de freqiiéncias relativas
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Freq. Eelativa Acumulada

'y
1.0
11
06 .
0,3%
o 1 2 3 4 5 ™

I Filhos

Fig. 1.4 — Histograma de freqiiéncias relativas acumuladas

1.6 Distribuicao de freqiiéncias e sua representacao grafica para

variaveis quantitativas continuas

As variaveis quantitativas continuas diferem um pouco das discretas na sua forma
de representacao gréafica. Para entender essa diferenca temos que nos lembrar que
as variaveis continuas, por definicao, tém os seus valores definidos num intervalo
continuo dos nimeros reais. Portanto, nao tem sentido falar em freqiiéncia de
repeticao de um determinado valor, pois os valores raramente se repetem. A Tabela
1.3 representa uma distribuicao de freqiiéncia para a variavel continua "altura de

funcionérios".

TABELA 1.3 — Altura (cm) dos 50 funcionarios da empresa Ficticia S.A.

Altura Freqiiéncia Freq. Relativa

151 - 159 2 0,04

159 - 167 11 0,22

167 - 175 18 0,36

175 - 183 10 0,20

183 - 191 8 0,16

191 - 199 1 0,02
Total 50 1,00

Intervalos de classes: O simbolo que define uma classe
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Exemplo: 151 — 158

Limites da classe: Os nimeros extremos de cada intervalo

Exemplo: o limite inferior da 1¢ classe ¢ 151 e o limite superior da 1* classe ¢ 158
Ponto médio de classe:ponto intermediario do intervalo de classe

Exemplo: Ponto médio da 1¢ classe é 154, 5

Amplitude do intervalo de classe: ¢ a diferenca entre os limites reais superior e

inferior
Exemplo: amplitude da 1¢ classe é 8

Com os dados da Tabela 1.1 podemos construir o grafico de freqiiéncias do mesmo
modo que fizemos para as variaveis discretas. A diferenca mais importante é que,
agora, as freqiiéncias sao associadas a intervalos de valores (classes de freqiiéncias)

e nao mais a valores individuais da variavel em estudo.

Além disto, o grafico, neste caso, é chamado de histograma (Figura 1.5) que consiste
em um conjunto de retangulos, com centro no ponto médio e larguras iguais aos

intervalos das classes, e dreas proporcionais as freqiiéncias das classes.

A seguir estd mostrado o histograma correspondente aos dados do exemplo acima,
e o poligono de freqiiéncias, que é o grafico obtido unindo-se os pontos médios dos

patamares do histograma.

20
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Fig. 1.5 — Histograma e Poligono de freqiiéncia
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O proximo gréfico € o poligono de fregiiéncias acumuladas. Ele é construido unindo-se
as freqiiéncias acumuladas ao final de cada classe de freqiiéncias (Tabela 1.4). Pode
ser construido também com as freqiiéncias relativas acumuladas e, neste caso, ele se
chama poligono de freqiiéncias relativas acumuladas. O primeiro estd mostrado na

Figura 1.6.

TABELA 1.4 — Altura (cm) dos funcionarios da Ficticia S.A.

Altura Num. de Funcionéarios
< 151 0
< 159 2
< 167 13
< 175 31
< 183 41
< 191 50
a0 4
E ET g
§ 30 4
E 20 4
E 10
= o . I I I I I I
151 159 167 175 183 131
Altura

Fig. 1.6 — Histograma freqiiéncia acumulada

1.6.1 Curvas de Freqiiéncia

Tipos de curvas de freqiiéncia: As curvas de freqiiéncia aparecem, na préatica,

sob diversas formas caracteristicas, como as indicadas na Figura 1.7
1.7 Medidas de Tendéncia Central

As medidas mais comuns sao: média, mediana, moda
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Bimodal Multimodal

Fig. 1.7 — Histograma freqiiéncia

1.7.1 Meédia

A média de um conjunto de N numeros Xi, Xs,..., Xy é representada por X e

definida por:

- Xi+Xo+ .+ Xy
X
N

= —Z%\; X (1.4)

De modo geral, para dados agrupados, temos:

X=) (%) (1.5)

onde: x; é o ponto médio da classe i; % é a freqiiéncia relativa da classe i; e m é

numero de classes.
1.7.2 Mediana

A mediana de um conjunto de ntimeros, ordenados em ordem de grandeza, é o valor

médio (N impar) ou a média aritmética dos dois valores centrais (N par).
Exemplos:

{3,4,4,5,6,8,8,8,10} tem mediana 6
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{5,6,7,9,11,12,13,17} tem mediana 10
1.7.3 Moda

A moda é o valor que ocorre com mais freqiiéncia. A moda pode nao existir e, mesmo

que exista, pode nao ser unica.
Exemplos:
{1,1,3,3,5,7,7,7,11,13} tem moda 7
{3,5,8,11,13, 18} ndo tem moda
{3,5,5,5,6,6,7,7,7,11,12} tem duas modas 5 e 7 (bimodal)
1.8 Medidas de Dispersao

O grau ao qual os dados numericos tendem a dispersar-se em torno de um valor

médio chama-se variagao ou dispersao dos dados.

As medidas mais comuns sao: amplitude total, desvio médio, desvio padrao e

variancia.
1.8.1 Amplitude Total
E a diferenca entre o maior e o menor valor
Exemplos:
A amplitude total de {4,7,9,11,11,15,20} ¢é 16
1.8.2 Desvio Médio
O desvio médio de X1, X5, ..., Xy pode ser obtido pela seguinte féormula

Zil'Xi_X’
N

DM =

Exemplo:

O desvio médio de {2,3,6,8,11} & 2.8
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Para dados agrupados (em tabelas de freqiiéncia) o desvio padrao é computado por:
1« _

DM = — Xi—X|fi 1.7

PMEEEE (17)

Onde: z; é o ponto médio da classe i, f; é a freqiiéncia da classe 7, e m é o nimero

de classes.
1.8.3 Coeficiente de Variagao

O efeito da variacao ou dispersao em relagao a média é medido pela dispersao

relativa, que é definida por:

Disp. absoluta
DR =
Media

Se a dispersao absoluta for o desvio padrao, a dispersao relativa é denominada

coeficiente de varia¢ao (C'V'), que é pode ser representado por:

s
V== 1.
C < (1.8)

Obs: O Coeficiente de variacao deixa de ser util quando o X esta préximo de zero.
1.8.4 Variancia (0?)

E o quadrado do desvio padréo

o? = &=L (1.9)

Observacao: O desvio padrao corresponde aos dados de uma amostra é em geral
calculado com o divisor (N — 1) ao invés de N, para que se tornem estimadores
nao tendenciosos. Neste caso geralmente utiliza-se as letras s e s? para representar

o desvio padrao e a variancia, respectivamente.
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1.8.5 Desvio Padrao (o)

O desvio padrao de Xy, Xs, ..., X é dado por:

(ﬂEJZTM%_Xfﬁ (1.11)

1.9 Momentos, Assimetria e Curtose
1.9.1 Momentos

Se X1, Xo, ..., Xy sao os N valores assumidos pela variavel X, define-se momento

de ordem r por:

C X[+ X5+ + Xy
" N
=X
= Sl 1.12
N (1.12)

e o momento de ordem r centrado na média pela equacgao

Zﬁil (Xi — X)T

i (1.13)

m, =

Observagao:
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Para dados agrupados os momentos podem ser calculados por:

D i (mz - X)Tfi
N

my =

(1.14)

onde: x; é o ponto médio da classe i, f; é a freqiiéncia e m o nimero de classes.
1.9.2 Assimetria
E o grau de desvio, ou afastamento da simetria, de uma distribuicao.

Para distribuicoes assimétricas, a média tende a situar-se do mesmo lado da moda

que a cauda mais longa. Por isso, uma medida de assimetria é proporcionada pela

diferenca entre a média e a moda. Ela pode ser tomada sem dimensao através de

uma divisao por uma medida de dispersao, como o desvio padrao, resultando em:
X — moda

Assimetria = ——— (1.15)
s

Uma outra medida importante é o coeficiente do momento de assimetria, que

utiliza o 3° momento centrado, expresso sob a forma nao dimensional, definida por

(1.16)

1.9.3 Curtose

E o grau de achatamento de uma distribuicao, e é muitas vezes considerado em

relacao a uma distribuicao normal como as indicadas na Figura 1.8

SN _~_

Distribuigio Distribuico Distribuigao
Leptocdrtica Maticirtica Mesoclrtica

Fig. 1.8 — Exemplos de curtose
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Uma medida de curtose é o coeficiente do momento de curtose definido por:

my my
) = — = — 1.17
47T m2 ( )
Para a distribuicao normal, ay = 3. Por essa razao, a curtose é freqiiéntemente
definida por (a4 — 3), que é positivo para uma distribui¢do leptocurtica, e negativo

para uma platicirtica e nulo para uma normal.
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CAPITULO 2
PROBABILIDADE
2.1 Definicao de Probabilidade utilizando Freqiiéncia Relativa

Uma da defini¢oes de probabilidade utiliza a freqiiéncia relativa, ja que as freqiiéncias
relativas sao estimativas de probabilidades. Podemos entao definir a probabilidade
como a proporgao (ou freqiiéncia relativa) em uma seqiiéncia muito grande de

experimentos.

P(e;) =n — oo — (2.1)

Onde:
e; é o resultado;
n é o numero total de vezes que se repete o experimento;

2

ni ¢ o nimero de vezes que o resultado e; ocorre;

ny

"L ¢ portanto a freqgiiéncia relativa de e;.

Observagao: Se o experimento tiver N resultados possiveis ey, es, ..., e entao:

0<Pe) <1 i=1,2,..,N
P(e;) + P(ea) + ...+ Pley) =1 (2.2)

2.2 Experimentos aleatérios

Encontramos na natureza dois tipos de fendmenos: deterministicos e aleatorios.

Os fenomenos deterministicos sao aqueles em que os resultados sao sempre os
mesmos, qualquer que seja o niimero de ocorréncias verificadas.

Nos fenémenos aleatérios, os resultados nao serao previsiveis, mesmo que haja um
grande ntmero de repeti¢oes do mesmo fendmeno. Por exemplo, se considerarmos
um pomar com centenas de laranjeiras, as produgoes de cada planta serao diferentes
e nao previsiveis, mesmo que as condigoes de temperatura, pressao, umidade, solo,

etc. sejam as mesmas para todas as arvores.

Experimentos ou fendmenos aleatoérios sao aqueles que, mesmo repetidos varias

vezes sob condigoes semelhantes, apresentam resultados imprevisiveis.
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Exemplos:

a) Lancamento de uma moeda honesta;

b) Lancamento de um dado;

¢) Langamento de duas moedas;

d) Retirada de uma carta de um baralho completo de 52 cartas;

e) Determinagao da vida util de um componente eletrénico.

2.3 Espaco Amostral

Defini-se espago amostral (S) ao conjunto de todos os resultados possiveis de um
experimento.

Nos exemplos acima, os espacos amostrais sao:

a) S={cr}

b) S=1{1,2,34,5,6}

c) S={(e,r) (cc),(rc)(rr)}

d) S ={Ag s Koy Ay s Ky, Ay ooy Koy Ao, K
e) S={teR/t>0}

Cada um dos elementos de S que corresponde a um resultado recebe o nome de

ponto amostral.
2.4 Eventos

Chamamos de evento (F) a qualquer subconjunto do espago amostral S de um
experimento aleatorio.

Assim, o evento aleatorio pode ser um tinico ponto amostral ou uma reuniao deles.
Qualquer que seja o evento E, se £ C S, entao E é um evento de S.

Se £ =S, E é chamado evento certo.

Se £ C S e E é um conjunto unitario, E é chamado evento elementar.

Se E = , E é chamado evento impossivel.
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Exemplos:
1. No langamento de um dado, onde S = {1,2,3,4,5,6}, temos:
a) A=1{2,4,6} C S;logo A é um evento de S;
b) B=1{1,2,3,4,5,6} C S; logo B é um evento certo de S (B = 5);
c) C={4} C S;logo C é um evento elementar de S;
d) D=0cC S;logo D ¢ um evento impossivel de S.
Um evento é sempre definido por uma sentenga. Assim os eventos acima podem ser
definidos pelas sentengas: a) "Obter um niamero par"; b) "Obter um ntmero menor

ou igual a seis"; ¢) "Obter um nimero maior que trés e menor que cinco"; d) "Obter

um nimero maior que seis".

2. Lancam-se dois dados. Enumerar os seguintes eventos:

a) Saida de faces iguais;

b) Saida de faces cuja soma seja igual a 10;

c) Saida de faces cuja soma seja menor que 2;
d) Saida de faces cuja soma seja menor que 15;

e) Saida de faces onde uma face é o dobro da outra.

Neste caso, o espago amostral pode ser representado por uma tabela de dupla

entrada:
D, 1 2 3 4 5 6
D,
1 (L, 1) [ (1,2) | (1,3) | (1,4) | (1,5) | (1, 6)
5 2 (2,1)](2,2) | (2,3)](2,4)] (2,5 | (2,6)
3 (3,1)1(3,2) | (3,3) ] (3,4) | (3,5) | (3,6)
4 (4,1) | (4,2) | (4,3) | (4,4) | (4,5) | (4, 6)
5 (5,1) ] (5,2) | (5,3) ] (5,4) ]| (5,5) | (5,6)
6 (6,1) | (6,2)|(6,3)] (6,4) | (6,5) | (6, 6)

Os eventos pedidos sao:
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a) A={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)};
b) B ={(4,6),(5,5),(6,4)};

¢) C=0 (evento impossivel);

d) D=S (evento certo);

) E={(1,2),(2,1),(2,4),(3,6),(4,2),(6,3)}.

2.5 Classe dos Eventos Aleatoérios

Definicao: E o conjunto formado de todos os eventos (subconjuntos) do espaco
amostral. Para efeito de exemplo, consideremos o espago amostral finito: S =

{e1,e9,e3,e4}. A classe dos eventos aleatorios é:

( (D )\
{er} {ea}, {e2}, {ea},

F(S) = {61762} ) {61,63} ) {61764} ) {62763} ) {62764} ) {63,64}7

{e1,e9,e3} ,{e1,ea,e4},{e1,e3,€4},{e2,€3,€4},

\ {61762763764} )

2.6 Definicao Classica de Probabilidade

Dado um experimento aleatério, sendo S o seu espago amostral, vamos admitir que
todos os elementos de S tenham a mesma chance de acontecer, ou seja, que S é um

conjunto eqiiiprovavel.

Definimos probabilidade de um evento A (A C S) ao numero real P(A), tal que:

n® de resultados favoraveis a A  n(A)
P(A) = = 2.3
(4) n° de resultados possiveis n(S) (2:3)

Exemplo:

Considerando o langamento de um dado, pede-se:

a) A probabilidade do evento A "obter um nimero par na face superior".
Temos:
S ={1,2,3,4,5,6} = n(S) =6
A={2,4,6} = n(A) =3.

Logo, P(A) = g = %
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b)

A probabilidade do evento B "obter um ntmero menor ou igual a 6 na
face superior".

Temos:

S ={1,2,3,4,5,6} = n(S) =
B=1{1,2,3,4,5,6} = n(B) =
Logo, P(B) = ¢ = 1.

6

A probabilidade do evento C "obter um ntmero 4 na face superior".
Temos:

S ={1,2,3,4,5,6} = n(S) =6

C={4}=n(C)=1

Logo, P(C) =

1

6

A probabilidade do evento D "obter um nimero maior que 6 na face
superior".

Temos:

S ={1,2,3,4,5,6} = n(S) =6

D=0=n(D)=0.

Logo, P(D) = § = 0.

Exercicios Complementares:

1-

ot
1

No langamento de dois dados, calcule a probabilidade de se obter soma

igual a 5.

Qual a probabilidade de sair uma figura quando retiramos uma carta de

um baralho de 52 cartas?
Retira-se uma carta de um baralho completo de 52 cartas.

a) Qual a probabilidade de sair uma carta de copas ou de ouros?

b) Qual a probabilidade de sair um rei ou uma carta de espadas?

No lancamento de um dado, qual a probabilidade de se obter um ntmero

nao inferior a 57

Sao dados dois baralhos de 52 cartas. Tiramos, ao mesmo tempo, uma
carta do primeiro baralho e uma carta do segundo. Qual a probabilidade

de tiramos uma dama e um rei, nao necessariamente nessa ordem?
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6 - Dois dados sao langados conjuntamente. Determine a probabilidade de a

soma ser 10 ou maior que 10.

2.7 Operagoes com Eventos Aleatérios - Teoria dos Conjuntos

Consideremos um espago amostral finito S = {ej,es,€3,...,€,}. Sejam A e B dois

eventos de F(S). As seguintes operagoes sao definidas:
2.7.1 Uniao de conjuntos

Definicao: AUB = {¢; €S / e,€ A ou ¢; € B},i = 1,...,n. Portanto, o
evento uniao ¢ formado pelos pontos amostrais que pertencam a pelo menos um

dos conjuntos. A uniao pode ser vista na Figura 2.1.

AR

Fig. 2.1 — Uniao dos conjuntos A e B

Observagao:

1) AUB=BUA

2) AUA=A

3) Aup=A

4)Se AC B= AU B = B (em particular AUS = S).
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A representacdo da unido de n eventos A, A, ..., A, (A1 UA3U...UA,) é dada por:

L_J14i (2.4)

2.7.2 Interseccao de conjuntos

Definigao: ANB={¢;€S |/ e, € A e e; € B},i=1,...,n. Portanto, o evento
interseccao é formado pelos pontos amostrais que pertencam simultaneamente aos

eventos A e B. A interseccao pode ser vista na Figura 2.2.

AME

Fig. 2.2 — Intersec¢ao dos conjuntos A e B

Observagao:
1)ANB=BNA
2) ANA=A

4)Se AC B= ANB = A (em particular ANS = A)

)
)
3) AN =¢
)
5) (ANB)NC = AN (BNC).

A representacao da intersecgao de n eventos Ay, As, ..., A, (A1NAsN...NA,) é dada
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por:

A (2.5)

2.7.3 Complemento

Definigdo: S—A=A=A°={e; €S / e; ¢ A},i=1,... ,n. O complemento de
um evento A é, portanto, o evento contendo todos os resultados no espaco amostral
S que nao pertencam a A. O complemento de A pode ser visto na Figura 2.3.

Observagao:

Fig. 2.3 — Complemento do conjunto A

2.7.4 Eventos Mutuamente Exclusivos ou Disjuntos

Definicao: Dois eventos sao ditos mutuamente exclusivos ou disjuntos se A e B
nao puderem ocorrer juntos, ou seja a realizagao de um exclui a realizacao do outro.

Segue que A e B sao disjuntos se AN B = ¢.
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Exemplo: Langam-se duas moedas. Sejam os eventos

A: saida de faces iguais e

B: saida de cara na primeira moeda.

Determinar os eventos:

AUB, ANB, A B(AUB),(ANB), (ANB), (AUB), B— A, A— B, ANB, e
BN A.

Resolucao:

(AUB) ={(r,¢)
(AN B) ={(c,r), (r,c), (r,r)}
(AnB) ={(r,c)}
(AuB) = {((c,), (r,¢), (r,1)}
B—A={(c,r)}
A—-B={(r,r)}
ANB={(c,n)}

(r,r)}.

2.8 Definicao Axiomatica de Probabilidade

Para um dado experimento, é necessario atribuir para cada evento A no espago
amostral S um numero P(A) que indica a probabilidade de A ocorrer. Para satisfazer
a definicdo matematica de probabilidade, este numero P(A) deve satisfazer trés

axiomas especificos:
Axioma 1: Para qualquer evento A, P(A) >0

Axioma 2: P(S) =1
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Axioma 3: Para qualquer seqiiéncia infinita de eventos disjuntos Aj, As, ...

P(U A;) = ZP(Ai) (2.6)

A definicao matematica de probabilidade pode agora ser dada como segue:

A distribuig
amostral S é
3.

Teorema 1:

Teorema 2:

Teorema 3:

Teorema 4:
Teorema 5:

Teorema 6:

Observacao:
1.

ao de probabilidade, ou simplesmente a probabilidade, no espaco

uma especifica¢ao de nimeros P(A) que satisfazem os axiomas 1, 2, e

P(¢) =0
Para qualquer seqiiéncia finita de eventos disjuntos A;, Ao, ..., A,

n

P(U Ay) = ZP(Ai) (2.7)

=1

Para qualquer evento A,

P(A%) = 1 — P(A) (2.8)

Para qualquer evento A, 0 < P(A) <1
Se A C B, entao P(A) < P(B)
Para qualquer dois eventos A e B

P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB) (2.9)

P(AJUA UAy) = P(A) + P(Ay) + P(A3)

= —[P(A; N Ay) + P(Ay N As) 4+ P(A; N Ag)]
= 4+P(A;NAyN As) (2.10)
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2. Se dois eventos sdo mutuamente exclusivos, entao P(AU B) = P(A) + P(B).

2.9 Eventos Independentes

Suponha que dois eventos A e B ocorram independentes um do outro no sentido que

a ocorréncia ou nao de um deles tenha nenhuma relacao, e nenhuma influéncia na

ocorréncia ou na nao ocorréncia do outro. Nessas condigoes

P(ANB) = P(A)- P(B) (2.11)

Definigao: Dois eventos sao independentes se P(AN B) = P(A) - P(B)

Teorema 1: Se dois eventos A e B sao independentes, entao os eventos A e B¢

tambem sao independentes.

Exercicios Complementares:

1-

De dois baralhos de 52 cartas retiram-se, simultaneamente, uma carta
do primeiro baralho e uma carta do segundo. Qual a probabilidade de a

carta do primeiro baralho ser um rei e a do segundo ser o 5 de paus?

Uma urna A contém 3 bolas brancas, 4 pretas, 2 verdes; uma urna B
contém 5 bolas brancas, 2 pretas, 1 verde; uma urna C contém 2 bolas
brancas, 3 pretas, 4 verdes. Uma bola ¢é retirada de cada urna. Qual a
probabilidade de as trés bolas retiradas da primeira, segunda e terceira

urnas serem respectivamente, branca, preta e verde?

De um baralho de 52 cartas retiram-se, ao acaso, duas cartas sem
reposicao. Qual a probabilidade de a primeira ser o &s de paus e a segunda

ser o rei de paus?

Sao dados dois baralhos de 52 cartas. Tiramos, ao mesmo tempo, uma
carta do primeiro baralho e uma carta do segundo. Qual a probabilidade

de tiramos uma dama e um rei, nao necessariamente nessa ordem?

Dois dados sao langados conjuntamente. Determine a probabilidade de a

soma ser 10 ou maior que 10.

A probabilidade de que um homem esteja vivo daqui a 30 anos ¢ 2/5; a
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de sua mulher é de 2/3. Determinar a probabilidade de que daqui a 30

alos:

a) ambos estejam vivos;

o

somente o homem esteja vivo;

d

nenhum esteja vivo;

)
)
c) somente a mulher esteja viva,
)
e)

pelo menos um esteja vivo.

7- Sejam A e B eventos tais que P(A) = 0,2; P(B) = p; P(AU B) = 0,6.

Calcular p considerando A e B:

a) Mutuamente exclusivos

b) Independentes.

2.10 Analise Combinatoria

Definicao: Defini-se fatorial de n por n!
nl=nn-1)(n—2)(n—3)...1

Por definigao 0! =1

2.10.1 Permutagao

Amostra sem reposicao: Uma permutacao de n objetos diferentes, tomados r de
cada vez, ¢ um arranjo de r dos n objetos, levando-se em consideracao a ordem de

sua disposicao.

O numero de permutagoes de n objetos, tomados r de cada vez é representado por

P’ e calculado por

(2.12)

Em particular P =n!

O numero de permutagoes de n objetos distribuidos em grupos dos quais n; sao
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iguais, ng sao iguais, ... ng sao iguais, é:

|
S onde ny+ng+...+ny=n (2.13)
nl'ng'nk'

Amostragem com Reposicao: Considere uma amostragem com reposigao, como
por exemplo uma urna contendo n bolas e se selecione k£ bolas, uma de cada vez,
repondo a bola na urna apés o evento. O espaco amostral S sera composto por n*

elementos.
Exemplo:

1. Suponha que um clube possua 25 membros, e que um presidente e um secretéario
serao escolhidos entre os membros. De quantas maneiras estes cargos podem ser
preenchidos?

Solucao: Como as posi¢oes podem ser preenchidas, escolhendo-se primeiro o
presidente dentre os 25 membros, e depois o secretario dentre os 24 restantes,

o namero total de maneiras que os cargos poderdo ser preenchidos serd Pg =
(25)(24) = 600.

2. Suponha que seis livros diferentes serao arrumados em uma estante. O niimero de

possiveis permutagoes dos livros é 6! = 720.

3. O namero de permutacoes da palavra estatistica é qu,l, = 831.600.

2.10.2 Combinacoes

Uma combinacao de n objetos tomados r de cada vez, ¢ uma escolha dos n objetos,
nao se levando em consideracao a ordem de sua posicao. O nimero de combinacoes

de n objetos, tomados k de cada vez, ¢ representado por C* ou (lZ)

O célculo (ou formula) para combinagdes pode ser obtido através de uma permutagao
que pode ser construida da seguinte maneira: Sabe-se que o nimero de permutacoes
de n elementos tomados k de cada vez ¢ P¥. Primeiro uma combinagao particular de
k elementos é selecionada. Cada diferente permutacao desses k elementos levara
a uma permutacao na lista. Como hé k! permutagoes desses k elementos, esta
combinacao particular produzira k! permutacoes na lista. Quando uma combinacao
diferente de k elementos é selecionada, k! outras permutacoes na lista sd@o obtidas.

Como cada combinagao de k elementos produzira k! permutagoes, o ntimero total
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de permutagoes na lista serd de k! - C¥, isto ¢ P¥ = k!- C*. Portanto

Pk n!
el A — 2.14
Ca k! El(n — k)! ( )

2.11 Probabilidade Condicional

Se A e B sao dois eventos, a probabilidade de A ocorrer, depois de B ter
acontecido, é representada por P(A/B) (probabilidade de A dado B) e é denominada

probabilidade condicional de A, depois de B ter ocorrido.

Neste caso, a probabilidade do evento A muda ap6s se ter aprendido que o evento
B ocorreu. Como se sabe que o evento B ocorreu, entao sabemos que o resultado
do evento A serd um dos incluidos em B. Entao, para calcular a probabilidade
que A ocorrera, devemos considerar o conjunto dos possiveis resultados de B que
também resultariam na ocorréncia de A. Este conjunto é precisamente A N B. E
portanto natural definir-se a probabilidade condicional P(A/B) como a proporgao
da probabilidade total P(B) que é representadoa pela probabilidade P(A N B).

Portanto, tem-se a seguinte defini¢ao:

P(AN B)

P(A/B) = — 5

dado P(B) >0 (2.15)

Se P(B) =0 a P(A/B) nao ¢ definida.
Probabilidade Condicional para Eventos Independentes

Se A e B forem independentes, entdo P(AN B) = P(A) - P(B). Logo,

P(A/B) = % — P(A) (2.16)
Da mesma forma,
P(B/A) = % _ P(B) (2.17)

Teorema: Suponha que Aj, As, ..., A, sejam quaisquer eventos tais que
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P(Al) > O, P(Al N AQ) > O, ,P(Al N A2 N Ag N An—l) > (. Entao

P(AiNAyN..NA,) =
= P(A))- P(Ay/A)) - P(A3/A1 N Ag)...
P(A,JATN AN LA, ). (2.18)

Exemplo:
Suponha que 4 bolas sejam selecionadas, uma de cada vez, sem reposi¢ao, de uma
urna contendo v bolas vermelhas e a azuis. (v > 2,a > 2). Qual a probabilidade de

se obter uma sequéncia de resultados vermelho, azul, vermelho, azul?
v;: uma bola vermelha ¢ retirada na j-ésima vez
a;: uma bola azul ¢é retirada na j-ésima vez

onde j=1,2,3.4

P(Ulu ag, V3, a’4) -

= P(vy) - P(ay/vy) - P(vs/v1 Nag) - P(ag/ve Nag Nus)

v, a L_v=1  _a—1
v+a v+a—1 v+a—2 wv+a—3

2.12 Probabilidade Total

Seja S o espago amostral de um experimento, e considere k eventos Aq, Ao, ..., A
em S tal que Ay, Ao, ..., Ay sejam disjuntos e | J;_, A; = S. Diz-se, etndo, que estes

eventos formam uma particio de S.

Se os eventos Ay, Ao, ..., A, formam uma particao de S, e B é qualquer outro evento
em S, entao:
B=(A1NB)U(A:NB)U..U(ANB).

Como os k eventos do lado direito da equagao acima sao disjuntos:

P(B) = i P(A; N B) (2.19)

j=1
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Mas P(A; N B) = P(A;) - P(B/A;) onde j = 1,2, ..., k. Entao

P(B) = i P(A;)- P(B/A)) (2.20)

Jj=1

De forma a apresentar a formula para a probabilidade total e a formula de
Bayes, vamos supor que exista numa imagem duas classes de cobertura terrestre,
denominadas A; e A, e que os pizels desta imagem serao classificados como
pertencentes a A; ou Ay segundo o valor de alguma caracteristica (por exemplo,
nivel de cinza). Suponha qua a probabilidade de ocorréncia da classe A; seja P(A;)
e a probabilidade de ocorréncia da classe Ay seja P(As). Obviamente pizels da
classe A; podem ser erroneamente classificados como sendo da classe A,, e vice

versa. Designemos estas probabilidades, P(C4,/A1) e P(C4,/As2) respectivamente.

Suponha que seja tomado aleatoriamente um pizel desta imagem e classificado,
segundo o valor da caracteristica estudada. Deseja-se saber a probabilidade deste

pizel ser classificado como A;.

Aqui, temos que considerar o seguinte: o pizel pode ser classificado em A;(Cly,) e ser
realmente de A; ou pode ser classificado em A;(C}y,) e ser realmente de A,. Entao

podemos escrever que:

Ca, = (Ca, NA)U(Ca, NAg)

Logo,

P(Oz‘h) =P [(OAl N Al) U (OA1 N AQ)]

como os eventos sao mutuamente exclusivos, temos:

P(C4,) = P(Ca, N A1)+ P(Ca, N Ay)

Uma vez que os eventos Cy, e Ay (i = 1,2) ndo s@o independentes, vem:

P(Ca,) = P(Ca, /A1) P(A1) + P(Ca, /A2) P(As)
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ou

P(Ca) =Y _ P(Ca,NA) = P(Ca,[A)P(A) (2.21)

A expressao da equacao 2.21 acima é normalmente chamada de férmula para a
probabilidade total.

2.13 Teorema de Bayes

Sejam os eventos Aj, As, ..., Ay que formam uma particaio do espago S tal que
P(A;) > 0 para todo j = 1,2,....k, e seja B qualquer evento tal que P(B) > 0.

Entao, para:=1,2, ..., k, temos:

P(4;/B) = kP(Ai)HB/AO (2.22)
Zj:l P(AJ)P(B/AJ')
Prova: Pela definicao de probabilidade condicional,
_ P(A;NDB)
P(4A;/B) = “PB) (2.23)

O numerador da equagao 2.22 é igual a P(A; N B) e o denominador ¢é igual a P(B)
(pela formula para probabilidade total).

Imaginemos agora uma situacao onde um pizel é classificado como A;. Quer-se
saber qual a probabilidade dele ser realmente um pizel da classe A;. Note que aqui é
fornecida uma informagao sobre o resultado da classificacao do pizel, isto é, é dito que
ele foi classificado como pertencente a classe A; dado que o mesmo foi classificado

em Al-

Em outras palavras, quer-se

P(A1 ﬂOAl)

P(Al/CAl) = P(CA )

(2.24)

Note que o denominador da expressao 2.24 acima é dado em 2.21, podendo-se
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expressar

P(AL/C,) = ;% A/jjj;jg) (2.25)

Esta formulacao pode obviamente ser generalizada para uma situacao onde os
eventos Aj, Ay, ..., A, formam um sistema completo de resultados de alguma
operacao e onde K denota um resultado arbitrario desta operacao. Neste caso tem-se
que:

PAINK)  P(K/A)P(A)

PR ==&y = SPK/A)P(A) (2.26)

que é conhecida como a féormula de Bayes e que tem aplicacoes diversas na area de

sensoriamento remoto.
A seguir é dada uma aplicacao especifica utilizada em Classificacao.
2.13.1 Teoria de Bayes

Suponha que seja medida alguma caracteristica x de uma cena (por exemplo, o
nivel de cinza de cada pizel) e que tenha que se decidir a qual de duas classes (por
exemplo, vegetagao ou solo) um pizel pertence. Este é um problema unidimensional,
de classificacao em duas classes, no dominio de caracteristica da imagem. Se um
ntimero grande de pizels esta disponivel, que pode ser considerado representativo
de cada classe (isto é, dados de treinamento) podemos calcular um histograma da

frequéncia relativa da caracteristica para cada classe, conforme mostrado na Figura
2.4.

Considere-as como aproximagoes das fungoes densidade de probabilidade (f.d.p.)
continuas de uma amostra infinita de dados. Essas funcoes densidade de
probabilidade condicionais, P(x/A;) e P(x/A;) tem &rea unitaria e descrevem a
probabilidade de um pizel ter valor x da caracteristica, dado que ele esta na classe A;
ou na classe A,, respectivamente. Cada f.d.p. pode ser delineada pela probabilidade

a priori P(A;) que a classe A; ocorra na area de interesse na imagem.

Estas fungbes de probabilidade delineadas P(x/A;)P(A;) representam a

probabilidade que um pizel tenha o valor x na caracteristica e estd na classe A;. Em
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P(x/i)
A Probabilidade a priori iguais
Classe 1

Classe 2

L -
X
Fig. 2.4 — A probabilidade a priori nas f.d.p. das classes

sensoriamento remoto, estas probabilidades a priori podem ser estimadas através de
fontes externas de informagao sobre a cena, tais como pesquisas de campo, mapas

ou dados historicos.

Para se tomar uma decisao de classificagao para um pizel, precisamos conhecer
as probabilidades a posteriori que o pizel pertenca a cada uma das classes de
treinamento, dado que o pizel tem valor x na caracteristica. Esta probabilidade

P(A;/z) pode ser calculada com a regra de Bayes

P(x/A;)P(A;)
P(x)

P(Afz) = (2.27)

Onde

2

P(z) = ZP@/ADP(AD (2.28)

1

Uma regra de decisao pode agora ser formada com as probabilidades a posteriori da
equagao 2.27. Se um pizel tem valor x na caracteristica, uma abordagem intuitiva
satisfatoria é designar o pizel a classe A; se P(A;/z) é maior que P(Ay/x).
Semelhantemente, o pizel seria designado a classe Ay se P(Ay/x) é maior que
P(A;/x).Sendo P(x) igual para as duas classes na equagao 2.28 ela pode ser ignorada

numa comparacao dos dois e podemos escrever a regra de decisao de Bayes
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- um pizel pertence a classe Ay se P(x/A1)P(A;1) > P(x/A2)P(A,)
- um pizel pertence a classe As se P(x/A2)P(As) > P(x/A1)P(A;)

Numa situagao atipica onde as duas probabilidades a posteriori sao extamente iguais,

1sto é

P(Ay/x) = P(Ay/x)

ou

P(x/A)P(Ar) = P(x/A2) P(As)

uma decisao nao pode ser tomada a partir das probabilidades de classe. Um processo
de desempate deve ser empregado, tal como escolher aleatoriamente classe 1 ou
classe 2. Pode ser mostrado que a regra de decisao de Bayes minimiza a probabilidade
média de erro sobre todo o conjunto de dados classificados, se todas as classes tem

f.d.p. normal.

Na pratica, as probabilidades P(A;) s@o dificeis de ser obtidas e consequentemente
supoe-se que elas sejam iguais. Obviamente resultados mais exatos seriam obtidos se
elas pudessem ser estimadas a partir de dados externos. Se, por exemplo, o objetivo
é determinar a proporc¢ao dos tipos de cultura plantados numa estagao particular,
a partir de imagens do Landsat de uma &area agricola, podemos sensatamente
estabelecer as probabilidades a prior: iguais as estimativas histéricas da porcentagem

de cada cultura na area.

46



CAPITULO 3
VARIAVEIS ALEATORIAS E DISTRIBUIQ()ES
3.1 Variavel Aleatoria

Definicao: Considere um experimento para o qual o espago amostral é denotado

por S. Define-se varidvel aleatéria como uma funcao que associa um valor real a

cada elemento do espaco amostral.
X:5—R

Representamos as variaveis aleatorias por letras maitsculas e suas ocorréncias por

letras mintusculas.

Exemplo:

Suponha o experimento "lancar trés moedas". Seja X: ntiimero de ocorréncias da
face cara . O espaco amostral do experimento é:

S ={(c,c,c),(c,c,r), (c,r,c), (e,r,r),(r,c,c), (rye,r), (r,r,c), (ryr,r)}.

Se X é o numero de caras, X assume os valores 0, 1, 2 e 3. Podemos associar
a esses numeros eventos que correspondem a nenhuma, uma, duas ou trés caras

respectivamente, como segue:

X | Evento Correspondente

0| Al ={(r,r,7)}

1| A2={(c,r,r),(r,cr), (rrc)}
2 | A3=A{(c,e,r),(e,r,0),(r,c,c)}
3| Ad={(c,c,0)}

3.2 Tipos de Variaveis Aleatérias, Fungcao de Probabilidade e Funcao
Densidade de Probabilidade

Definigao: Seja X uma variavel aleatoria (v.a.). Se o ntumero de valores possiveis
de X (isto é o seu contradominio), for finito ou infinito enumerével, denominaremos
X de varidvel aleatéria discreta. Isto é, existe um conjunto finito ou enumeravel
{z1,29,...} C R tal que X(s) C {z1,29,...} VsCS.

Definicao: Seja X uma variavel aleatoéria discreta. Portanto, o contradominio de

X sera formado por um numero finito ou enumeravel de valores 1, xs,.... A cada
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possivel resultdo z;, associaremos um namero p(x;) = P(X = xz;), i = 1,2,3,...,
denominado probabilidade de x;. Os numeros p(x;) devem satisfazer as seguintes
condicgoes:

b) > Zip(z:) =1
A funcao p, definida acima, é denominada funcao de probabilidade da variavel

aleatoria X. A colec¢do de pares [z;,p(z;)] i = 1,2,..., é denominada distribuicao
de probabilidade de X.

Exemplos:

a) Lancam-se dois dados. Seja a v.a. X: soma das faces. Determinar a

distribuigao de probabilidade da variavel aleatoria X (Figura 3.1).

gl | ©
w
-
_

4
pX) [ L2242 ]s]2

Pix)

BI36
5036
4036
3036
2036
1136 | |

-
2345 46 7T 5 91011 12X

Fig. 3.1 — Gréfico de P(x) para dois dados

b) Considere o experimento no qual uma moeda é jogada dez vezes e seja X

ser o niumero de caras que sao obtidas. Neste experimento, os possiveis
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valores de X sao 0,1, 2, ..., 10, e

MX:x%:C)i- r=0,1,2,...,10. (3.1)

Definigao: Seja X uma variavel aleatéria. Suponha que Rx, o contradominio de X,
seja um intervalo ou uma colegao de intervalos. Entao diremos que X é uma variavel

aleatoria continua.

Definigao: Seja X uma varidvel aleatoria continua. A funcao densidade de
probabilidade f, indicada abreviadamente por f.d.p., ¢ uma funcao f que satisfaz

as seguintes condigoes:

a) f(z) =0 =z€Rx,

b) [y, flx)dr =1
Além disso, definimos, para qualquer ¢ < d (em Ry)

Plc<z<d) = / f(z)dz

Obs:

a) P(c < x < d) representa a area sob a curva, como exemplificado no
grafico da Figura 3.2, da f.d.p. f, entre x =ce z =d.

b) Constitui uma consequéncia da descri¢ao probabilistica de X que, para
qualquer valor especificado de X, digamos z, teremos P(X = z() = 0,
porque P(X = xg) = f;;o f(z)dx =0

Exemplo:

a) Suponhamos que a v.a. X seja continua. Seja a f.d.p. f dada por:

ﬂ@:{2x0<x<L

0  caso contrario.
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a)

fx)

= =d =x

Fig. 3.2 — Gréfico de fdp de f

Evidentemente, f(z) > 0 e [7 f(z)dz = fol 2zdr = 1. Para calcular
P(X < 1/2) deve-se calcular fO%(Qx)dx =1

Seja X a duragao de vida (em horas) de um certo tipo de lampada.
Admitindo que X seja uma varidvel aleatéria continua, suponha que a
f.d.p. f de X seja dada por:

<1500 < x < 2500

0 caso contrario.

. .~ oo
Para calcular a constante a, recorre-se a condigao f f(z)dz =1, que
—0o0

significa, neste caso flzsf)%o “zdr = 1, obtendo-se a = 7.031.250.

3.3 Funcgao de Distribuigao Acumulada

Definicao: A funcao de distribui¢ao da variavel aleatoria X, representada por Fl

ou simplesmente por F', é definida por:

Fy(z) = P(X < z) (3.2)

Observacao:

A funcao de distribuigdo de X é também frequentemente chamada de

funcao de distribuicao acumulada de X.
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b) A funcdo Fx(z) é ndo-decrescente quando = aumenta, isto ¢, se 1 < w3,
entdo Fx(r1) < Fx(z2).

c) Para qualquer valor de x
P(X >z)=1- Fx(z) (3.3)
d) Para quaisquer valores x; e x9, tais que x; < T3,

Pz, < X < 1) = Fx(2) — Fx(z1) (3.4)

Teoremas:

a) Se X for uma variavel aleatoria discreta,
Fx(z) =Y play),
J

onde o somatoério é estendido a todos os indices j que satisfacam &
condicao z; < x.

b) Se X for uma variavel aleatoria continua com f.d.p. f,

Fx(x) = /95 f(s)ds.
Exemplos:

a) Suponhamos que a v.a. X tome os trés valores 0,1, e 2, com probabilidades
1/3, 1/6 e 1/2, respectivamente. Entao:

0 se x <0,
1
= <

Plz) = ;5 se 0<z<l,
% se 1<z <2,
1 se 0<2x>2.

O grafico de F' esta apresentado na Figura 3.3.
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Fig. 3.3 — Grafico F

b) Suponha que X seja uma variavel continua com f.d.p.

f(x):{Qx 0<x <,

0  caso contrario.

Portanto, a f.d. é dada por:

0 xz <0,
F(r) =< [F(2s)ds=a2* 0<z <1,
1 x> 1.

O grafico esta apresentado na Figura 3.4.

3.4 Distribuicoes Bivariadas

Em alguns experimentos, é necessario considerar as propriedades de 2 ou mais

varidveis simultaneamente. A distribuicao de probabilidade conjunta de duas v.a.

¢ denominada uma distribuicao bivariada.

3.4.1 Distribuicoes Conjuntas Discretas

Suponha que um certo experimento envolve duas v.a. X e Y, cada qual com uma

distribuicao discreta.

A funcao de probabilidade conjunta de X e Y é definida pela funcao p tal que
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Fix)

(1, 1)

¢
Fig. 3.4 — Meyer, pagina 75.
qualquer ponto (z,y) no plano xy,
plr,y) =P(X =z e Y =y) (3.5)

Observacao:

a) Yoplwiy) =1

b) Se X e Y forem independentes
p(s i) = P(X = a;) - P(Y = y3)

Exemplo:
Suponha que a variavel aleatoria X possa assumir somente of valores 1, 2, e 3, que
a variavel aleatéria Y possa assumir somente os valores 1, 2, 3 e 4, e que a funcao

de probabilidade conjunta de X e Y seja dada pela tabela:

Y| 1 2 3 4

01 0 |01] 0
03] 0 0,102
002|010

OO[\DH><

A fungao de probabilidade conjunto é mostrada na Figura 3.5. Deseja-se determinar:
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a) P(X>2eY >2)

& fizy)

1 2 3 4
vV Vs
+ SV

/
v

./
/

Fig. 3.5 — Degroot, pagina 93.

a) Somando-se p(z,y) para todos os valores de x > 2 e y > 2, tem-se:
P(X>2 e Y >2)=p(2,2)+p(2,3)+p(2,4)+p(3,2)+p(3,3)+p(3,4) =
0,5

b) P(X=1)=3_ p(ly) =02

3.4.2 Distribuicoes Conjuntas Continuas

E dito que duas v.a. X e Y possuem uma distribuicdo conjunta continua se
existe uma funcao f nao negativa, definida sobre o plano xy, tal que para qualquer

subconjunto A do plano

Pl(r.y) € A = / / f(,y)dady (3.6)

A funcao f é denominada fungao densidade de probabilidade conjunta de X

e Y. Esta funcao deve satisfazer

f(z,y) >0 para —oco<zx<oo e —o00<y<oo
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/_Z /_Z f(z,y)dedy =1 (3.7)

A probabilidade que o par (X,Y) pertenca a uma regido do plano zy pode ser
encontrada integrando a f.d.p. conjunta sobre esta regiao. A Figura 3.5 mostra um

exemplo de f.d.p. conjunta.

f )t

a .
" b?1'?*:.
T

Fig. 3.6 — Degroot, pagina 95.

3.5 Distribuicoes Marginais

Denomina-se funcao densidade de probabilidade marginal de X a funcao
densidade de probabilidade de X quando ela é obtida através da f.d.p. conjunta
de X eVY.

Caso Discreto
Se X e Y sao v.a. discretas com f.p. conjunta p(z,y), entao a f.p. marginal de X é

obtida por:

Px(z)=P(X =)= p(z,y) (3.8)
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Similarmente, a f.p. marginal de Y é:

Py(y) = P(Y =y) = > _p(x,y)

Exemplo:

(3.9)

Suponha que a variavel aleatéria X possa assumir somente of valores 1, 2, e 3, que

a variavel aleatéria Y possa assumir somente os valores 1, 2, 3 e 4, e que a funcao

de probabilidade conjunta de X e Y seja dada pela tabela:

Y 1 2 3 4 | Marginal
X de X
1 0,1 0,11 0 0,2
2 0,3 0,1 10,2 0,6
3 0102 0 0 0,2
Marginal de Y | 0,4 | 0,2 | 0,2 | 0,2 1.0

A f.p. marginal de X é determinada somando-se os valores de cada linha da tabela,

e é dada na ultima coluna da tabela. Analogamente a f.p. marginal de Y é dada na

altima linha da tabela.

Caso Continuo

Se X e Y possuem uma distribui¢do conjunta com f.d.p. conjunta f(z,y), entdo a

f.d.p. marginal fx(z) de X é obtida por:

F(x) = / " fay)dy

Similarmente, a f.d.p. marginal de Y é obtida por:

Fr(y) = / " flayy)de

Observacao
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Se X e Y forem independentes

P(z,y) = Px(x)-Py(y) (Caso discreto)
flz,y) = fx(x)- fr(y) (Caso continuo)

Exemplo:

Suponha que X e Y possuam um distribui¢ao continua conjunta, cuja p.d.f. conjunta

seja definida por:

3,2

syr 0<x<2e 0<y<,
fle,y) =14 2 .

0 caso contrario.

a) Determine as p.d.f.’s marginais de X e Y;
b) X e Y sao independentes?

¢) Determine P(X > 1) e P(Y > 1)..

Solucgao:

a) Tem-se que:

1 3
3 5 y' 1
—yody = = |;= —.
/029 Y 2|0 9

Logo, a p.d.f. marginal de X ¢é dada por:

0<z<?2
fx(r) = { ..
0 caso contrario.

N =

Tem-se que:

2
3 3
/0 Syidr = Sy’ 5= 3y*

o7



Logo, a p.d.f. marginal de Y é dada por:

0 caso contrario.

b) Tem-se que f(x,y) = fx(x)- fy(y). Logo X e Y s@o independentes.

c)

3.6 Esperanca de Uma Variavel Aleatoéria
3.6.1 Distribuigoes Discretas

Suponha que uma variavel aleatoria (v.a.) X possua uma distribuigao discreta cuja

f.d.p. é p(z). A esperanga de X, denotada por E(X), ¢ um ntmero definido por

p=E(X)=> ap(x) (3.12)

Exemplo
Suponha que uma v.a. X possa assumir somente quatro valores: —2,0, 1, e4, e que

P(X=-2)=0.1,P(X=0)=04; P(X=1)=03; P(X =4)=0.2
Entao

E(x) = —2-(0.1)+0-(0.4) +1-(0.3)+4-(0.2)
= 0.9
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3.6.2 Distribuicoes Continuas

Se uma variavel aleatoria (v.a.) X possui uma distribuigao continua com f.d.p. f(x),

entdo a esperanga E(X) é definida por

p=FE(X) :/OO xf(z)dz (3.13)

[e.e]

Exemplo

Suponha que a f.d.p. de uma v.a. X com uma distribuicao continua seja:

2z para <z <1
f(z) = »
0  caso contrario

Entao
1
B(X) = / v - (20)dz
0
1
= / 222 dx
0
223
= 3 b
2
-3
Observacao

O ntmero E(X) é também denominado valor esperado de X, ou a média de X.
3.6.3 Propriedades da Esperanca

P1.
Se a é uma constante qualquer

E(X+a)=FEX)xa

P2.
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Se a ¢ uma constante qualquer

E(aX)=a-E(X)

P3.
Se X1, Xo, ..., X,, sdo n varidveis aleatorias tais que E(X;) existe (1 = 1,2,...,n),
entao
EXi+Xo+ ...+ X,)=EX))+ E(X2) + ...+ E(X,)
P4.

Se X1, Xo, ..., X,, s@o n variaveis aleatorias independentes, tais que E(X;) existe

(1=1,2,...,n), entdo
E <H XZ-> =[[Ex)
=1 =1

Exemplos:

a) Suponha que F(X) = 5. Entao:
E(3X —5)=3E(X)-5=10 e
BE(—3X +15) = —3E(X) + 15 =0

b) Suponha que trés v.a. X, X5 e X3 formem uma amostra aleatoéria de uma
distribuicao para o qual a média é 5. Determinar o valor de F(2X;—3X5+
X3 —4)

E(Q2X, —3Xo+ X5 —4) = 2E(X)) —3E(Xs) + E(X3) — 4
= 2(5)=3(5)+5—4
= 10-15+5-4=-4

¢) Suponha que Xj, Xy e X3 sdo v.a. independentes tais que F(X; = 0) e
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E(X?=1), parai=1,2,3. Determinar F[X?(X, — 4X3)?]

BIXT(X, —4X3)’] = E[X7]E

I
—_
—
|

8(0)(0) + 16(1)] = 17

3.7 Variancia de uma Variavel Aleatoéria

Definicao
Suponha que X é uma v.a. com média p = E(X). A variancia de x, representada
por Var(X) é definida por

Var(X) = E [(z — ,u)Q} : onde p=FE(X) (3.14)

3.7.1 Variaveis Aleatorias Discretas

Suponha que uma v.a. X possua uma distribuigao discreta, cuja f.d.p. é p(x). Entao

Var(X) = > (x—p)* p(x)
= > @t pla) — (3.15)

Exemplo:
Suponha que uma v.a. X possa assumir somente quatro valores: —2,0,1, e 4, e que

P(X=-2)=01; P(X=0)=0,4; P(X =1)=0,3; P(X =4) =0,2

Como visto anteriormente, F(X) = 0,9. Entao

Var(X) = Y (¢ —p)* plz)

xT

= (=2-0,9%-(0,1) 4+ (0—-0,9)*-(0,4) + (1 —0,9)*-(0.3) + (4 —0,9)* - (0,2)
= 3,09
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ou

Var(X) = Yo% plx) —

= (=27 (0,1) +(0)*- (0,4) + (1)*- (0.3) + (4)* - (0,2) — (0,9)*
= 0,4+0,3+3,2-0,81
= 3,09

3.7.2 Variaveis Aleatorias Continuas

Suponha que uma v.a. X possua uma distribui¢do continua, cuja f.d.p. é f(x). Entao

Var(x) = [ T (o - fla)da

(e 9]

= /_OO 2? - f(x)dr — p? (3.16)

[e.9]

Exemplo

Suponha que a f.d.p. de uma v.a. X com uma distribuicao continua seja:

2¢ paral0 <z <1
f(z) = .
0  caso contrario

Como visto anteriormente, E(X) = 2. Entao

Var(X) — /0 1x2-(2x)dx—(§)2
/

2t | 2\
:T\o—g
2 42
4 9 36

3.7.3 Propriedades da Variancia

P1.

Var(X) = 0 se e somente se existe uma constante ¢ tal que P(X =c¢) =1
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P2.
Var(aX) = a*Var(X)

P3.
Var(X 4+ a) = Var(X)

P4.
Var(X) = B(X?) - [B(X)]

P5.
Se X1, X, ..., X, sao v.a. independentes, entao
Var(X, £ Xo+ ... £ X)) = Var(Xy) + Var(Xs) + ... + Var(X,)

Exemplo:

Seja uma v.a. com média p e desvio padrao o. Calcular a média e variancia de:

a) Z=3X-T
b 7=
c) Z:X;“

3.8 Momentos

Definicao
Para qualquer variavel aleatoria (v.a.) X e qualquer inteiro positivo k, a esperanca

E(X*) é denominado k-ésimo momento de X, ou momento de ordem k
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3.8.1 Momentos Centrais

Suponha que X seja uma v.a. com F(X) = pu. Para qualquer inteiro positivo k,
a esperanca F [(X = ,u)k} ¢ denominado k-ésimo momento central de X, ou

k-ésimo momento em torno da média.

Observacao
Se a distribuigao de X ¢é simétrica com respeito a sua média u, e se o momento
central F [(X - u)k] existe para um dado k impar, entdo o valor de F [(X - u)k}

serd igual a zero.
3.8.2 Funcao Geratriz de Momentos

Definicao

Considere uma v.a. X, e para cada nimero real t, seja M, () a fungao

M,(t) = E [e"] (3.17)

Esta fungao é denominada fungao geratriz de momentos (f.g.m.)

A partir da f.g.m. pode-se gerar todos os momentos. Seja M¥(t) a k-ésima derivada
de M,(t). Entao:

Mo - [GEE)]

- ()

= B[(Xe") ]
= E(X) (3.18)

Analogamente, temos

= F[X"] (3.19)
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Portanto:

M0) = E(X), M2(0) = E(X?), M3(0) = E(X?), ...

Exemplo:

Suponha que X seja uma v.a. com f.d.p. dada por

fz) =

e * para x>0
0 caso contrario

Determine a f.g.m. de X, e a Var(X).

Solugao:

, 1
My(t) = (l_t)2:>E(X):1
. 2 .
My(t) = (l_t)3:>E(X ) =2

Logo, Var(X)=2-1*=1
3.8.3 Propriedades das Fungoes Geradoras de Momentos

P1.
Seja X uma v.a. com f.g.m. Mx, e seja Y = aX + b, onde a e b sao constantes, e

seja My a f.g.m. de Y. Entao, para qualquer valor de ¢ tal que Mx (at) exista,

My (t) = " Mx (at) (3.20)

P2.
Suponha que X7, X, ..., X, sejam n v.a. independentes, e que M; (i = 1,2,...,n)
seja a f.gm. de X;. Seja Y = X1 + Xo + ... + X, e seja My a f.gm. de Y. Entao
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para qualquer valor de t tal que M;(t) exista,

My (t) = [ [ (1) (3.21)

Exemplo:
Suponha que X e Y sejam independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) e que

a f.g.m. de cada uma seja dada por:
M(t)=e"? —oo<t<o0.

Encontre a f.gm. de Z =3X —Y + 4.
Solugao:
Sejam
X1 =3X = M(t)=M(@3t)=e""3
Xo=Y = M(t)=M(—t)=e""3
My = M(X;+ Xy +4) =M (t)M(t)
— e4t(69t273)(€t273>

2 —
— 102 4+4t—6

3.9 Fungoes de uma Variavel Aleatoéria

3.9.1 Variavel com Distribuigao Discreta

Suponha que uma v.a. X possua uma distribuicao discreta, cuja funcao de
probabilidade (f.p.) seja p(x), e que outra v.a. Y = r(X) seja definida como uma
certa fungao de X. Entao a f.p. (¢) de Y pode ser calculada de p de maneira direta:

9(y) = P =y)
= p(x) (3.22)

Exemplo:

Suponha que X seja uma v.a. com f.p. dada por:

P(X =-2) =02 PX =-1) =01 PX =0) =0,3 P(X =1) = 0,2;
P(X=2)=0,1e P(X=3)=0,1.

Suponha que Y seja outra v.a. tal que Y = 2X? — 3. Qual a f.p. de Y?
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Solugao:

Como X s6 pode assumir os valores -2,1, 0, 2 e 3, entdo Y = 2X?2 — 3 podera assumir
os valores -3 (quando X = 0), -1 (quando X = —1 ou 1), 5 (quando X = —2 ou 2),
e 15(quando X = 3).Logo, a f.p. de Y é dada por:
P(Y=-3)=P(X=0)=03PY =-1) = P(X = 1)+ P(X =1) = 0,3;
P(Y=5=P(X=2)+P(X=-2)=0,3e P(Y =15) = P(X =3) =0, L.

3.9.2 Variavel com Distribui¢cao Continua

Suponha que X seja uma v.a. com distribui¢do continua, cuja f.d.p. seja f(z).

Suponha que Y seja outra v.a. definida com uma fungao de X, isto ¢, Y = r(X).

Para qualquer ntimero y a fungao de distribui¢ao acumulada G(y) pode ser

calculada por
Gly) = P(Y <y)
= P[r(X) <y
- / F(w)de. (3.23)
{z:r ()

z)<y}

Se a variavel Y tambem possuir uma distribui¢ao continua, sua fungao densidade

de probabilidade ¢(y) é tambem obtida por

dG(y)

9(y) = ay (3.24)

Exemplo:

Suponha que X possua uma distribuigao uniforme no intervalo (-1,1), isto é:

1

s para —l <z <1
flx) =4 2 .
0 caso contrario

Determine a f.d.p. de Y = X2,

Solugao:

67



Como Y = X? = 0<Y < 1. Entao para qualquer niimero y tal que 0 <y < 1,

Gly) = PY <y =PX*<y) =

Logo,
d
gly) = L2
1
55 Dbara 0<y<1
Observacgao:

Em alguns casos, para algumas fungoes r(X) a f.d.p. de Y pode ser calculada
diretamente, sem ter que derivar primeiro a sua fungao de distribuigao G(y). Para

tal, algumas condi¢oes devem ser satisfeitas, como enunciado abaixo:

e Sejaumav.a. com f.d.p. feparaqual Pla < X <b) =1.SejaY = r(X),
e suponha que r(x) seja continua e estritamente crescente ou estritamente
decrescrente para a < x < b. Suponha tambem que a < X < b se e

somente se « <Y < 3, eseja X = s(Y) a fungdo inversa paraa <Y < 3

Entao a f.d.p. de Y é dada por

0 caso contrario

{f[S(y)]'|dfi(5)| para a <y < f3

Exemplo:

Suponha que X seja uma v.a. com distribuigao exponencial, isto é:

fz) =

i e~/ para z >0
0 caso contrario

Determinar a f.d.p. de Y = VX,

Solugao:
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Como Y = \/Y, entao X = Y2 Logo, % = 2y. Portanto,

1
fly)=— eV
1

Logo,

2y —y?/u

e para y >0

fly) =4 * »
0 caso contrario

Esta distribuicao é denominada distribuicao Rayleigh e é muito utilizada em dados

de radar.
3.10 Algumas Distribuicoes Discretas
3.10.1 Distribuicao Binomial

Suponha que certa maquina produza um item defeituoso com probabilidade p (0 <
p < 1) e produza um item nao defeituoso com probabilidade ¢ = 1 — p. Suponha
que n itens independentes produzidos por essa maquina sejam examinados, e faga X
representar o nimero de itens que sao defeituosos. A v.a. X terd uma distribuicao

discreta, e os possiveis valores de X serao 0,1,2,3,...,n.

A probabilidade de se obter uma sequéncia particular dos n itens contando
exatamente x defeituosos e n — x nao defeituosos é p* - p"~*. Como existem (Z)

sequéncias diferentes desse tipo, segue que a fungao de probabilidade de X sera:

")p*q"" paraxr=0,1,2,3,..,n
p(ﬂf):P(sz):{ (2)

0 caso contrario

Exemplo:

a) Suponha que uma véalvula eletronica, instalada em determinado circuito,
tenha probabilidade 0,2 de funcionar mais do que 500 horas. Se
ensaiarmos 20 valvulas, qual serd a probabilidade de que delas,

exatamente k, funcionem mais que 500 horas, k£ = 0,1, ..., 207

Solucao:

Seja X a v.a. que representa o numero de valvulas que funcionam mais
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de 500 horas. X possui uma distribuicao binomial. Portanto,

20
P(X =k)= ( L ) (0,2)%(0,8)*%  para k=0,1,2,3,...,20

Estas probabilidades podem ser encontradas em tabelas da distribuicao

binomial. Os resultados sao:

P(X=0)=0,012 P(X=4)=0,218 P(X =8)=0,022
P(X=1)=0,058 P(X=5)=0,175 P(X =9)=0,007
P(X=2)=0,137 P(X=6)=0,109 P(X =10) = 0,002
P(X=3)=0,205 P(X=7)=0,055 P(X=k)<0,001 (k> 11)

Seré extraida uma amostra de 5 eleitores de uma grande populacao, onde

60% votam no PSDB. Qual a probabilidade de:

e ecxatamente 3 dos eleitores escolhidos votarem no PSDB?
e pelo menos um dos eleitores votem no PSDB?

e a0 menos 3 (uma maioria) votem no PSDB?

Solucao: Se X é a v.a. que representa o ntumero de eleitores que votam no
PSDB, temos que X segue uma distribuigao binomial, cuja probabilidade

de "‘sucesso"’ (votar no PSDB) em cada tentativa ¢ 0,60. Portanto,

5
P(X=3)= ( ) (0,6)%(0,4)* = 0, 3456
A probabilidade que pelo menos um vote no PSDB é dada por
5
1-PX=0)=1- <0> (0,4)> =1-10,0102 = 0, 9898

A probabilidade que a maioria votem no PSDB é dada por P(X = 3) +
P(X =4)+ P(X =5), ou seja:

(Z) (0,6)°(0,4)* + (i) (0,6)*(0,4)" + <2> (0,6)° = 0, 6826
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3.10.1.1 Meédia de uma v.a. com Distribuicao Binomial

Calculo da média para distribuicao binomial
E(X) = Z!B -p(x)

- wa' (n—x) 'p 7

r=1
- . n(” B 1)' rz—1 n—x
B ;$m(as—1)!(n—x)!pp 1
77, - 1 1 n—
= T 3.25
npz CEnoEesTA (3.25)
Onde p(z) = <%> prgTe
Fazendo y = x — 1 tem-se
n—1 el
E(X)=np ( Y )pyqnly (3.26)
y=0

Mas, pela férmula binomial (ver por exemplo Wonnacott, pag. 153)
k k k k—1 kY o po k
(p+a)" = ¢+ )pe |, )ra "+ +p

= g(f)pq’“

(3.27)
Portanto,
E(X)=npp+q"" (3.28)
Como p + g =1, temos
E(X)=np (3.29)
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3.10.1.2 Variancia de uma v.a. com Distribuicao Binomial

Para o céalculo da variancia fica mais facil partir-se de

Var(X) = B(X?) — {E(X)?} (3.30)

O valor de E(X?) pode ser encontrado através do calculo da esperanga de

E{X(X — 1)} que é definida como:

E{X(X-1} = > a(@—1)f(x)
n(n —1)(n — 2)! 9 2.9 mu
= Zx(w‘1)35(3;—(1)(351(2)!(71)_3;)!1’ P
( _2)' foqnf:):

= =0 Y S

(3.31)
Fazendo y = x — 2, a expressao acima se reduz a
- (n — 2)‘ n—y—2
= n(n—1p) FIEESTL A
= n(n—1)p’
(3.32)
Assim,
E{X(X-1)} = B(X*-X)
= E(X?) - E(X)
= n(n—1)p°
(3.33)
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Como:

Var(X) = E(X?) - E(X)+E(X)—{B(X)}’
= n(n—1)p* +np — n?p?
= np(l —p)
= npq (3.34)

n

De fato f(z) = (m) p* - ¢q" " é de fato uma funcao de probabilidade. Para tanto

temos que ter
3 (%) P =1 (3.35)

Como a expansao deste somatoério nada mais é que

(8) P q (’f) gt 4 (5) P+ <;lz> e

que por sua vez ¢ igual a (p+ ¢q)", e como p+ ¢ = 1 fica demonstrado que f(z) é de

fato uma funcao de probabilidade.

Exemplo

Em 100 lances de uma moeda honesta, a média do ntimero de caras é

1
,u:Np:100-5:50 (3.36)

Este é o numero esperado de caras em 100 lances da moeda. O desvio padrao é:

=5. (3.37)

Observacao

A fungao geratriz de momentos de uma distribui¢ao binomial é

M(t) = (p-e +q)" (3.38)
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3.10.2 Distribuicao Hipergeométrica

Suponha que uma urna contenha A bolas verdes e B bolas azuis. Suponha que se
retire n bolas sem reposic¢ao. Seja X v.a. que indica o nimero de bolas verdes obtidas.

Entao

mazx {0,n — B} < X <min{n, A}.

A funcao de probabilidade de X seréa:

() (.2)

(AJrB)

n

P(X =x) = (3.39)

Dizemos que X possui uma distribuicao hipergeométrica. Pode-se provar que:

B(X) = :ﬁg (3.40)

nAB A+B—n

VarlX) = a5 By A+ B-1

(3.41)

Exemplo:

Pequenos motores elétricos sao expedidos em lotes de 50 unidades. Antes que
uma remessa seja aprovada, um inspetor escolhe 5 desses motores e o inspeciona.
Se nenhum dos motores inspecionados for defeituosos, o lote é aprovado. Se
um ou mais forem verificados defeituosos, todos os motores da remessa sao
inspecionados. Suponha que existam, de fato, trés motores defeituosos no lote. Qual

é a probabilidade de que a inspecao 100 por cento seja necesséria?

Solugao:
Seja X a v.a. que representa o numero de motores defeituosos enecontrado. A

inspecao de todo o lote serd necessaria se X > 1. Logo,

P(X21):1—P(X20)=1—w:0,28

(5)
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3.10.3 Distribuicao Binomial Negativa

Suponha que em uma sequéncia infinita de experimentos independentes, o resultado
de cada experimento possa ser sucesso ou falha, e que a probabilidade de sucesso p
onde (0 <p<1),edefalhag=1-p.

Seja X a v.a. que denota o nimero de falhas que ocorrem antes que exatamente r

sucessos sejam obtidos. Entao:

—1
P(X =1) = (T e ) P w=0,1,2.. (3.42)

Xz

Dizemos que X possui uma distribuicao binomial negativa.

E(X)=— (3.43)

Var(X) = ;—q (3.44)

Exemplo:
Suponha que a probabilidade de sair cara em uma moeda seja de 1/3. Suponha

também que esta moeda seja jogada até que aparecam 5 caras.

a) Calcule a probabilidade de que a quinta cara aparega na décima segunda

jogada.

b) Qual o numero esperado de coroas que aparecerao antes de se obter 5

caras?

Solucgao:
Seja X a v.a. que representa o numero de coroas que aparecem antes de que a quinta

cara apareca. X possui uma distribuicao binomial negativa.

a)
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3.10.4 Distribuicao Geométrica

Dizemos que a v.a. X possui distribuicao geométrica, se X possui uma

distribuicao binomial negativa com r =1

A fungao de probabilidade de X seré:

P(X =x) =pq" (3.45)
Pode-se provar que:
_4q
E(X)==; (3.46)
p
q
Var(X) = ] (3.47)

Exemplos:

a) Em determinada localidade, a probabilidade da ocorréncia de uma
tormenta em algum dia durante o verao (nos meses de dezembro e janeiro)
é igual a 0,1. Admitindo independéncia de um dia para outro, qual a
probabilidade da ocrréncia da primeira estacao de verao no dia 4 de

janeiro?

Solugao:
Chamando de X o ntumero de dias (comeg¢ando em lo. de dezembro) até
a primeira tormenta. Portanto, X possuira uma distribuicao geométrica,

e a probabilidade desejada é:

P(X =34) =(0,9)**(0,1) = 0,003

76



b) O custo de realizacgdo de um experimento é de R$ 1500,00. Se o
experimento nao tiver sucesso, ha um custo adicional de R$ 400,00 para
que sejam executadas as corregoes necessarias. Suponha que as provas
sejam independentes, e que os experimentos sejam executados até que
o primeiro sucesso ocorra. Sendo a probabilidade de sucesso em uma
tentativa qualquer de 0,1, qual serd o custo esperado do procedimento
completo?

Solucgao:
Seja X a v.a. que representa o niimero de provas necessérias para alcancar
o primeiro sucesso. Temos que X possuird uma distribuicao geométrica,

com meédia

Seja C' o custo de realizacao do experimento:
C' = 1500X +400(X — 1) = 1900X — 400
Logo,

E(C) = 1900E(X) — 400 = (1900)9 — 400 = R$16700, 00

3.10.5 Distribuicao de Poisson

Seja X uma v.a. com distribuicao discreta, e suponha que X assuma valores inteiros
nao negativos. E dito que X possui uma distribuicio de Poisson com média \
onde (A > 0) se a fungao de probabilidade de X é dada por:

)\ac
P(X=z)=¢"~ r=0,1,2,3, .. (3.48)
xI.

Observacgao
O simbolo e representa uma constante que é aproximadamente igual a 2,7183. O
seu nome ¢ uma homenagem ao matematico suico I. Euler, e constitui a base do

chamado logaritmo natural.

Para determinagao da média e da variancia de uma v.a. de Poisson, é preciso primeiro
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determinar a sua func¢ao geradora de momento (f.g.m.),
M(t) = E[e”]
=3 etee A*
|
g x!

o - (/\et)x
- ¢ Z z!
x=0

_ t
e )\e/\e

_ e)\(et—l)

Diferenciando teremos

M(t) = Aetel (@ —1)}
Mﬁ(t) = ()\et)2 e{A(et_Q} + )\ete{A(et_l)}

Para t = 0 temos

Var(X) = m'(0) - (B [X])’
= X+A-N

(3.49)

(3.50)

Portanto, a média e a variancia de uma v.a. de Poisson sao iguais ao parametro \.

A wv.a. de Poisson tem um amplo range de aplicagbes em uma grande variedade

de &reas, porque se emprega como uma aproximacao para uma v.a. binomial com

parametros (n,p) quando n é grande e p é pequeno. Supondo que X é uma v.a.
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binomial com parametros (n,p) e seja A = np. Entao

n!

P(X =12) = mpx(l —p)"

=roICHE

nn—1)..(n—xz+1) A (1—=A/n)"

n® 2l (1=X/n)*
(3.51)
Agora, para n grande e p pequeno
)\ n
(-2 -
n
nn—1)..(n—z+1) )
n® -
>\ x
(1 — —) ~ 1
n
(3.52)
Assim que, para n grande e p pequeno,
oS
PX=z)me"— (3.53)

z!

Quer dizer, ao se realizar n experimentos independentes, cada um dos quais tem
como resultado éxito com probabilidade p, entao quando n é grande e p pequeno, o
nimero de éxitos que se apresentam é aproximadamente uma v.a. de Poisson com
média A = np.

Exemplos:

a) Se a probabilidade de um individuio sofrer uma reagao nociva, resultante
de ter tomado um certo soro ¢ 0,001, determinar a probabilidade de que,

entre 2000 individuos:

1) exatamente trés sofrerem a reagao;

2) mais do que dois sofrerem a reagao.
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b)

Solugao:

Seja X a v.a. que representa o numero de pessoas que sofrem a reacao

nociva apos injerir o soro. Entao,

)\.Z‘
P(X =1)= e*A—' r=0,1,2,3, ..,
xZ:
onde A = 2000 - 0,001 = 2. Logo,
23
P(X =3) = —25 =0,18

P(X>3) = 1-{P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)}
= 1—{6_2§+6_2%+6_222—T}
o (arAa) oo

= 0,323

OBS: Se usasse a distribuicao binomial os céculos se tornariam

maiores. Por exemplo a primeira questao ficaria:

P(X =3)= (20300) (0,001)3(0, 999)7

Suponha que em um certo final de semana, o nimero de acidentes num

cruzamento possua uma distribuicao de Poisson com média 0,7. Qual a

probabilidade de que exista pelo menos trés acidentes no cruzamento

durante o final de semana?

Solucao:

—-0,7 T
PX—a) =0T 0123,

z!
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Logo,

P(X>3) = 1-{P(X=0)+P(X =1) + P(X = 2)}
= 1- {6_0’7 +0,7e%7 + —0’72270’7}
=1 —6_0’7(1+0,7+0,245)
= 0,341

c¢) Dez por cento das ferramentas produzidas por um certo processo de
fabricagao revelaram-se defeituosas. Determinar a probabilidade de, em
uma amostra de 10 ferramentas escolhidas ao acaso, exatamente duas
sejam defeituosas, mediante o emprego de:
1) distribui¢do binomial

2) distribuigao de Poisson
Solugao:

1)

P(X =2) = (120) (0,1)%(0,9)* = 0,1937

A= Np=10(0,1) =1

2l 1
P(X =2) = ; = 5 = 0,1839

3.11 Algumas Distribuicoes Continuas Importantes
3.11.1 Distribuicao Normal

Definicao
Dizemos que uma v.a. X possui uma distribui¢ado Normal (ou Gaussiana) com
média p e varidncia 0 (—oo < pu < 0o e o > 0) se X possuir uma distribuigao

continua com f.d.p. dada por:

f(z) = o35 para — 0o < T < 00 (3.54)
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Meédia

E(X)=pu (3.55)
Variancia
Var(X) = o? (3.56)
Funcgao Geratriz de Momentos
0'2t2
M,(t) =2 —oco<z <o (3.57)

Teorema 1

Se X possui uma distribuicao normal com média p e variancia 02, e se Y = aX + b,
onde a e b sao constantes, com a # 0, entdo Y terd uma distribuigdo normal com
média ap + b e variancia a’o>
Prova

A funcao geratriz de momentos de Y sera

M,(t) = e"M,(at)
— ebt_eaut+a2a2§

e [(au+b)t+a202§}

9

(3.58)

que é a fungao geratriz de momentos de uma distribui¢ao com média ap+b e variancia

a’o?.

3.11.2 Distribuicao Normal Padrao

A distribui¢ao normal com média zero (p = 0) e variancia um (0% = 1) é denominada

distribuicao normal padrao X (0,1). A f.d.p. de uma distribuigdo normal padrao
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¢ em geral representada por ¢(z) e dada por

o(z) = ! e <x <00 (3.59)

V2r

Segue do Teorema 1 que se uma variavel X tem uma distribuigdo normal com média

1 e variancia o2, entao a variavel

(3.60)

terd uma distribui¢ao normal padrao.

As probabilidades para uma distribuicao normal com qualquer média e varidncia

podem ser determinadas através de Tabelas de uma distribui¢ao normal padrao.

Exemplos:

a) Supondo que a v.a. Z possua uma distribuigdo normal padrao, entdo:

i) P(Z>1,00=1—P(Z<1)=1-0,8413=0,1587

i) P(Z < —1,0) = P(Z >1,0) = 0, 1587

iii) P(1,0< Z<1,5) = P(Z<1,5)—P(Z<1,0)
= 0,9332 —0,8413 = 0,0919

i) P(-1<Z<2) = P(Z<2) —P(Z<-1)
= P(Z<2)—P(Z>1)
= P(Z<2)—(1-P(Z<1))
P(Z<2)+PZ<1) -1
= 0,9773 40,8413 —1 = 0,8186

v) P(|Z1<2) = P(-2<7<2)
= P(Z<2)—-P(Z<-2)
P(Z <2)—P(Z >?2)
P(Z<2)—(1-P(Z<2))

— 2.P(Z<2) -1
= 20,9773 —1=0,9546
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b) Suponha que X possua uma distribuigdo normal com média 5 e desvio

padrao 2. Entao:

P1<X<8 =P

Z <1,5) - P(Z < —2)
Z<1,5) - P(Z>?2)

— P(Z<1,5) —(1-P(Z<2)
— P(Z<1,5)+P(Z<2) -1
— 0,9332+0,9772 — 1 = 0,9104

Y

¢) Supor uma populacdo em que o peso dos individuos seja distribuido
normalmente com média 68 kg e desvio padrao 4 kg. Determinar a
proporcao de individuos
i) abaixo de 66 kg
i1) acima de 72 kg
iii) entre 66 e 72 kg

i) P(X <66) = P(X£ <688 = p(7 <—0,5)
= 1-P(Z<0,5)=1-0,6915 = 0, 3085

i) P(X >T72) = P(X#£ > 2268y — p(7 > 1) =0,1587

o 4

_ X_ _
i) P(66 < X <72) = P88 < Xon < 12-65)
P(—0,5< 7 <1)

P(Z<1) - P(Z < —0,5)

= 0,8413 - 0,3085 = 0, 5328

Teorema 2
Se as v.a. X1, X, ..., X} sao independentes e se X; é normalmente distribuida com
média y; e variancia o? com (i = 1,2, 3, ..., k), entdo a soma X; + Xy + ... + X}, terd

uma distribuigao normal com média gy + pio + ... + . € variancia 0% + 03 + ... + 0.

Prova:
Seja M;(t) a f.g.m. de X; para (i = 1,2,...,k) e seja M(t) a f.g.m. de X3 + Xy +
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... + X}. Como as variaveis X, Xo, ..., X} sao independentes, entao

M) = T[40

k o'~2t
Hit+—5
= 1l
i=1

= 6(2f=1 i )t 3 (Simy oF )t para — oo < x < 00

Esta f.g.m. pode ser identificada como a f.g.m. de uma distribuicao normal com
média <Zf:1 p,i> e variancia (Zle 02-2). Logo, ¢é essa a distribuigao de X; + X5 +
o+ X

Exemplo:

Suponha que a altura, em inches, de mulheres de uma certa populagao segue uma
distribuicao normal com média 65 e desvio padrao 1, e que as alturas dos homens
segue uma distribui¢ao normal com média 68 e desvio padrao 2. Supor também que
uma mulher seja selecionada aleatoriamente e independentemente um homem seja
selecionado aleatoriamente. Determinar a probabilidade que a mulher seja mais alta

que o homem.

Solucgao:

Sejam M e H as v.a. que representem as alturas da mulher e do homem,
respectivamente. Entao

M ~ N(65,1?)

H ~ N(68,2?%)

Logo, (M — H) ~ N (65 — 68,12 + 22), isto é, (M — H) ~ N(=3,5).

Portanto Z = % ~ N(0,1). Logo,

_ _ M—-H+3 3
P(M > H) = P(M~H>0)=pP (M5 5
- P<Z>%>:P(Z>1,342):1—P(Z<1,342)

= 1-0,9099 = 0,09
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Corolario 1

Se as v.a. X1, Xo, ..., X} sao independentes, se X; possui uma distribui¢do normal
com média p; e variancia o? onde (i = 1,2,.... k), e se aj, as, ..., ax e b sdo constantes
para as quais pelo menos um dos valores de ay, as, ..., a; é diferente de zero, entao
a variavel a1 X7 + as Xo + ... + a1 X + b tem uma distribuigao normal com média

aipiy + agfiy + ... + agpy + b e varidncia a?o? + a303 + ... + aiop

Corolario 2
Suponha que as v.a. Xi, Xs,..., X formem uma amostra aleatéoria de uma
distribuicao com média p e variancia o2, e seja X a média amostral. Entao X tera

C e e L 1 a2
uma distribuigao normal com média p e variancia -
Exemplo:

Suponha que em um certo exame de Matematica Avancada, os estudantes da
Universidade A obtém notas normalmente distribuidas com média 625 e variancia de
100, e que os estudantes da Universidade B obtém notas normalmente distribuidas
com média 600 e variancia de 150. Se dois estudantes da Universidade A e cinco
estudantes da Universidade B fazem este exame, qual é a probabilidade que a nota
média dos estudantes da Universidade A seja maior que a nota média dos estudantes

da Universidade B?

Solucgao:

Temos que:

s = 625 up = 600
o4 =100 0% = 150

Portanto a média amostral de dois estudantes da Universidade A (Z4) é normalmente

1

distribuida com média 625 e variancia % = 50. Analogamente, a média amostral de

trés estudantes da Universidade B (Zp) é normalmente distribuida com média 600

e variancia @ = 30, isto é,
Ta "~ N(625, 50)
N(600, 30)

Logo (za—Zp) ~ N(625— 600,50 + 30), isto &, (za —Zp) ~ N(25,80).

Portanto,

P(Zp>ip) = P(@a—Z5>0)=P (ffA—fB—% > 0—?5)

Va0 V&0
- P <Z > ;—3%) — P(Z > —2,975) = P(Z < 2,975) = 0, 9986
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3.11.3 Teorema do Limite Central

Se as v.a. X1, X, ..., X,, formam uma amostra aleatoria de tamanho n de uma certa
distribuicao com média p e variancia o2 onde (0 < 0% < c0), entdo para qualquer
numero fixado x

n oo P K{/_g < :p] = ¢(2), (3.61)

onde ¢(z) é a fungao distribuigdo da normal padrao.

A interpretagao desse teorema ¢é a seguinte: Se uma grande amostra aleatoria é

tomada de qualquer distribuicdo com média p e variancia o?

, nao importando
se a distribuicao é discreta ou continua, entao a distribuicao da v.a. fo_/% sera
aproximadamente a distribuicio normal padrdo. Portanto a distribuicio de X
serd aproximadamente uma distribuicao normal com média p e variancia % ou,
equivalentemente, a distribuicio da soma Y . , X; serda aproximadamente uma

normal com média nu e variancia no?.

Exemplo:

Suponha que uma moeda honesta seja jogada 900 vezes. Qual a probabilidade de se
obter mais de 495 caras?

Solugao:

Parai=1,2,...,900, seja X; = 1 se cara ¢ obtida na i-ésima jogada e X; = 0 caso
contrario (distribui¢ado de Bernoulli).

Entao E(X;) = % e Var(X;) = i. Portanto os valores X, Xo, X3, ... , Xgoo formam
uma amostra aleatéria de tamanho n = 900 de um distribuicao com média % e
variancia 411. Segue, pelo Teorema do Limite Central, que a distribuicao do niimero
de caras H = 2?201 X, serd aproximadamente uma normal com média e variancia
dadas respectivamente por

E(H)=900-3 =450

Var(H) =900 - 1 = 225 (e, consequentemente desvio padrao igual a 15).

H—-450
15

Portanto a variavel Z = terd aproximadamente uma distribui¢ao normal

padrao. Logo,

P(H >495) = P (HIEH)O > 4951—5450)

= P(Z>3)=0,0013
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Distribuicao Amostral das Proporgoes:

Admita-se que uma populacao é infinita e que a probabilidade de ocorréncia de
um evento (denominado sucesso) é p, enquanto a sua nao ocorréncia é ¢ = 1 — p.
Suponha que este experimento seja realizado n vezes e que para cada uma das
tentativas ¢, seja definido a v.a. X;, tal que X; = 1 se ocorrer sucesso na i-ésima
tentativa e X; = 0 se ocorrer insucesso (i = 1,2,... ,n)(X; é dito possuir uma
distribui¢ao de Bernoulli, com média E(X;) = p e variancia Var(X;) = pq). Seja P

a proporcao de sucessos, isto é:

P Z’?:l X'L )

Para grandes valores de n segue, pelo Teorema Central do Limite, que P sera

aproximadamente normalmente distribuido com média e variancia dadas por:

Exemplo:

Suponha que a proporgao de itens defeituosos em um grande lote de pecas seja 0,1.
Qual é o menor nimero de itens que deve ser retirado do lote para que a probabilidade
seja de pelo menos 0,99 que a proporgao de itens defeituosos na amostra seja menor
que 0,13.

Solucao: Seja P a proporcao de defeituosos na amostra. Para n grande tem-se que
P serd aproximadamente normalmente distribuido com média p = 0,1 e variancia

2 _ (0,1)(0,9) _ 0,09
n

o == . Quer-se determinar n para que

P(P <0,13) > 0,99
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Portanto,

P—p _013-01

o 0,09
n

P

> 0,99

Ou seja,

0,03
P<Z< 53 ) =P (Z <0,1y/n) > 0,99
Vn

Logo, utilizando a tabela da distribuicao normal padrao, temos que

0,1v/n>2,33 = n>543

3.11.4 Distribuicao Uniforme

Sejam « e 3 dois ntimeros reais tais que (a < [3), e considere um experimento no
qual um ponto X é selecionado do intervalo S = {z : a < x < 3} de tal maneira que
a probabilidade de que X pertenca a qualquer subintervalo de S é proporcional ao
comprimento desse intervalo. A distribuicao da v.a. X é denominada distribuicao

uniforme no intervalo (¢, ) e ¢ dada por

Fa) = /ﬁ para a < x < f3
0 caso contrario

Esta f.d.p. esta representada pela Figura 3.7. Observe que a fun¢ao anterior satisfaz

os requisitos para ser uma f.d.p., ja que

B
ﬁia/ de =1 (3.62)

A probabilidade de que X esteja em qualquer subintervalo de |«, ] é igual a

comprimento do subintervalo dividido pelo comprimento do intervalo |a, f]. Isso
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F(x)

‘

™
=

i i -
X ﬁ A

Fig. 3.7 — Gréfico de f(x) de uma fungao uniforme

ocorre devido a que, quando [a, b| é um subintervalo de |« 8] (ver Figura 3.8).

b
P{a< X <b} = ﬂia/aCM
b—a
= . (3.63)
fiz=)
F 9
1
5 - o
: ; >
o a b B b

Fig. 3.8 — Probabilidade de uma variavel aleatéria uniforme
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Exemplo:
Um ponto é escolhido ao acaso no segmento de reta |0,2]. Qual sera a a probabilidade

de que o ponto escolhido esteja entre 1 e 1,57

Seja X a v.a. que representa a coordenada do ponto escolhido. Tem-se que a f.d.p.
de X é dada por:

caso contrario

1

5 para 0 <z <2
€T) =
(@) {0

Portanto,

1
P(1§X§1,5):%:Z

Meédia

A média de uma v.a. uniforme [a, 3] é

BE(X) = /j T i

60—«
_ 52 . a2
2(8—a)
(B—0a)(B+a)
2(68—a)
(3.64)
B(x)=12 ;L b (3.65)

Ou, em outras palavras, o valor esperado de uma v.a. uniforme [«, 5] é igual ao

ponto médio do intervalo [« 3.

Variancia

O calculo da variancia é dado por:

Var(X) = B[X?] - (E[X])*
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mas

1 B8
E[X* = ﬁ—a/a 2dx
ﬁS o a3
- 3(B-a)
_ (6% + af + a?)
3
(3.66)
Assim
varlx] = Ot agﬂ +a’) (a ; ﬁ)2
(P + B =2ap)
N 12
2
_ (B-of (3.67)

12

3.11.5 Distribuicao Exponencial

E dito que uma v.a. X possui uma distribuicao exponencial com média p onde

(1> 0) se X possui uma distribui¢do continua para a qual a f.d.p. f(x) é dada por

-

A funcao distribuicao acumulada da exponencial é dada por:

e r paraz >0

S ==

para x < 0

1'1 T x
F(I):P(X<ZL‘):/—€_M:1—€_“ para x > 0.
o H

Portanto, P(X > z) = e ».

A média e variancia de uma v.a. X com distribuicao exponencial sdo dadas por:
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Observacgao
Se X possui uma distribuicao exponencial entao a v.a. ¥ = /X possui uma

distribuigcao Rayleigh, cuja f.d.p. é dada por:

fly)=—e"» (3.70)

B(X) — % T (3.71)
Var(X) = 4;% (3.72)

Exemplo:

Suponha que um fusivel tenha uma duracgao de vida X, a qual pode ser considerada
uma v.a. continua com uma distribuicao exponencial. Existem dois processos pelos
quais o fusivel pode ser fabricado. O processo I apresenta uma duracao de vida
esperada de 100 horas, enquanto o processo II apresenta uma duracao de vida
esperada de 150 horas. Suponha que o processo II seja duas vezes mais custoso
(por fusivel) que o processo I, que custa C' dolares por fusivel. Admita-se, além
disso, que se um fusivel durar menos que 200 horas, uma multa de K doélares seja
lancada sobre o fabricante. Qual processo deve ser empregado?

Solugao:

O custo esperado por fusivel para o processo I é dado por:

O = C se X > 200
! C+K  seX <200

Logo,

E(C;) = CP(X >200)+ (C+ K)P(X < 200)
= Ce i + (C+ K)(1— e w)
Ce 2+ (C+K)(1—-e?)

= C+K(l—e?

Analogamente, o custo esperado por fusivel para o processo II é dado por:

E(Cyy) =2C + K(1 —¢73)
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Portanto,
E(Ci)—E(C)) =C+K(e? - e*%) =C-0,13K
Consequentemente, preferimos o processo I, visto que C' > 0, 13K.

3.11.6 Distribuicao Gama

E dito que uma v.a. X possui uma distribuicdo Gama com parametro o e 3 se X

possui uma distribui¢ao continua cuja f.d.p. é dada por:

Fa) = rﬁ(Z) 2% le™P* para z >0
0 para x < 0

A média e varidncia de uma v.a. X que possui uma distribuicaio Gama sao dadas

por:

(3.73)

(3.74)

Observagao 1
A distribuicao exponencial é um caso particular da distribuicao Gama, quando o =
1.

Observagao 2
Se as v.a. X1, Xs,..., X} sao independentes e se X; possui uma distribuicao Gama
com parametros «; e 5 (i = 1,2,..., k), entdao a soma de X; + X5 + ... + X}, possui

uma distribuicdo Gama com parametros aq + as + ... + ay, e (.
3.11.7 Distribuicao Normal Bivariada

Diz-se que duas v.a. X; e Xy possuem uma distribuicao Normal Bivariada se a

f.d.p. conjunta de X; e X, for dada por:

Flan,2) = We{—m[<“;f1>2—2p<“;“><xz;“2>+<xa;“2>1} .75)
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onde:

Cov(X1,X2)
P = o102

== COT(Xl,XQ)

Observacao
X, e X5 sao independentes se e somente se forem nao correlacionadas.

3.11.8 Distribuicao Normal Multivariada

Diz-se que:

possue uma distribuicao normal multivariada se a f.d.p. conjunta de
Xy, X, ..., X, for dada por:

f(X) = (27r)n/21| 5 |1/26[_§(X—M)T zfl(x—u)] (3.76)

onde:

é o vetor médias;

¢ a matriz de covariancia;

1
2
_Zl ¢ ainversade Y ;e
D

¢ o determinante de Z .
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p = EX)
Y = E[X-p&X -]
ou seja:
pi = E(X;)

oj = E [(Xi — Mz‘)(Xj - Hj)]

96



CAPITULO 4
INFERENCIA ESTATISTICA
4.1 Introducgao

Um problema de inferéncia estatistica ¢ um problema no qual os dados de uma
certa populagao com uma distribuigao de probabilidades desconhecida precisam ser
analizados, e algum tipo de inferéncia sobre essa distribui¢gao desconhecida precisa

ser feito. Essa inferéncia é feita através dos dados de uma amostra.
4.1.1 Parametros de uma distribuicao

Num problema de inferéncia estatistica, qualquer caracteristica da distribuicao

2

dos dados, tais como a média p ou variancia o“, é denominada pardmetro da

distribuigao.
4.1.2 Estatistica

Denomina-se estatistica ao valor calculado inteiramente a partir da amostra.

Exemplos de estatisticas sdo X, 02, mediana, moda, desvio médio, etc.
4.1.3 Estimacao Pontual e por Intervalo

Suponha que alguma caracteristica dos elementos de uma populacao seja
representada pela v.a. X, cuja f.d.p. é f(x; ), onde a forma dessa densidade seja

conhecida, exceto pelo parametro 6 desconhecido, que se deseja estimar.

Suponha que os valores 1, xa, ..., ;, de uma amostra aleatoria X, X, ..., X} possam
ser observados. Com base nesses valores observados deseja-se estimar o valor
desconhecido de 6. A estimagao pode ser obtida de duas maneiras: estimacao
pontual eestimagao por intervalo. Na estimacao pontual determina-se uma
estatistica cujo valor representa, ou estima o parametro #. Na estimacao por
intervalo, determina-se um intervalo para o qual a probabilidade que ele contenha

o valor 6 possa ser determinado.
4.2 Estimacao Pontual

Apresentamos aqui dois métodos para se encontrar estimadores pontuais: métodos

dos momentos e método da maxima verossimilhanga
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4.2.1 Meétodo dos Momentos

Seja u, = E(X*) o r-ésimo momento de X. Em geral, y,, sera uma funcio conhecida

dos parametros desconhecidos 6., 60,, ..., 0.

. / s . .
Seja m, o r-ésimo momento amostral,i.e.,

O método dos momentos consiste em se resolver as k equagoes
’ ’ .
m;=pw; j=12,.,k.

. . o, —
Obs: O primeiro momento amostral m, é representado por Z.

Exemplos:

a) Determinar o estimador pontual pelo método dos momentos do
parametro p da distribuicao Rayleigh.
Solucao:
Sabemos, pelo capitulo 3, que se uma v.a. X possui distribuicao Rayleigh

com parametro pu, sua f.d.p. é dada por:

200 22
flz) = map— para x > 0
0

A média de X é dada por:

E(X) = %\/ﬁ

Portanto, o estimador dos momentos de p sera obtido igualando-se o

primeiro momento populacional ao primeiro momento amostral:

1\/A— _
—\/fimr =X
5 %
Logo,
I %
B=—
T
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b) Determinar os estimadores dos momentos para os parametros p e o2 da
distribuicao Normal.
Solucgao
Sabemos que se uma v.a. X possui distriubicao Normal com parametros
i e o, entdo:
E(X)=p
Var(X) = o?
Como Var(X) = E(X?) — [E(X)]?, seu segundo momento seré

E(X?) =0 + i

Igualando-se os dois primeiros momentos populacionais aos dois primeiros

momentos amostrais tem-se:

>
Il
&I

72 = M _ .i'Q — Z;L:l(xi - f)Q

o
n n

¢) Determinar os estimadores dos parametros « e 3 da distribuigdo Gama

pelo método dos momentos. (Fazer na série de exercicios)

4.2.2 Método da Maxima Verossimilhanga

Definicao 1: Fungao de Verossimilhanca

A funcao de verossimilhanca de n v.a. X, Xs,..., X, é definida como sendo a
densidade conjunta das n v.a., f(z1,xs,...,2,; ), que é considerada como sendo
uma funcao de €. Em particular, se X7, Xo, ..., X,, é uma amostra aleatoria de uma

densidade f(z; 0), entdo a fungao de verossimilhanga é

L(0; xq1,x9,...;2,) = f(x1; 0)f(x2; 0)...f(xy; 0).

Definicao 2: Estimador de Maxima Verossimilhanca

Seja L(0) = L(0; x1,xs,...,z,) a funcdo de verossimilhanga das v.a. Xy, Xo, ..., X,.
Se 6 ¢ o valor de 0 que maximiza L(f), entdo 0(Xy, X,,...,X,) ¢ o estimador
de maxima verossimilhanga de 0, e é(xl,xg, .., Tp) € a estimativa de méaxima

verossimilhanca de 6 para a amostra xq, xs, ..., T,.
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Os casos mais importantes que consideraremos sao aqueles que X, Xo,..., X,

formam uma amostra aleatoria de uma densidade f(x; ), de tal modo que:

L(O) = f(as: 0)F(ws: 6)...f(as 0).

Entao, o estimador de maxima verossimilhanca ¢é a solucao da equacao

dL(B)

Além disso, L(0) e log L(#) possuem seus méaximos para o mesmo valor de , e muitas

vezes é mais facil encontrar o méaximo do logaritmo da fungao de verossimilhanca.

Se a func¢ao de verossimilhanga contém k parametros 61, 0,, ..., 0y, os estimadores de

méxima verossimilhanga serao a solucao das k-equagoes

aL<917 927 ) gk)

=0
00,
aL(01a027"'79k) = 0
00,
oL 02,00 _

00y,

Exemplo:
Determinar os estimadores dos parametros p e o? da distribuicio Normal pelo
método de Maxima Verossimilhanca.

Solucgao:

L(M,O’2) = f(xlv /,L,O'z)f L2; ,U,,O'z)f(l’n, M7‘72>~
P (G e D BN [C )

= e .
o\ 21 o\ 21

N |=

o 271'.

S S > 1E =S

(27'('0'2)”/2

()}

DN | —

In L(p,0?) = —ghqg? - gln(Qﬂ) - Z {

=1
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aL(:ua o Z?:l Ty — Ny

[gualando-se a zero a derivada acima, tem-se que o estimador de maxima

verossimilhanca de y é,

/:L = =T
n
Analogamente,
8L(/”” 02) _ n + Z?:]_(:Ei B ILL)2 _ _n0-2 + Z:’L:]_(xi _ n#)2 _ O
do? 202 204 N 204 N

Igualando-se a zero a derivada acima, e substituindo-se o estimador de u encontrado

acima, tem-se que o estimador de maxima verossimilhanca de o2 é

) Z?:l (‘xl — j)z

0% =
n

4.3 Estimadores Nao Tendenciosos

Um estimador 6 é um estimador nao tendencioso de um parametro 6, se E(é) =0,
para todo possivel valor de 6. Em outras palavras, um estimador do parametro
0 ¢ nao tendencioso se sua esperanca (ou média) é igual ao verdadeiro valor
(desconhecido) de 6

Exemplo:
Vimos que os estimadores dos momentos e de maxima verossimilhanca de i e 02 da

distribuicao normal sao dados por:

Provar que Z é um estimador nao tendencioso de p, mas o2 é um estimador
tendencioso de o?. Encontrar um estimador nao tendencioso de o?. (Fazer como

série de exercicios).
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4.4 A Distribuicao y?

Uma distribuigao Gama com a = 5 e = % ¢ denominada distribuicao y? com n

graus de liberdade, e sua f.d.p. é dada por

f(z) = 2n/+p(g)$%_16_§ para x > 0
0 para x < 0

A média e variancia de uma v.a. X que possui uma distribuicao x? sao dadas por:

E(X) = n (4.3)
Var(X) = 2n (4.4)

Teorema 1:
Se as variaveis X, Xs, ..., X}, sdo independentes e se X; possui uma distribuicao x?
com n; graus de liberdade (i = 1,2, ..., k), entdao a soma X; + X5 + ... + X}, possui

uma distribuicao x? com nq,ns, ..., ny graus de liberdade.

Teorema 2:
Se as v.a. X1, X, ..., X sao independentes e identicamente distribuidas, cada uma
delas com distribuigao normal padrao entao a soma X7 + X3+, ..., X7 possui uma

distribuicao x? com k graus de liberdade.

Exemplo:
Suponha que Xy, Xs, ..., X,, formem uma amostra aleatéria de uma distribuicao

normal com média y e variancia 0. Encontre a distribuicdao de

Solugao
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a) Sabemos que

X —p
-~ N(0,1
- 0.1)
Portanto,
(X —pw?
0_2/n X1
b) Temos que
X; —
- N0,1)
o
Portanto,
(Xz - N)Q ~
- X
Somando estas n v.a., tem-se que
> i1 (X — oo 2
2 Xn-

g

Observacgao:

1. Se y for substituido por X, entdo temos que

Z?:1(Xi — X)z ~

o2

Ou seja,

(n—1)s?

2 Z?:1(Xi — X)z

2 _
X,_1, onde s° = m—

o

2. Pela esperanca e variancia de uma v.a. com distribuicao y?, temos que:

E(M> =n—-1 = FE* =0’

o2

Ou seja, a variancia amostral, com divisor (n-1), é um estimador nao tendencioso
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da variancia populacional. Além disto,

204

n—1

n—1)s? n— 1)
Var (—( 02> ) =2n—-1) = —( o ) Var(s*) =2(n—1) = Var(s?*) =
Exemplo:

Suponha que Xy, Xs,..., X, formem uma amostra aleatéria de uma distribuicao
normal com média p e varidncia o?. Supondo que n = 16, determine of valores

das seguintes probabilidades:

Solugao:

2= o?
= P(8<xis<32)
0,99 — 0,05 = 0,94

2 1 n n Xi_ 2
a) P (% < =N (X —p)?< 202> —p <” < Zam (Xm0 2n)
n <

= P(8<xis <32)
= 0,995 —0,10 = 0,985

4.5 A Distribuicao t-student

Considere duas v.a. independentes Y e Z tais que Y possua uma distribui¢ao normal

padrao, e Z possua uma distribuicao y? com n graus de liberdade. Suponha que uma
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v.a. X seja definida por

(4.5)

Entao a distribuicao de X é denominada distribuicao t-student com n graus
de liberdade.

4.5.1 Distribuicao da Média Amostral

Suponha que Xi, Xs,..., X, formem uma amostra aleatéria de uma distribuicao

normal com média p e variancia 2. Sabemos que

X —
5~ N0
NG
e
X -X)?
0_2 Xn—-1
Logo,
X—n _
o X —
(Z"(Xi_j(p)i S
02(n—1)
Exemplo:

Suponha que Xy, Xs, ..., X,, formem uma amostra aleatéria de uma distribuicao
normal com média u e variancia 0% desconhecidos. Sejam X e s* respectivamente
a média e a variancia amostral dos X;’s. Para um tamanho de amostra n = 16,

encontre o valor de k tal que:

P(X > p+ks)=0,05

P(W >k;\/ﬁ> = 0,05

105



P(tn—l > k’\/ﬁ) = P(t15 > 4]{3) =0,05
Logo, 4k =1,753. Ouseja, k =10,438.
4.5.2 Distribuicao da diferenca de médias amostrais

Counsidere duas amostras aleatorias

Xay, Xag, ., Xa

nA

Xpy Xp,, s Xp,

com ny e np elementos, obtidas independentemente de duas populagoes A e B,
normalmente distribuidas com médias pa e pp e variancias o4 = o3 = 02,

respectivamente. Sejam:

naA np
XA _ Zi:l XAi o XB _ Zi:l XBi
na np

as médias respectivas das duas amostras.

Temos entao que:

_ _ o2 o2
Xa—Xp = N|pa—pp | 2+-EL
na  Np
Portanto,
Xa— Xp) — (s —
%% 4 %%
na ng
Temos também que:
(na—1)s% . 2 (np—1)sy . 2
Logo,
(na—1)s%  (np—1)sh .
XnA+nB—2
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Pela definigao da distribuigao t-student, e considerando 0% = 0% = o2, temos que:
(Xa—Xp)—(pa—pn)
1 1
Vaatag .
(naA-D+(np—Ds%,
na+ng—2

tnA—l—nB—Z

4.6 Distribuigao F

Considere duas v.a. independentes Y e Z tais que Y possua uma, distribuicao y? com
m graus de liberdade, e Z possua uma distribuicdo x? com n graus de liberdade.

Suponha que uma v.a. X seja definida por

_Y/m  nY

X — _
Z/n  mZ

(4.7)

Entao a distribuicao de X é denominada distribuicao F com m e n graus de
liberdade.

Propriedade da distribuicao F:
Se uma variavel aleatéria X possui uma distribuicao F com com m e n graus de

liberdade, entdo 1/X possui uma distribui¢ao F com com n e m graus de liberdade.
4.6.1 Distribuicao da Razao entre duas Variancias Amostrais

Suponha que Xi, Xs, ..., X,, formem uma amostra aleatéria de m observacoes de
uma distribui¢gao normal com média u; e variancia o? desconhecidos, e suponha que
Y1, Ys, ..., Y, formem uma amostra aleatéria de n observagoes de uma distribuicao

normal com média py e variancia o3 desconhecidos. Sabemos que

o (Xi = X)* (m—1)s]

U% = O’% ~ Xm—1
e
Z?—1(YZ - Y>2 - (n— 1)3% 2
p) 2 ~ Xnp-1
03 03
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Logo,

2/ 2
si/oi
F_ 1. 4.8
S%/O’% ~ I'm—-1n-1 ( )
Se 07 = 03, entao
2
s
_é ~ 'm—-1n-1 (49)
S5

Exemplo:

Suponha que uma amostra de tamanho 6 seja retirada de uma populagao
normalmente distribuida com média p; e variancia 30, e que uma amostra de
tamanho 3 seja retirada de uma outra populagao normalmente distrbuida com
média py e varidncia 76. Qual é a probabilidade de s? > 37

Solucao:

2 2/ 2 2
P(s? >s3) = P(S—;>1>:P(Sl/01 >0—3)

s3/03 o7

= P(F529> —):P(Fg,’gg >2,5>:0,05

4.7 Estimacao por Intervalos - Intervalos de Confianca
4.7.1 Intervalo de Confianca para a Média Populacional p

1 - Desvio Padrao (o) conhecido

Como

X—n
T (0, 1), (4.10)

podemos determinar, pela tabela da distribui¢ao normal padrdo, o nimero ze tal

que P(Z > za) = 5, e portanto, :
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ou seja

P X—Za <X+ = 1-a (4.11)
\/_ \/_
Chamando de Ly o limite inferior e Ly o limite superior, isto é:

- o
Ly = X —22-— 4.12
1 2 \/ﬁ ( )

- o
Ly = X+4z2a-— 4.13
2 + za ok ( )

dizemos que o intervalo (L1, L) é um intervalo de confianga para p com coeficiente
de confianca (1 — «), ou em outras palavras, que p cai no intervalo (L, Ls) com

confianca «.

Exemplo:
Suponha que se extraia uma amostra de tamanho 35 de uma populacao com média
1 e desvio padrao conhecido e iqual a 3,90. Suponha que a média amostral seja 44,8.

Determinar um intervalo com 95% de confianga para .

Solugao:
Temos que:
L, = 44,8—1,96-@—43 51 (4.14)
V35
3,90
Ly, = 44,841,966 - = 46, 09. (4.15)

é\

Logo, o intervalo com 95% de confianga para p é [43,51; 46,09]

2 - Desvio Padrao (¢) desconhecido

Como

X —nu y
S/\/ﬁ n—1,

podemos determinar, pela tabela da distribuicao t-student com n — 1 g.l., o nmero

(4.16)

ta (n-1) tal que P(T" > ta (,1)) = §, e portanto, :

X
s/v/n

=

Pl—ta 1) < <tsm-n| = l1—a,
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ou seja

— S — S
(X—tg(n_l)—,Xth _ —)

¢ um intervalo de confianga para p com coeficiente de confianga (1 — «).

Exemplo:

(4.17)

Suponha que se extraia uma amostra de tamanho 25 de uma popula¢ao com média

1 e desvio padrao desconhecido. Suponha que a média amostral seja 4,004 e o desvio

padrao amostral seja 0,366. Determinar intervalos com 95% e 99%de confianga para

L4

Solugao:

Temos que 2 025, 24 = 2, 064:

0,366
Ly, = 4,004+ 2,064 - 9, 366 =4,155

Logo, o intervalo com 95% de confianga para u é [3,853; 4, 155].

Analogamente, temos que g o5, 24 = 2, 797:

L, = 4,004— 2797 2990 _ 5 799
25
0, 366

Ly = 4,004+ 2,797 22— = 4,209

Logo, o intervalo com 95% de confianga para p é [3,799; 4,209].
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4.7.2 Intervalo de Confianga para a Variancia Populacional o>

Vimos que
~ X1 (4.24)

Logo, podemos determinar pela tabela da distribuicao y? com n—1 g.1., os niimeros

X%l—%),[n—l} e Xz%[n_l] tal que:

2 (n—1)s? 2 _
P [Xu_g),[n_u < 2 < X m-1]| = 1—aq,
ou seja
—1)s2 —1)g2
P (ng—)sﬁﬁﬁgn—)s] = - (4.25)
X% 1) X(1-9).ln—1]

Portanto o intervalo

((n —1)s* (n—1)s? )
2 ) 2
Xan—1]  X(1-2)n-1]

2

¢ um intervalo de confianga para 0* com coeficiente de confianga (1 — «).

Exemplo:
Suponha que seja retirada uma amostra de tamanho cinco de uma populacao
normalmente distribuida, e que se tenha encontrado uma variancia amostral de 13,52.
Construa um intervalo com 95% de confianca para a variancia populacional.
Solucao:
Temos que X§g7s.4 = 0,484 € XG94 = 11,143. Portanto, os limites inferior e
superior do I.C. de 95% para o? sao:

(n—1)s*  4(13,52)

TR 11,143 ’
27[” 1]
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—1)s2 4(13,52
Ly = (Z,n )s” _ 4(13,52) — 111,74
X(l—%),[n—l] 07484

Portanto, P(4,85 < o2 < 111, 74) = 0, 95.

4.7.3 Intervalo de Confianca para a diferenga de médias de duas

Populagoes

1 - Variancias o7 e 02 Conhecidas

Como
X, —
10—1”1 R(0,1)
Nan
- e
Xo — g
2~ R(0,1). (4.26)
N
Logo

(X1 — X5) = (1 — po)

2 2
0_1_|_‘7_2
ny ng

Portanto o intervalo de confianca para p; — e com coeficiente de confianca 1 — « é

~ R(0,1) (4.27)

dado por
_ _ o2 o2 _ B o2 o2
(X1 = Xo) = zapay [ =+ 2, (X) = Xo) + 2appy | & + 2
nq Mo ny N2

2 - 07 e 07 Desconhecidas mas o7 = 03

Vimos que
(Z1=%2)—(p1—p2)

m e ~ tnytng—2 (4.28)
\/(n171)s%+(n271)s§ e

ni1+ng—2

intervalo de confianca para 1, — je, quando o2 = o2, com coeficiente de
Logo, o intervalo de confi , do o} 2, com coeficiente d
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confianca 1 — « é dado por

ny — 1)s? + (ng — 1)s2 1 1
(fl_@)ita/g,[nm_gl.\/<1 )i+ (a-1s3 [T T

ny +ng — 2 ny Ny

Exemplo:

Uma amostra de 10 lampadas elétricas, da marca A, apresentou a vida média de
1400 horas e desvio padrao de 120 horas. Uma amostra de 20 lampadas elétricas,
da marca B, apresentou a vida média de 1200 horas e o desvio padrao de 100 horas.
Supondo que o4 = op, determinar os limites de confianga de a) 95% e b) 99% para
a diferenca entre as vidas médias das populacoes das marcas A e B.

Solucao:

a) Para 1 — a = 0,95 tem-se que to 2528 = 2,048. Portanto, o I.C. de 95% para

A — B SEra:

9(120° +19(100 [T 1
28 10 ' 20

((1400 — 1200) =+ 2,048 - \/ ) — (200 % 67, 77)

Ou seja,
P(132,23 < pa — pp < 267,77) = 0,95

b) Analogamente, para 1 — a = 0,99 tem-se que tg o528 = 2, 763. Portanto, o I.C.
de 99% para 4 — pp sera:

9(120)2 +19(1002 [T 1
28 10 ' 20

((1400 —1200) £ 2,763 - \/ ) = (200 £ 91, 43)

Ou seja,

P(108,57 < pia — pp < 291,43) = 0,99
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4.7.4 Intervalo de Confianga para Razao das Variancias 0% /03
Vimos que

$3/03
si/ot

~ an—l,nl—l (429)

Logo, podemos determinar pela tabela da distribuicao F' com no — 1 e ny — 1 g.l.,

0s nUmeros F(1_a/2),ny—1],in1—1] € Fay/2,na—1),m—1) tal que:

5301
Pl Fa—a/2)n-1m-1 < 55 < Fapme-1m-1| ~ l—« (4.30)
5102
ou
1 52 o2 52
P|: '_IS_ISFQQn—ln—l'_l:| ~ l—« (431>
Fojoni-1)jno—1] 53 _ 03 /2la=ibim =1
Exemplo:

Duas maquinas A e B produzem parafusos com o mesmo tamanho médio. Duas

amostras de tamanho ny = 61 e ng = 41 dos parafusos de A e B foram analisadas

e os desvios padroes amostrais foram s34 = 3,5 mm e s% = 4,5 mm. Determine um

intervalo de 95% de confianca para %

Solucao:

Tem-se que Fpo75.4060 = 1/F0 0256040 = 1/1,80 = 0,556 € Fp 0254060 = 1, 74.Logo,
3,5 . 3,5

2
P{o,556-—g‘7—§§1,74 —} —0,95
op 4,5

ot

)

2
P {0,432 <24 < 1,353} = 0,95
OB

4.7.5 Intervalo de Confianga para uma Proporgao

Admita-se que uma populagao é infinita e que a probabilidade de ocorréncia de um
evento (denominado de sucesso) seja p. Considerem-se todas as amostras possiveis
de tamanho n extraidas da populacao e, para cada amostra, determinaremos a

proporc¢ao p de sucessos.
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Vimos que:

E(p) = p (4.32)

Var(p) = 2P (4.33)

Vimos tambem que para grandes valores de n, a distribuicaop de p é uma normal,

1sto é

p~R (p, M) (4.34)

n

Portanto, o intervalo de confianca para p, com coeficiente 1 — a é dado por:

(5= P P2) (435

Para n grande, em geral substitui-se p por p, resultando em:
) [p(1—p . [p(1—p
P<p_zoz/2 w§p§p+za/2 Z¥>:1—a

4.7.6 Intervalo de Confianca para Diferenca de Proporcoes

Sejam duas proporcoes p; e po, € suas respectivas proporc¢oes amostrais p; e po,
baseadas em amostras de tamanhos n; e ny. Para grandes tamanhos de amostra

tem-se que:

il —p1) n pa(1 — P2>> (4.36)

p1— P2 ~ N (pl — D2,
ny na

Portanto, o intervalo de confianca para p; — ps, com coeficiente de confianca 1 — «

¢ dado por:

5 (1— 5 5 (1 — 5
(]51—252)ﬂ:2a/2\/p1( P1)+P2( p2)

ni no
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CAPITULO 5
TESTES DE HIPOTESES

Consideraremos aqui problemas estatisticos envolvendo um parametro 6 cujo valor
é desconhecido mas deve cair dentro de um certo dominio 2 (isto é, Q é o conjunto
de todos os possiveis valores de ). Vamos supor que (2 possa ser particionado em
2 (dois) subconjuntos distintos 4 e 21, e que o estatistico deva decidir se o valor

desconhecido de 6 cai em €2y ou em €2;.
5.1 Hipotese Nula e Hipotese Alternativa

Seja Hy a hipotese de que 6 € Qy e H; a hipotese de que 6 € Qq, isto é:

H() : He QQ
Hl . 9 € Ql
Como 2 e €y sao disjuntos (29 U €y = (), somente umas das hipdteses sao

verdadeiras. O estatistico deve decidir se aceita Hy ou se aceita H;. Um problema
desse tipo é chamado um problema de teste de hipdteses.
e H, é denominada hipétese nula, e

e H, é denominada hipo6tese alternativa

5.2 Regiao Critica do Teste

O procedimento adotado para decidir se ele aceita Hy ou aceita H; é denominado

procedimento do teste, ou simplesmente teste.

Suponha que antes de decidir se aceita ou nao a hipdétese nula, ele observa
uma amostra aleatéria Xp, Xo, ..., X,,. Seja S o espaco amostral do vetor X =

(X1, Xo, ..., X,,), isto é, S é o conjunto de todos os possiveis resultados da amostra.

Num problema desse tipo o estatistico especifica um procedimento de teste que
consiste em dividir o espaco amostral em dois subconjuntos: um deles consiste dos
valores da amostra para o qual ele aceita Hy, e o outro contem os valores para o

qual ele rejeita Hy.
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O subconjunto para o qual Hj sera rejeitada é chamada regiao critica do teste.
O complemento da regiao critica contem portanto todos os possiveis valores para o

qual Hj seré aceita.
5.3 Erros do Tipo I e Erros do tipo II
Quando estabelecemos um procedimento do teste, podemos incorrer em dois tipos

de erros:

a) O de rejeitar Hy quando ela é de fato verdadeira. Este erro ¢ denominado
erro do tipo I. A probabilidade («) deste tipo de erro ocorrer é
controlada pelo estatistico e é denominada nivel de signicincia do

teste.

b) O de aceitar Hy quando H; é verdadeira. Este erro é denominado erro

do tipo II. A probabilidade deste erro ocorrer é representada por f3.

A Tabela 5.1 mostra os dois tipos de erros.

TABELA 5.1 — Representacao do erros do tipo I e II

Hy é verdadeira Hy é falsa
aceita Hy 1 — a (Coef. de confianga) g
rejeita Hy a (nivel de significancia) 1 — 3 (poder do Teste)

5.4 Teste da hipotese de que a média populacional tem um valor

especifico

5.4.1 o conhecido

Hy @ p=po
Hy o p# po
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1. Retira-se uma amostra de tamanho n e calcula-se X.

2. Calcula-se o valor da estatistica

X — 1o

=

3. Sob a hipoétese nula, tem-se que Z possui uma distribuicao normal padrao.

Portanto,
Rejeita-se Hy se | Z |> Zy o (isto é, se Z < =Zy)p 0u Z > Zy)2)
Aceita-se Hy se | Z |< Zyyo (isto &, =Zy0 < Z < Zy o),

onde « é o nivel de significAncia do teste.

5.4.2 o desconhecido

Ho @ p=po
Hy @ p# o
Calcula-se a estatistica
X —
" Mo

~ s/

Sob a hipotese nula, tem-se que t possui uma distribuicao t-Student com n — 1 graus
de liberdade. Portanto,

Rejeita-se Hy se |t [> ta/2,n-1]
Aceita-se Hy se |t |< ta/am-1)

Observacao
Se os testes das segoes (5.4.1 e 5.4.2) tiverem uma hipotese alternativa unilateral
(i.e. se Hy : p > po, ou Hy @ p < pp) o teste deveré rejeitar unilateralmente (i.e. se

t > to 1), OU t < —lq 1], T€Spectivamente.)
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Exemplos:

1. Uma maquina automatica para encher pacotes de café enche-os segundo uma
distribuicao normal, com média p e variancia sempre igual a 400 ¢?>. A mAaquina
foi regulada para . = 500g. Colhe-se, periodicamente uma amostra de 16 pacotes
para verificar se a producao esta sob controle, isto é, se p = 500g ou nao. Se uma
dessas amostras apresentasse uma média amostral de 492 g, vocé pararia ou nao a
producao para regular maquina, considerando o nivel de significancia de 1%? Para
quais valores de média amostral a maquina sera regulada?

Solugao:

As hipoteses sao:

Hy : p =500
Hy : p+#500

Pelos dados do problema a varidncia é sempre a mesma e igual a 02 = 400. A

estatistica a ser calculada é:

X —po 492 —500

T o/ Ja00/16

Ao nivel de significancia de 0,01, a regra de decisao é:

z

Rejeita-se Hy se | z |[> 20,005 = 2, 58
Aceita-se Hy se | z |< 2,58

Portanto, aceita-se Hy, e a maquina nao necessita ser parada. A maquina sé sera

parada se

&I

< o — 207005\% =500 — 2, 58%, isto é, x < 487,1, ou

K

> o + 2’07005% = 500+ 2, 58% ,isto é, z > 512,9

2. A tensao de ruptura dos cabos produzidos por um fabricante apresenta média
de 1800 kg e desvio padrao de 100 kg. Mediante nova técnica no processo de
fabricacao, proclama-se que a tensao de ruptura pode ter aumentado. Para testar
esta declaragao, ensaiou-se uma amostra de 50 cabos, tendo-se determinado a tensao
média de ruptura de 1850 kg. Pode-se confirmar a declara¢ao ao nivel de significancia
de 0,017
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Solucgao:

As hipoteses sao:

Hy : p=1800 (nao houve modificacao da tensao de ruptura)

Hy : p>1800 (houve modificacdo da tensao de ruptura)
Como supoe-se que o desvio padrao nao se tenha modificado, temos que o = 100. A
estatistica a ser calculada é:

_ X = _
~o/yn 100/4/50

Ao nivel de significancia de 0,01, a regra de decisao é:

1850 — 1
850 — 1800 3,55

z

Rejeita-se Hy se 2 > 2901 = 2,33

Aceita-se Hy se z < 2,33

Portanto, rejeita-se Hy, e confirma-se a declaracao.

3. Um fabricante afirma que seus cigarros contém nao mais que 30 mg de nicotina.
Uma amostra de 25 cigarros fornece média de 31,5 mg e desvio padrao de 3 mg. Ao
nivel de 5%, os dados refutam ou nao a afirmacao do fabricante?

Solucgao:

Neste caso, as hipoteses sao:

Ho : p=30
o p>30

Como nao se conhece a variancia populacional, e esta foi estimada pela amostra,

devemos utilizar a estatistica ¢:

Xy 31,5-30
s/ 3/v25

A regra de decisao é dada por

t

2,5

Rejeita—se Hyset> ta,[n—l] = t0’05’24 =1,711

Aceita-se Hy se t < 1,711
Portanto, rejeita-se Hy, ou seja, ha evidéncias de que os cigarros contenham mais de

30 g de nicotina.
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5.5 Controlando o erro tipo II ()

Vimos que o erro tipo I representa o erro de se rejeitar Hy quando ela é de fato
verdadeira. A probabilidade deste erro é o e é fixada e portanto controlada pelo

estatistico.

Temos também o erro tipo II (beta) que representa o erro de aceitar Hy quando ela

é falsa.

Quando rejeitamos Hy, automaticamente estamos aceitando Hi, isto é, estamos
aceitando que o parametro pertenca ao espago definido pela hipoétese H;. O erro tipo
IT dependera do verdadeiro valor do parametro. Quanto mais afastado o verdadeiro
valor do parametro estiver do valor especificado em Hj, menor sera o erro tipo II.
Portanto, para calcular 3, temos que especificar este valor em H, isto é, ter-se as

hipoteses definidas por:

Ho @ p=po
Hy @ p=uw

Para exemplificar isto, considere o exemplo 2 dado anteriormente. Suponha que as
hipoteses tenham sido definidas da seguinte maneira:

Hy @ p=1800

Hy @ p=1850

Vimos que o erro tipo I foi fixado em 0,01, supondo que H fosse verdadeira, isto é,

0,01 = P(erro ]):P(Z22733):P(f/\/—

X — 1800 100
= P( _233) P(X>1800+233—):
100/+/50 V50

> 92 33|u—1800>

= P (X >1832,95)

122



Portanto, a probabilidade do erro tipo II seréa:
B = Plerro II) = P(X < 1832,95 | p = 1850) =

_ p (X o 1832,95 — 1850
a/\v/n 100/+/50

) = P(Z < —1,206) = 0,1131

O calculo acima pode ser efetuado para varios valores de p. Considerando-se 5(u) a

probabilidade de aceitar Hy como funcao de p, isto &,
B(p) = P(aceitarHy | p) = P (X < 1832,95 | p),

pode-se calcular a funcao

Esta fungao é denominada funcao poder do teste.

5.6 Teste da hipétese de que a varidncia populacional tem um valor

especifico

Suponha que uma varidvel seja normalmente distribuida com uma variancia

desconhecida e se deseje efetuar o seguinte teste de hipoteses:

Hy : o® =0
H, : o*# o}
Calcula-se a estatistica
2
2 (n—1)s
X' ="
9

Rejeita-se Hy se X? < X%—a/2,[n—1] ou X? > X?x/z[n—l]

Aceita-se Hj se X%—a/Z,[n—l] < X< Xi/z,[n_u
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Observacgao

1. Se a hipotese alternativa fosse
Hl . 0'2 > 0'8,

H, seria rejeitada se X2 > Xi,[n—l]'

2. Se a hipoétese alternativa fosse

H, : 0% < o,

H, seria rejeitada se X2 < X%—a,[n—l]'

Exemplo:

Uma das maneiras de manter sob controle a qualidade de um produto é controlar
a sua variabilidade. Uma maquina de encher pacotes de café estd regulada para
enché-los com meédia de 500 g e desvio padrao de 10 g. Colheu-se uma amostra de
16 pacotes e observou-se uma variancia s> = 169¢%. Supondo que o peso de cada
pacote segue uma distribuicao normal, vocé diria que a méquina estéd desregulada
com relagao a variancia?

Solucgao:

Deseja-se testar:

Hy : o%2=100
H, : o*#100

A estatistica a ser calculada é:

—1)s? (15)(169)
- — —95.35
ol 100 53

e o procedimento do teste é:  Aceita-se Hy se X%—Q/Z,[n—l] <X?2< Xi/2,[n—l]’
isto é,

Aceita-se Hy se 6,262 < X? < 27,488,

e

Rejeita-se Hy se X2 < 27,488 ou X2 > 27,488

Portanto, aceita-se Hy, e concluimos que a méquina nao esta desregulada quanto a

variancia.
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5.7 Teste da razao de variancias

Suponha que se deseje testar:

H o} = 03
H, : o}#05
(5.1)
ou, equivalentemente,
2
HO : % =1
02
2
o
H : = #1
b
(5.2)
O procedimento do teste é:
Calcula-se a estatistica
2
S
== (5.3)
83

Vimos que, sob a hipotese Hy, a estatistica f possui uma distribuicao F' com n; — 1
e ny — 1 graus de liberdade. Portanto,
Aceita-se Hy ao nivel de significancia « se

1
Fo /2, ina—1),in1—1]

< f < Foaafni—1,ne—1] (5.4)

Rejeita-se Hy ao nivel de significAncia de a se

1
/< 5.5
Fa/27[n2—1],[n1—1] ( )

ou

> Foyan-1)na—1] (5.6)
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Exemplo:

Uma das maneiras de medir o grau de satisfacao dos empregados de uma mesma
categoria quanto a politica salarial é por meio do desvio padrao de seus salarios. A
fabrica A diz ser mais coerente na politica salarial do que a fabrica B. Para verificar
essa afirmacgao, sorteou-se uma amostra de 10 funcionarios nao especializados de A,
e 15 de B, obtendo-se os desvios padroes s4 = 1000 reais e sg = 1600 reais. Qual

seria a sua conclusao?

Solugao:

A hipotese a ser testada é:

Hy o = 0%
H, : o4 # 0%
(5.7)
Temos que:
o sh 1000*0 667
C s 1500
Devemos aceitar Hy ao nivel de significancia o = 0,05 se
1
U < f < Fo2s,9),14] (5.8)
0,025,[14],[9]
ou seja, se
L f< 3,12
3,77 — 7 — 7
0,27 <f< 3,12
(5.9)

Como este é o caso, aceitamos H ao nivel de significAncia de 0,05, e concluimos que

as duas fabricas sao igualmente homogéneas.
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5.8 Teste da hipotese da igualdade de duas médias

Suponha que se tenha

Hy @ pun = po
Hy o # pe
5.8.1 0% e 02 conhecidas
Calcula-se a estatistica
e (5.10)
a4 %
n + no

Sabemos que, sob a hipotese Hy, a variavel Z possui uma distribui¢cao normal padrao.

Portant, o procedimento do teste consiste em:

Rejeita-se Hy se | Z |> Za s
Aceita-se Hy se | Z |< Zy o

5.8.2 0% e 03 desconhecidas, mas o} = o}

Suponha que a hipotese de igualdade de variancias nao seja rejeitada. Entao podemos
supor que 0? = 03, mas esta variAncia comum nao ¢ conhecida. Para efetuar o teste

de igualdade de médias, neste caso, procedemos da seguinte maneira:

Calcula-se a estatistica
T1—XT2
o
t = \/ L2 (5.11)
\/(n171)8%+(n271)85

ni+ng—2

Como vimos anteriormente, esta estatistica possui ima distribuicao t-Student com

ny + ny — 2 graus de liberdade. Portanto,

Rejeita-se Hy se |t |> ta/2; n,1no—2

Aceita-se Hy se |t [< tasa;nytno—2
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5.8.3 o} e 02 desconhecidas, mas o7 # o3

Suponha que a hipotese de igualdade de variancias tenha sido rejeitada. Neste caso,

devemos calcular a estatistica

= = (5.12)

Pode-se provar que, sob a hipoétese que H, é verdadeira, a estatistica acima
aproxima-se de uma distribuicao t de Student com graus de liberdade dado

aproximadamente por:

(A+ B)?
= a2 B2
ni—1 no—1
onde
2 2
S s
A==t ¢ B=2,
n no

Sendo este valor geralmente fracionario, costuma-se arredondar para o inteiro mais

proximo para obter o niimero de graus de liberdade.

O procedimento do teste é entao
Rejeita-se Hy se |t [> taso, v
Aceita-se Hy se |t [< taja, v

Exemplos:

1. Uma amostra de 10 lampadas elétricas, da marca A, apresentou a vida média
de 1400 horas e uma amostra de 20 lampadas elétricas, da marca B, apresentou
a vida média de 1200 horas. Suponha que os desvios padroes populacionais dos
tempos de vida das lampadas das duas marcas sejam conhecidos e iguais a 120 e
100, respectivamente. Teste, ao nivel de significancia de 99%, a hipotese que as duas
marcas produzem lampadas com o mesmo tempo médio de vida.

Solucgao:

Queremos testar a hipotese:

Ho @ pa=ps
Hy : pa# s
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Como estamos supondo que as variancias sao conhecidas, podemos usar a estatistica
TA—2Tp 1400 — 1200
2 2 o
94 | 9B 1202 1002
+ \/ 0 T 20

na nB

J =

= 4,54 (5.13)

O procedimento do teste consiste em:

Rejeita-se Hy se | Z |> Zy 05 = 2,58

Aceita~se Hy se | Z |< 2,58

Como a o valor da estatistica pertence a regiao de rejeicao, concluimos que Hj é

rejeitada e que as lampadas nao possuem o mesmo tempo médio de vida.

2. Duas técnicas de vendas sao aplicadas por dois grupos de vendedores: a técnica
A, por 12 vendedores, e a técnica B, por 15 vendedores. Espera-se que a técnica B
produza melhores resultados que a técnica A. No final de um més, os vendedores
de A venderam uma média de 68 itens, com uma varidncia de 50, enquanto que os
vendedores de B venderam uma média de 76 itens com uma variancia de 75. Testar,
ao nivel de significancia de 5%, se a técnica B é realmente melhor que a técnica A.
Solucao:

Supondo que as vendas sejam normalmente distribuidas, vamos inicialmente testar

a hipotese de que as variancias sao iguais:

H, o4 =05
Hy : o4 # 03
Temos que:
s4 950
=4 =— =0,667
f=g =50

Devemos aceitar Hy ao nivel de significancia o = 0,05 se

1
J < f < Fooos, )4 (5.14)
0,025,[14],[11]
ou seja, se aproximadamente
! < f< 3,06
3,562 — 7 — 7
0,28 < f< 3,06
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Logo, aceitamos H, ao nivel de significancia de 0,05, e concluimos que as variancias

sao iguais.

Portanto, agora podemos testar a hipdtese de igualdade de médias, sob a suposicao

que as vendas pelas duas técnicas possuem uma variancia comum, mas desconhecida:

Hy @ pa=ps
Hy @ pa<ups

Devemos calcular a estatistica

_TA—TB 68—176

- Vet VETE
\/<nA—1>sz+<anl)s2B (11) (50)+(14)(75) ’
na+np—2 25

O procedimento do teste sera:

Rejeita-se Hy se t < —tg 5,251 = —1, 708
Aceita-se Hy se t > —1,708

Como o valor encontrado pertence a regiao de rejeigao, rejeitamos Hy e concluimos

que a técnica B produz melhores resultados que a técnica A.

3. Queremos testar as resisténcias de dois tipos de vigas de aco, A e B. Tomando-se
na = 15 vigas do tipo A e ng = 20 vigas do tipo B, obtemos os valores da tabela
a seguir. Testar a hipotese que as resisténcias médias dos dois tipos de vigas sao

iguais, ao nivel de significAnica de 5%.

Tipo Meédia Variancia
A 70,5 71,6
B 84,3 169,5

Solucgao:

Vamos inicialmente testar a hipétese de que as varidncias sao iguais:

L2 2
Hy : o4 =05

H, : o3 #o0p
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Temos que:

2
5% 71,6
/ s%  169,5 ’

Devemos aceitar Hy ao nivel de significancia o = 0, 10 se

1

I < f < Fy05,1141,19] (5.15)
0,05,[19],[14]

ou seja, se aproximadamente

L <f< 2,20
2,33 — 7= 7

0,43 < f< 2,20

Logo, rejeitamos Hy ao nivel de significancia de 0,10, e concluimos que as variancias

nao sao iguais.
Portanto, agora podemos testar a hipotese de igualdade de médias:

Hy @ pa=ps
Hy @ pa# s

A estatistica a ser utilizada deve ser:

Ty — 7 70,5 — 84,3
xAg xBQ = —F — =-3,79 (5.16)
R RE

na np

t =

O valor critico deve ser encontrado pela tabela t-Student com graus de liberdade

dado por:

L 175,51
1,627+ 3,780

= 32,46 = 32,

O procedimento do teste é entao

Rejeita-se Hy se | t |[> t 025,32 = 2,042

Aceita-se Hy se |t |< 2,042

Portanto, rejeitamos Hy, e concluimos que ha evidéncias de que os dois tipos de

vigas possuem resisténcias médias diferentes.
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5.9 Teste para proporgao

Suponha que se deseje testar a hipotese:

Hy @ p=npo
Hy : p#po
Calcula-se a estatistica
z= L (5.17)
po(1—po)

Rejeita-se Hy se | Z |> Zu o
Aceita-se Hy se | Z |< Zo)o

Exemplo:

Em uma experiéncia sobre percep¢ao extra sensorial (PES), um individuo em uma
sala é solicitado a declarar a cor vermelha ou preta de uma carta escolhida, de
um baralho de 50 cartas, por outro individuo colocado em outra sala. O individuo
desconhece quantas cartas vermelhas ou pretas ha no baralho. Se o sujeito identifica
corretamente 32 cartas, determinar se os resultados sao significativos, ao nivel de
significancia de 5% e 1%.

Solucao:

Queremos testar a hipotese:

Hy : p=0,50 o individuo nao tem PES
H, : p>0,50 o individuo tem PES

Temos que p = % = 0, 64. Calculamos a estatistica

p—po _ 0,64—0,50

po(l=po) 0,502
n 50

=1,98 (5.18)

Ao nivel de significancia de 0,05 o procedimento do teste seré:

Rejeita-se Hy se Z > Zy o5 = 1,645

Aceita-se Hy se Z < 1,645

Portanto, ao nivel de significancia de 0,05 rejeitamos Hy, e concluimos que o
individuo tem faculdades de PES.
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Para o nivel de significancia de 0,01 o valor critico seréd 2,33. Como o valor calculado

é menor que o valor critico, aceitamos Hy, e concluimos que os resultados sao devidos

ao acaso e que o individuo nao tem faculdades de PES.

5.9.1 Diferencga entre proporgoes

Hy @ pi=ps
Hy : m ?A D2
Como
Hpy—po = P1 — P2 = 0 (SObHO)
e
PA—PB ny N9 ny N9 0
em que

P+ Nap2
ni + No

P

é adotado como estimativa de p. Calcula-se

b

Op1—p2

A

e aceita-se Hy se | Z |< Zoo

Exemplo:

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

Doi grupos, A e B, sao formados, cada um por 100 pessoas que tém a mesma

enfermidade. E ministrado um soro ao grupo A, mas nao ao B (denominado grupo de

controle); a todos os outros respeitos, os dois grupos sao tratados de modo idéntico.

Determinou-se que 75 e 65 pessoas dos grupos A e B, respectivamente, curaram-se da

enfermidade. Testar a hipotese de que o soro auxilia a cura da enfermidade, adotado

o nivel de significancia de 0,01.

Solugao:

Denominando de ps e pp as proporc¢oes populacionais curadas mediante o uso do
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soro e sem o uso do soro, respectivamente, quereremos testar a hipdtese

Hy : pa=pp o0 soronao é eficaz

H,{ : pa>pp o0soroé eficaz

Temos que py = 0,75 pg = 0,65, e

75 + 65
P: p—
500 0,70

1 1
0 1—P2 (07 )<O73)(100 + 100) 07 O

p

A estatistica a ser calculada é:

_ﬁA_ﬁB - 0775_0765

A —
UﬁA—ﬁB \/0,0042

=1,543

(5.23)

(5.24)

(5.25)

Devemos aceitar Hy se Z < Zy o1 = 2,33. Portanto, aceitamos Hy, e concluimos que

os resultados sao devidos ao acaso, e que o soro nao é eficaz.

5.10 Teste y? da independéncia

Uma tabela na qual cada observacao é classificada em dois ou mais modos é

denominada tabela de contingéncia.

Exemplo

Suponha que 200 estudantes sejam selecionados aleatoriamente em uma universidade

e que cada estudante seja classificado de acordo com a sua area de est

udo, e com

sua preferéncia entre dois canditados para uma proxima eleigao (ver Tabela 5.2).

TABELA 5.2 — Canditados selecionados

Candidato
Area de A B Indeciso Totais
Estudo

Engenharia 24 23 12 59
Humanas 24 14 10 48
Artes 17 8 13 38
Administragao 27 19 9 55
Totais 92 64 44 200
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Quer-se tentar a hipotese de que as diferentes classificagoes sao independentes, isto
é, que a preferéncia a uma certo candidato é independente da area de estudo (i.e.
a probabilidade de estar na area de estudo ¢ e preferir o candidato j é igual a

probabilidade de estar em i vezes a probabilidade de preferir j.

Em geral, conderamos uma tabela de contingéncia contendo L linhas e C' colunas.
Parai=1,2,3,...,Lej=1,2,3,..,C, seja P;; a probabilidade de que um individuo
selecionado aleatoriamente de uma dada popula(;ao seja classificado na i-ésima linha
e na j-ésima coluna. Além disso, seja P, a probabilidade marginal que o individuo
seja classificado na i-ésima linha, e seja P,; a probabilidade marginal que o individuo

seja classificado na j-ésima coluna.
c L
Pi=) Pje Pj=) Py (5.26)
j=1 i=1

Observe que:

C C

L L
>N Pj=) Pu=) P;=1 (5.27)
=1 1 =1 7j=1

=1 j=

Suponha agora que uma amostra de n individuos seja retirada da populacao. Para
i =1,2,3,...,L,ej =123, ..,C, seja N;; o nimero de individuos classificados
na i-ésima linha e j-ésima coluna. Além disso, seja N;, 0 ntmero de individuos
classificados na i-ésima linha e N,; o nimero total de individuos classificados na

j-ésima coluna.

=
I

N;; e Nyj= ZNZ] (5.28)

<
Il
—

Observe que

L C L c
DY Ny=) Nu=> Ny=n (5.29)
=1 =1
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Com base nessas observagoes, as seguintes hipoteses serao testadas:

HO : R] = PioPoj

H; : A hip6tese Hy nao é verdadeira.

O teste x? pode ser usado para testar essa hipotese. Cada individuo na populagao
deve pertencer a uma das L - C' celulas da tabela de contingéncia. Sob a hipotese
Hy, as probabilidades desconhecidas P;; dessas celulas foram expressas em fungao
dos parametros desconhecidos P, € P,;. Como Zle Pe=1ce chzl P, =1, 0
ntimero de parametros desconhecidos a serem estimados quando Hy é verdadeiro é

(L-1)+(C—=1),ou L+C —2.

Parai=1,2,3,...,L,ej =1,2,3,...,C, seja E;; o estimador quando H é verdadeira,
do nimero esperado de observacoes classificadas na i-ésima linha e j-ésima coluna.

Portanto, a estatistica () definida no teste x? de aderéncia ¢ dada por

=2

=1 j

Ny — By)* (5.30)

C A
- Eij

1

Como a tabela de contingéncia tem L -C' células, e como L+ C' — 2 parametros terao
que ser estimados quando H, for verdadeiro, segue-se que quando Hy for verdadeiro
e n — oo, a distribuigao de @ converge para uma x? com L-C —1— (L+C —2) =

(L —1)(C —1) graus de liberdade.

Consideraremos agora o estimador EZ] O numero esperado de observacoes na i-ésima
linha e j-ésima coluna é nF;;. Quando H, é verdadeiro P;; = P,F,;. Portanto,
se ]51. e P.j sao estimadores de Pj, e P,;, segue-se que Eij = nlf’i.P.j. Como P,
é a probabilidade que uma observacao seja classificada na i-ésima linha, P, éa

proporc¢ao de observagoes na amostra que sao classificadas na i-ésima linha, isto é,
N.;

P = >, Da mesma maneira, P.j = —*1. Portanto,
~ N’io No' NiONO'
n n n

A hipétese nula serd rejeitada quando @ > c,, onde ¢, ¢ obtido na tabela x? com
(L —1)(C — 1) graus de liberdade.
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Para o exemplo dado, N1, = 59; Nog = 48, N3, = 38; Nye = 55 e Ngg = 92, Nyo = 64,
Ne3 = 44.

Como n = 200, os valores (ver Tabela 5.3) E;; sdo dados por

TABELA 5.3 — Valores da Eij

27,14 18,38 12,98
22,08 15,36 10,56
17,48 12,16 8,36
25,30 16,60 12,10

O valor de @ sera Q = 6,68. Como L =4 e C' = 3, o nimero de graus de liberdade
¢ (L-1)(C—-1)=6.

Para o = 0,005, tem-se que ¢, = 12,59, e portanto nao ha nenhuma evidéncia que

Hy nao seja verdadeira.
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CAPITULO 6
ANALISE DE VARIANCIA
6.1 Introducao

A analise de variancia é um método de se dividir a variagdo total dos dados
em componentes significativos que medem diferentes fontes de variagdo. Assim,
considerando que nosso interesse esteja voltado para testar se diferentes variedades

de trigo produzem, em média quantidades iguais, isto é, se:

Hy @ ppn=pe=ps=...=

H, : pelo menos duas médias sao diferentes

obtem-se duas componentes: uma devida ao erro experimental (incontrolavel) e outra
medindo a variacao devida ao erro experimental mais qualquer variacao devida as
diferentes variedades de trigo. Se a hipotese nula for verdadeira, as k espécies de trigo
produzem igualmente, em média, entao ambos componentes fornecem estimativas

independentes do erro experimental.

A anélise de variancia é um método para testar a hipotese Hy acima, por meio da
andalise das variancias das diversas amostras. Este método estende o método visto

no capitulo 5, onde a comparacao envolvia somente duas médias.

E importante ressaltar que num experimento desta natureza é importante se
ter controladas outras possiveis fontes de variacao: tipos diferentes de solo onde
se plantarao as variedades conduzirao a uma estimativa tendenciosa do erro
experimental e consequentemente aumentara a probabilidade de se cometer um erro
do tipo II. Desta forma, uma variedade A, de pior qualidade que as outras variedades
sendo testadas, pode, se plantada em uma area de melhor composi¢ao, fornecer, em
média, valores que nao a tornem distinta das outras variedades. Assim, a hipotese
nula, de igualdade de todas as médias das k variedades, pode ser aceita mesmo
nao sendo verdadeira, isto é, mesmo que uma das variedades sendo testada seja
inferior que as outras. Aqui, um fator nao controlado (composi¢ao do solo) mascara
o verdadeiro resultado que seria obtido caso houvesse um controle mais rigoroso.
Portanto, em uma anélise de variancia estamos supondo que estamos variando
somente uma (ou algumas) variavel(eis) de interesse, e que todos os outros fatores

permanecam constantes.

139



Vamos estudar experimentos de um e de dois fatores (poderiam até ser mais do
que dois), em fungao do nimero de variaveis envolvidas no problema. Se além das
diferentes variedades de trigo sendo testadas estivéssemos também interessados em
investigar o efeito de diferentes tipos de de fertilizantes na produtividade, entao
deixarfamos de ter um experimento de um s6 fator e passariamos a estar envolvidos

com um experimento de dois fatores.

Em resumo, a classificagao de observagoes com base em um tnico critério, tal como
variedade de trigo, ¢ chamada de andlise de varidncia de um sé fator, enquanto
que se as observagoes forem classificadas de acordo com dois critérios, tal como
variedades de trigo e tipo de fertilizante, temos a chamada andlise de varidncia

de dois fatores.
6.2 Analise de Variancia de Um Fator

Como dito anteriormente, desejamos testar a hipdtese:

Hy @ pn=pe=p3=...= i

H; : pelo menos duas médias sao diferentes

Para tal, amostras aleatérias de tamanho n sao selecionadas de cada uma das k
populacoes. Supoe-se que as k populacoes sao independentes e normalmente

distribuidas com médias i, jio, i3, - . . , [, € com mesma varidncia o>.

Seja y;; a j-ésima observagao na i-ésima populacao (i = 1,2,... ;kej=1,2,... ,n).

Estes dados estao representados na tabela abaixo.

Tabela de arranjos dos dados em um experimento de um fator

Populagao
1 2 3 . i . k
Y11 Y21 Y31 Yi1 Y1
Y12 Y22 Y32 e Yi2 o Yk2
Y13 Y23 Y33 e Yis3 o Yk3
Yin Yon Y3n - Yin e Ykn
Total Ti. 1. 5. T, T.
Média 1. o . Ti. U
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onde

T = Z Yij
=1

o Z;Ll Yij
==
T;. e y;. representam, respectivamente, o total e a média, de todas as observagoes na
amostra da i-ésima populagao. Além disto, podemos definir o total e a média das

n.k observagoes por:

k n k

T. :Zzyij :;Ti-

i=1 j=1

k n _
j. = Dic Zj:l Yij _ Zf:l Yi.

nk k

Cada observacao y;; pode ser escrita da seguinte forma:
Yij = Hi + € (6.1)

onde ¢;; representa o desvio da observacao y;; da média populacional correspondente
p; (ou seja, €; ¢ o efeito aleatorio, nado controlado, da observagdo j da populagao
i). Além disto, supomos que os €;; sdo v.a. independentes, de média zero e mesma
variancia o2. Note que estamos supondo que as variancias residuais das diferentes

populacoes sao iguais, isto é:
Var(ey;) = Var(ey) = ... = Var(e;) = o*

Esta propriedade é denominada de homocedasticidade. As figuras a seguir ilustram
isto para o caso em que as médias sao diferentes (Fig. 6.1) e para o caso em que as
médias sao iguais (Fig. 6.2). Note que E(y;;) = p, € que com esta suposicao de
homocedasticidade, estamos também supondo que as observacoes possuem variancia

iguais, ja que:

Var(yij) = Var(u + €;) = Var(e;) = o?
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Fig. 6.1 — Distribuigdes normais com mesma varidncia (0?) para todas as
populagoes

Fig. 6.2 — Distribui¢oes normais com mesma média (i) para todas as populagoes

Uma forma alternativa para escrever a equagao (6.1) é obtida substituindo-se y; por

i+ «a;, onde p é definida como sendo a média de todos os ;.

Assim, podemos escrever y;; como:
Yij = 1 + o, + €4 (62)

sujeito a restricao de que Zle a; = 0. Refere-se & a; como sendo o efeito da
1-éstma populacao.

Uma forma alternativa, entao, de se expressar a hipotese nula e a hipdtese
alternativa, faz uso dos a;. Caso nao haja efeito da i-ésima populagao (i=1,2, ... k),
as médias das mesmas sdo iguais (um tratamento nao é superior ao outro), e as

hipoteses ficam expressas como:

Hy : aci=as=a3=...=a, =0

H, : pelo menos um dos a; nao é zero.

Nosso teste se baseard na comparacao de duas estimativas independentes da
variancia populacional comum, 2. Essas estimativas serdo obtidas dividindo-se a
variabilidade total dos dados em duas componentes.

A variancia de todas as observagoes agrupadas em uma tnica amostra de tamanho
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n.k é dado pela formula:

n

Yij —9.)°
52::;§;j:1( ;k——l)
O numerador de s? é chamado de soma total dos quadrados (total sum of squares)
e mede a variabilidade total dos dados. O importante é demonstrar que esta soma
total de quadrados pode ser particionada em duas componentes, por meio da seguinte
identidade:

Teorema:

k n k n

Z Z(%g -5 = nZ(Z_/z 7.+ Z Z(%g — i)’

i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

E conveniente identificar os termos da soma total de quadrados pela seguinte

notacao:

SST = soma total de quadrados = 3% | > i1 (Y — 7.)?

SSC = soma dos quadrados para as médias das coluna = n Zle(gjz —7.)?
SSE = soma dos quadrados dos erros = 37 > i (Y — 7i)

Portanto:
SST = SSC + SSE

Muitos autores referem-se & soma dos quadrados para as colunas como soma dos
quadrados dos tratamentos. Esta terminologia é derivada do fato que as k diferentes
populacoes sao frequentemente classificadas de acordo com diferentes tratamentos.

Uma estimativa de o2, baseada em (k — 1) graus de liberdade ¢ dada por:

,  SSC
k-1

S

Se H, for verdadeira, sera demonstrado que s? é um estimador nao tendencioso de

o?. Entretanto, se H; for verdadeira, entao s? superestima o?.
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Uma segunda estimativa de 02, baseada em k(n — 1) graus de liberdade é dada por:

9 SSE
§5=——
> k(n—1)

Mostraremos que s3 é sempre um estimador nao tendencioso, independente de Hy

ser verdadeira ou nao.

Vimos também que a variancia dos dados agrupados, com nk — 1 graus de liberdade,
é:

,  SST

° nk—1

E interessante notar que a identidade da soma dos quadarados ndo somente
particiona a variabilidade total dos dados, mas também o ntmero de graus de
liberdade:

nk—1=(k-1)+k(n—-1)

Vamos encontrar agora, o valor esperado das variagoes expressas pelo Teorema.

Tomando a variagao dentro das colunas (SSE), temos:

SSE = Z Z(yij —7.)? = Z(n _ 1>2j:1(yij — i)

n—1
i=1 j=1 =1

Mas Y (yig =)

n—1

estimador nao tendencioso de o?. Assim,

representa a variancia amostral do tratamento i (s?), que ¢ um

k
SSE = Z(n —1)s?
i=1

e o valor esperado sera

E(SSE)=FE (Z(n — 1)53) =(n-1)) E(s))=n-1)> o

i=1 =1 =1

Entretanto, como se supoe que as variancias dos k tratamentos sao iguais, entao:

E(SSE) = (n — 1)ko?
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Ou seja,

Assim sendo, s3 = (SSE ¢ um estimador nao tendencioso de o2,

n—1)k

Vamos analisar agora o valor esperado da variabilidade entre tratamentos (SSC)

k k k k
SSC = 0> @—9.)=n)Y_ § -2y Y Gitny i
=1 =1 =1 =1

k k k
= n) §—2my. Y G +nky? =n) 7 — 2ng.ky. + nky’

i=1 i=1 1=1
k

= ny §—nky’
i=1

Portanto,

k k
E(S5C) = E (n > U~ nhf) —nY E(y}) —nkE (37

=1

Como tem-se que, para qualquer v.a. X,
Var(X) = B(X?) — F*(X) = E(X?) = Var(X) + E*(X)

podemos escrever que:
k
E(SSC)=nY_ [Var (5:.) + E* (5i.)] — nk [Var (3.) + E* (3.)]
i=1

Sabemos também, da teoria de amostragem que

2 0.2

_ g; .
Var (y;) = — = pois o} = o”
non

para 1 =1,2,... k.
Temos também que:

E@W)=pm=p+wo
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nk
E(y.)=np
Entao
F 0'2 2 0'2 2
E(SSC) = — D = nk |—
(SSC) n;[n +(u+a)] n {n/ﬁ“}
kg2
2 2 2 2
— z 2pa; + 2| — o — nk
n;[n+u+ua+az] o —nku
k k
= ko +nku2+2nu2ai+n2a? — 0% — nkyu?
i=1 i=1
k
= (k=1 +n) o
i=1
Assim,
SSC :
_ 2y _ 2 2
E (m) = E(s{) = o® +n(k - 1);%
Ou seja, temos que s? = % sera um estimador tendencioso de 02, superestimando

0%, a nao ser que a hipotese nula seja verdadeira, isto ¢, se todos os o; = 0.

Resumindo, s? é um estimador tendencioso de o2 se Hy néo for verdadeira, e s3 ¢ um

estimador nao tendencioso de 02 independentemente de H, ser ou nao verdadeira.

Se H, for verdadeira, a razao

possui uma distribuigao F com (k — 1) e k(n — 1) graus de liberdade. Uma vez que
s? superestima quando Hy é falsa, teremos um teste unilateral com a regido critica
interamente na cauda direita da distribui¢cao. A hipotese nula é rejeitada ao nivel de

significancia a quando

> Fote—1)k(n-1)
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Em geral, calcula-se SST e SSC primeiro e dai, fazendo uso da identidade da soma

dos quadrados obtem-se SSE = SST - SSC.

As formulas definidas anteriormente para o computo de SST e SSC nao sao as mais

simples para se utilizar. Formulas alternativas preferenciais a elas sao:

k n ) T2
SST:ZZ%J'_”_}{

i=1 j=1

k 2 2
- T T
SSC _ Zz:l 1 .

n nk
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Os célculos para um problema de anélise de variancia de um fator sao geralmente

sumarizados em forma de uma tabela, chamada Tabela ANOVA, como mostrado

abaixo:
TABELA ANOVA
Fonte Soma dos Graus de Quadrados f calculado
de Variacao Quadrados Liberdade Meédios
Tratamento SSC kE—1 §? = %
Resfduo SSE Bn—1) | =258 f=3
Total SST nk—1
Exemplo:

Os dados da tabela abaixo representam 5 amostras, cada uma de tamanho n=5,

tiradas de distribui¢oes normais independentes com médias i1, po, i3, fa, fs €

variancia comum o2. Testar a hipotese de que as médias sao iguais, ao nivel de

significancia de 5%.

Populagao

A B C D E

5 9 3 2 7

4 7 5 3 6

8 8 2 4 9

6 6 3 1 4

3 9 7 4 7
Total 26 39 20 14 33 132
Média 5,2 7,8 4,0 2,8 6,6 5,28

Solugao:

Deseja-se testar a hipotese:

Hy
H,

M1 = fo = U3 = Hg = U5

pelo menos duas médias sao diferentes
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Tem-se que:

k n T2
2 .
IR

SST =
i=1 j=1
1322
= 524424+ +42+7— :2)’5
= 834 — 696,96 = 137,040
(6.3)
k 2 2
C T2 T
SSC — Zz:l i T
n nk
26> +39° +20* +14% + 33> 132°
N 5 25
= 776,400 — 696, 960 = 79, 440
(6.4)
SSE = SST — SSC = 37,040 — 79,470 = 57,600

A Tabela ANOVA ¢é dada por:

Fonte Soma dos Graus de Quadrados f calculado
de Variacao Quadrados Liberdade Médios
Tratamento 79,440 4 19,860
Residuo 57,600 20 3,880 6,90
Total 137,040 24

A regiao critica é dada por f > Fj 5420 = 2,87

Portanto, rejeita-se Hy e conclui-se que as amostras provém de diferentes populagoes.
Observacao:

Quando os tamanhos de amostras sao diferentes, isto é, quando se tem k amostras
aleatorias com tamanhos nq, no, ... ,nk, respectivamente e N = Zle n;, as formulas

computacionais para SST e SSC sao dadas por:

k n ) T2
ZZyij—ﬁ

SST =
i=1 j=1
k
7 T
SSC = 3 E-

=1

O valor de SSE é encontrado por subtracao. Os graus de liberdade sao particionados

da mesma maneira: N — 1 g.l. para SST, k — 1 para SSC e N — k para SSE.
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6.3 Teste para Igualdade de Varias Variancias

Como a anélise de varidncia supoe que as variancias das populagoes sao iguais
(suposi¢ao de homocedasticidade) pode-se, antes de efetuar o teste de igualdade

de médias, testar a hipotese:

o2 2 2 _ 2
Hy : of=05=05=...=0}

H, : as variancias nao sao todas iguais

Um dos testes mais utilizados é o teste de Bartlett, baseado em uma estatistica cuja
distribuicao amostral ¢ aproximadamente y? quando as k amostras aleatérias sao

retiradas de populagdes nomais independentes.

Primeiro calcula-se as k varidncias amostrais, s?,s3,s3,...,s7 das amostras de
k L .
tamanho nq,n9,n3,...,ng, com » - n; = N. Depois disto combinam-se as

variancias amostrais para fornecer a estimativa:

k
2 — Zi:l(ni - 1)512

P N —k

Calcula-se também
q
b=2,3026-
’ h

onde

k
qg= (N —k) logsf) - z:(nZ —1)logs?

=1

k
1 1 1
h=1+_——— > -
+3(/<;—1)[ ni — 1 N—k]

i=1

b & um valor da variavel aleatéria B que possui uma distribuicao x? com k — 1 graus
de liberdade. A quantidade g serd grande quando as variancias amostrais diferem
significativamente, e serd igual a zero quando todas as varidncias amostrais forem

iguais. Assim, rejeita-se Hy ao nivel de significancia o quando

2
b> Xak-1
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Exemplo:

Use o teste de Bartlett para testar a hipotese de que as variancias das trés populagoes

abaixo sao iguais:

Amostra
A B C
4 5 8
7 1 6
6 3 8
6 5 9
3 d
4
Total 23 21 36 80
Solucgao:
Deseja-se testar a hipotese:
Hy : o2 =0;=0;
H, : as variancias nao sao iguais

Tem-se que:

Assim,

n1:4,n2:6,n3:5,]\7:15,k3:3.

s =1,583; s5=2,300; s3=2,700

3(1,583) + 5(2,300) + 4(2, 700)

= 2,254.
12 ’
(6.5)
1210g 2, 254 — (3log 1,583 + 5log 2, 300 + 4log 2, 700)
12(0, 3530) — (3(0, 1995) + 5(0, 3617) + 4(0, 4314)) = 0, 1034
1/1 1 1 1
l+-(z+24>-=) =111
+6(3+5+4 m) , 1167
(6.6)

(2,3026)(0, 1034)
1,1167

= 0,213

Ao nivel de significAncia de 0,05, regiao critica é dada por B > 5,991.

Portanto, aceita-se Hy e conclui-se que as variancias das trés populagoes sao iguais.
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6.4 Analise de Variancia de Dois Fatores

A anélise de variancia de dois fatores trata de problemas onde se investiga o efeito de
dois fatores. Analogamente a analise de variancia de um fator, fazemos as suposicoes

de independéncia, normalidade e homocedasticidade das populagoes.

Sob a suposicao de aditividade dos efeitos dos fatores, isto é, supondo que cada
média f1;; pode ser obtida pela adicao dos respectivos efeitos dos fatores A e B a

média global p, o modelo para a andlise de dois fatores se torna:

Wij = pb+ oy + B (6.7)

onde i se refere ao nivel do fator A (i = 1,...,7), j se refere ao nivel do fator B
(j =1,...,¢), sujeito as restrigoes de que >/, a; =0e > 7, 3; = 0. Refere-se a
a; como sendo o efetto do i-ésimo nivel do fator A, e a 3; como sendo o efeito

do j-ésimo nivel do fator B.

Quando as médias de todos os tratamentos pode ser decomposta na forma da
expressao (6.7), dizemos que os fatores nao interagem, ou que nao existe
interacao entre os fatores. O caso em que se supoOe interacao entre os fatores

é visto na proxima secao.

Assim como no caso da andlise de varidncia de um fator, onde a soma total
de quadrados foi particionada em componentes, pode-de também efetuar este

particionamento para o caso da analise de variancia de dois fatores, obtendo-se:

T C T (& T (&
D Wi =0 =cY W= +r> =0+ > Wi — 0 —9,+7.)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

A demonstracao disto parte do principio de que o termos a esquerda da igualdade

acima pode ser escrito da seguinte forma:
SN =0 =Y @ —0)+ @ —5) + Wy — T — 55+ 7))
i=1 j=1 i=1 j=1

Pela expansao desta expressao chega-se a identidade da soma de quadrados. A

identidade de quadrados pode ser representada simbolicamente por:

SST = SSR + SSC + SSE

152



onde
SST =377 351 (yi; — §.)* = soma total de quadrados

SSR=cY (4 —y.)* = soma dos quadrados para as médias das linhas (rows)
SSC =713 (4,;—4.)* = soma dos quadrados para as médias das colunas(columns)
SSE =371 Wi — Ui — 95 + 7..)*> = soma dos quadrados dos erros.

Um estimador de o2, baseado em r — 1 graus de liberdade ¢ dado por:

»  SSR
L —1

s
Se nao houver efeito do fator A (efeitos das linhas), isto &, se
ar=ay=...=a, =0

entdo s? ¢ um estimador nao tendencioso de o?. Entretanto se os efeitos das linhas

nao sao todos iguais a zero, SSR tera um valor numérico maior e s? superestima o?.

Um segundo estimador de o2, baseado em ¢ — 1 graus de liberdade ¢ dado por:

o = SSC

c—1

Este estimador é nao tendencioso se os efeitos das colunas (fator B) forem iguais a

zero, isto é, se:

ﬂ1:62:-'-:ﬁc:0

Caso contréario, SSC também tera um valor numérico maior e s3 superestima o2

Um terceiro estimador de o2, baseado em (r — 1)(c — 1) graus de liberdade e

independente de s? e s3 ¢ dado por:

SSE
(r—1)(c—1)

Este estimador é sempre nao tendencioso, independente de haver ou nao efeito das

2 _
S35 =

linhas ou colunas.
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Para testar a hipotese nula de que os efeitos das linhas sao todos zeros, isto é:

Hy : oj=a3=...=a,=0

H, : pelo menos um dos «; nao é zero,

calculamos a estatistica

a qual é uma v.a. possuindo uma distribuigao F com (r —1) e (r —1)(c — 1) gl

quando Hj for verdadeira. A hipdtese nula é rejeitada ao nivel de significAncia « se

fl > Fa; (r—1); (r—=1)(c—1)-

Similarmente, para testar a hipétese nula de que os efeitos das colunas sao todos

zeros, isto é:

Hy : Bi=0=...=3=0

H, : pelo menos um dos 3; nao é zero,

calculamos a estatistica

a qual é uma v.a. possuindo uma distribui¢do F com (¢ — 1) e (r —1)(c — 1) gl

quando Hj for verdadeira. A hipdtese nula é rejeitada ao nivel de significAncia « se

f2 > Fa; (e—=1); (r=1)(c—1)-

Para efetuar os calculos de uma analise de variancia, em geral calculamos SST, SSR

e SSC, e obtemos SSE por subtragao:
SSE = SST - SSR - SSC

E interessante observar que os graus de liberdade também sao particionados,

fornecendo:

r=(c—=1)=@ec=1)—(r—1)—(c—1).
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Foérmulas alternativas para as quantidades SST, SSR e SSC sao:

‘s C T2
SST = D D vi— 1=

i=1 j=1
roT2 72

SSR — Zz:l v T
C rc
c 2

sso = o=l T2
T rc

Os célculos para um problema de analise de variancia de dois fatores, com apenas
uma observagao por cela sao geralmente sumarizados em forma de uma tabela,
chamada Tabela ANOVA, como mostrado abaixo:

TABELA ANOVA

Fonte Soma dos Graus de Quadrados f calculado
de Variacao Quadrados Liberdade Médios
Devido as SSR r—1 52 = 25k £ = %
linhas
Devido as SSC c—1 s3 = éc’f_? fy = %
colunas
Frro SSE (r=1(c—-1) | 83 = =D
TOtal SST re — 1
Exemplo:

A tabela abaixo apresenta os resultados da safra média de trigo, para trés variedades
de trigo e quatro tipos de fertilizantes. Teste a hipotese H(/) de que nao ha diferenca
na safra média de trigo quando diferentes tipos de fertilizantes sao utilizados. Teste
também a hipotese Hg de que nao ha diferenca na safra média de trigo quando

diferentes variedades de trigo sao utilizadas.

Variedades de Trigo
Fertilizante i Vs V3 Total
F 64 72 74 210
E 55 57 47 159
F3 59 66 58 183
Fy 58 57 53 168
Total 236 252 232 720
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Solucao: Para testar se os fertilizantes tém efeitos diferentes sobre a safra média de

trigo, precisa-se testar a hipdtese de que:

HO
H,

ar =g =ag3=0oay =10

pelo menos um dos «; nao é zero,

Para testar se as variedades de trigo tém efeitos diferentes sobre a safra média,

precisa-se testar a hipotese de que:

"

Hy

"

H,

pr=0=pP=0

pelo menos um dos 3; nao é zero,

Os calculos da soma de quadrados sao:

SST = Z Z > L 64> + 55° + ... + 53 [ 662
- i=1 j=1 & re 12
roo2 2 2 2 2 2 2
SR — Yoy Z,_52210 + 1597 + 183" +168° 720 _ 408
c re 3 12
T3 T2 2362 42522 42322 720?
SSC = @ e - - _ — 56
T rc 4 12
SSE = 662 —498 — 56 = 108
TABELA ANOVA
Fonte Soma dos Graus de Quadrados f calculado
de Variacao Quadrados Liberdade Meédios
Fertilizantes 498 3 166 9,22
Var. de trigo 56 2 28 1,56
Erro 108 6 18
Total 662 11

As regibes criticas para Hy é f; > 4,76 e para H, é fy > 5, 14.

Portanto, concluimos que:

. . / . ’ . , . .
1. rejeitamos H e concluimos que ha diferenga na safra média de trigo quando

diferentes tipos de fertilizantes sao utilizados.

. 1" . ~ . . s 1 ~ .
2. aceitamos H, e concluimos que nao ha diferenga na safra média das trés variedades

de trigo.
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6.5 Analise de Variancia de Dois Fatores - Varias observagoes por cela

Na secao anterior foi suposto que os efeitos das linhas e colunas eram aditivos. Isto

é equivalente a dizer que
Iu” — ILLZJ/ = MZ/] — /‘I’i/jl

ou
Hij — Ky’ = My — My

para qualquer valor i, ', j, j . Isto é, a diferenca entre as médias populacionais das
colunas j e j é a mesma para cada linha e a diferenca entre as médias populacionais
para as linhas colunas i e i é a mesma para cada coluna. Referindo-se & tabela do
exemplo anterior, isto implica que se a variedade V5 produz em média 5 toneladas
de trigo por acre a mais que a variedade V; quando o fertilizante F; é usado, entao
V5 produzird em média 5 toneladas a mais que V; se os fertilizants Fy, F3 ou F}
forem usados. Da mesma forma, se V; produz em média 3 toneladas a mais por
acre, quando o fertilizante F} é utilizado ao invés de F3, entao V5 ou V3 produzirao
em meédia 3 toneladas a mais por acre usando o fertilizante F) ao invés de F3. Isto
é exemplificado nas Figuras 6.3 e 6.4 abaixo, quando notamos que as curvas sao

paralelas.

Frodutividade
F
v
T
V3
f I } } 2
Fl F2 F3 F4
Fertilizante

Fig. 6.3 — Efeitos de fertilizantes e variedades de trigo, sem interacao
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Frodutiwvidade

F 1
Am

e

F2

I i I >
V1 vl V3

Vanedade

Fig. 6.4 — Efeitos de fertilizantes e variedades de trigo, sem interacao

Em muitos experimentos, a hipotese de aditividade nao é valida e ananélise
feita anteriormente nos levara aconclusoes erréneas. Suponha, por exemplo, que a
variedade V5, produza em média, 5 toneladas a mais de trigo por acre do que a
variedade V; quando [}, mas produza uma média de 2 toneladas por acre menos
que V7 quando F; é utilizado. As variedades de trigo e os tipos de fertilizantes sao

ditos a interagir.

Obviamente, quando analisamos os dados de uma tabela, os graficos nao sao
perfeitamente paralelos. Isto pode ser devido a uma interacao real, ou pode
ser simplesmente ao erro experimental. A anélise do exemplo anterior partiu do

pressuposto de que era simplesmente devido ao erro experimental.

Para testar as diferencas entre as médias das linhas e colunas quando a interacao
é um fator importante, consideramos a variagao de medidas tomadas sob situagoes

semelhantes, ou seja consideramos a replicagoes dos experimentos.

Para apresentar as formulas gerais para a analise de varidncia usando observacoes
repetidas (ou varias observagoes por cela), vamos considerar o caso de n replicagoes.
Como antes, consoderaremos uma matriz regular consistindo de r linhas e ¢ colunas.
Assim teremos rc celas, mas agora cada cela possui n observacoes. Denotamos a
k-ésima observagao da i-ésima linha na j-ésima coluna por y;;i. Isto é exemplificado

na tabela abaixo:
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Tabela dos dados em um experimento com dois fatores, e replicagoes

Linhas Colunas Total Média
1 2 c

Y1 Y121 Yie1
Y112 Y122 Yic2

1 1. Y1.-
Yiin Yi2n Yien
Yr11 Yra1 Yrel
Yri12 Yr22 Yre2

r : T.. Ur-.
Yrin Yron Yren

Total T. T, T,. T.

As observagoes na cela (i, j) constituem uma amostra aleatoria de tamnho n de uma

populagao que se supoe ser normalmente distribuida com média p;; e variancia o°.

2

Supde-se também que todas as rc populacoes possuem a mesma varidncia o?. A

seguinte notagao ¢ utilizada:

n

(soma das observagoes na cela (i, 7))

k=1
C n
T, = Yijk (soma das observagoes na i-ésima linha)
7=1 k=1
T n
T, = Yijk (soma das observagoes na j-ésima coluna)
i=1 k=1
T (& n
T. = E E g Yijk (soma de todas as ren)
i=1 j=1 k=1
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Uij. = = ——  (média das observagoes na cela (i, 7))

n
_ Yoo Vi T
n n

Cc n
_ Zj:l >kt Yijk T L1 - L .
Ui = = —  (média das observagdes na i-ésima linha)
cn n

T n
2 2 Yk Ty
Yj = —

rn rn

(média das observagoes na j-ésima coluna)

U = = (média das observagoes na j-ésima coluna)

1 D 2t Yig T. ,
y.. = 2eict 21 2k Vi = (média de todas as rcn)
ren ren

Cada observacao y;;, pode ser escrita da seguinte forma:
Yijk = Hij T €ijk (6.8)

onde ¢, representa o desvio da observacao y;;; da média populacional
correspondente 1i;;. Além disto, supomos que os €;; sao v.a. independentes, de média

zero e mesma variancia o?.

Se denotarmos por 7;; o efeito de interacao da ¢-ésima linha e j-ésima coluna, por o
o efeito da i-ésima linha, por §; o efeito da j-ésima coluna, e por ;1 a média global,

podemos escrever:
pij = p+ i + B+ i
e entao,
Yijk = 1+ o + B + vij + €

no qual impomos as seguintes restricoes:

ZO%:O; Zﬂjzo; Z%’j:O; Z%‘jzo;
i=1 j=1 i=1 j=1
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As trés hipoteses a serem testadas sao:

Hy : oj=a3=...=a,=0

H, : pelo menos um dos «; nao é zero.
/

HO . ﬁ1:52:---:ﬁc:()
/ ~ 2

H, : pelo menos um dos (3; nao é zero.
"

HO . '711:712:---:77@:0
" = .

H, : pelo menos um dos v;; nao é zero.

6.5.1 Identidade da Soma de Quadrados

Neste caso, a soma de quadrados pode ser particionada da seguinte maneira:

D> k=0 = eny (G -5 ) +rn)y (55— 5.+
=1 j=1 i=1 j=1
T C n

+ 0> > Wy =T =G AT+ DD Wik — b))’

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

Simbolicamente podemos escrever esta identidade como:
SST =SSR+ SSC + SS(RC)+ SSE

onde

T

SSR = c¢n Z(gjl —..)* = soma de quadrados das médias das linhas

i=1

SSC = rn Z(y.j. —7..)? = soma de quadrados das médias das colunas

T c
SS(RC) = nz Z(gij. — Ji. — U + 9..)* = soma de quadrados para a interagio
i=1 j=1
de linhas e colunas

SSE = Z Z Z(yijk — 7.)* = soma de quadrados dos erros

i=1 j=1 k=1
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Os graus de liberdade sao particionados segundo a relagao:
ren—1=(r—1)+(c—1)+r—-1)(c—1)+rc(n—1)

Da mesma forma que antes, através da divisao das somas de quadrados pelos graus de
liberdade correspondentes obtém-se quatro estimativas independentes de o2, todas

~ . ., ’ " . .
nao tendenciosas desde que as hipoteses Hy, H,, e H, sejam verdadeiras.

Estas estimativas sao:

SSR.

r—1’

_ss¢,  SS(RC)  ,  SSE

c—1 S?’:(r—l)(c—l)7 84:7”6(71—1)‘

2 2
S1 = Sa

., / " . ~
Para testar as hipoteses Hy, H,, e H, calculam-se as seguintes razoes:

52 s2 s2

1 . o 2 ! . o 3 Il'

J1 = — para Hy; fa = =5 para Hy; fs = — para Hy;
Sy Sy Sy

e comparam-se com os respectivos valores de uma distribuicao F, isto é:

rejeita-se Hy se fi > Fo. (r—1); re(n—1)
rejeita-se Hy se fo > Fa: (c=1); re(n—1)

rejeita-se Hg se f3 > Flo. (r—1)(c—1); re(n—1)

OBS: Formulas alternativas para as quantidades SST, SSR e SSC sao:

T C n T2
SST = ZZZyék— en

i=1 j=1 k=1
"oT? T2
SSR — Zz:l i T
cn ren
c 2
SSC = ZjZlTj' - T’
™ ren
DY D S c T2 o
SS(RC) = 22*123*1 J _Ez:l Z--_ijl iyt

cn ™™m recn

n
SSE = SST — SSR— SSC — SS(RC)

Os calculos para um problema de analise de variancia com vérias observagoes por
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cela podem ser resumidos em uma tabela ANOVA, da seguinte maneira:

TABELA ANOVA

Fonte Soma, dos Graus de Quadrados f calculado
de Variacao Quadrados Liberdade Médios
Devido as SSR r—1 s2 = S5k fr=2
linhas
Devido as SSC c—1 s3 = 95¢ fo = %
colunas
1 s SS(RC 52
Devido a SS(RC) (r—1)(c—1) | 2= m fs = 3
interagao
Erro SSE re(n — 1) 53 = chf—i)
Total SST ren — 1
Exemplo:

Utilizando os dados a seguir, teste as hipoteses abaixo, utilizando nivel de

significancia de 5%:

Exemplo:
Fertilizantes Variedades de Trigo
Vi Va Vs
F 64 72 74
66 81 51
70 64 65
Fy 65 57 47
63 43 58
58 52 67
F; 59 66 58
68 71 39
65 59 42
Fy 58 o7 53
41 61 59
46 53 38
Solucgao:

163




As trés hipoteses a serem testadas sao:

HO : a1:a2:a3:a3:0

H, : pelo menos um dos «; nao é zero.

Hy : Bi=0=03=0

H, : pelo menos um dos 3; nao é zero.
1"

Ho S =Y2=...= %3 =0
" ~ 2.

H, : pelo menos um dos v;; nao é zero.

Pelos dados da Tabela, podemos construir o resumo abaixo, contendo os totais:

Fertilizantes Variedades de Trigo

i Vs V3 Total

F 200 217 190 607

Fy 186 152 172 510

E3 192 196 139 527

Fy 145 171 150 466
Total 723 736 651 2110

21102

SST = 642 + 662 + ...+ 38% — = 3779

6072 4+ 5102 + 5272 + 4662 21102

SSR = = 1157
9 36
7232 + 7362 + 6512 21107
SSC = T -5~ 350
200% + 1862 + ... + 1502
SS(RC) = 007 + 186" +... + 1507 124826 — 124019 — 123669 = 771

3

SSE = 3779 — 1157 — 350 — 771 = 1501
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Estes resultados sao resumidos na tabela ANOVA:

TABELA ANOVA

Fonte Soma, dos Graus de Quadrados f calculado
de Variacao Quadrados Liberdade Médios
Devido aos 1157 3 385,67 6,17
fertilizantes
Devido as 350 2 175,00 2,80
variedades de
trigo
Devido a 771 6 128,50 2,05
interacao
Erro 1501 24 62,54
Total 3779 35

Os procedimentos dos testes sao dados por:

rejeita-se Hy se fi1 > Fy s, 3,24 = 3,01

rejeita-se H(') se fo > Fyos: 2,04 = 3,40

rejeita—se H(l)l se f3 > F0705; 6;24 — 2,51.

Portanto, a conclusao é:

a) rejeitar Hy e concluir que existe uma diferenca na safra média de trigo

quando diferentes tipos de fertilizantes sao utilizados.

. / . ~ , . . .
b) aceitar H, e concluir que ndo hé diferenca entre as diferentes variedades

de trigo.

. 1" . ~ P ~ . .
c) aceitar H, e concluir que nao hé interagao entre as diferentes variedades

de trigo e os diferentes tipos de fertilizantes.
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