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BC1419 Célculo Numérico (3° 2018) - LISTA 3 - Aproximacao de fungoes

Resolucgao

1. Minimos Quadrados discreto

1) Aproximando a funcao f(x) ~P3(x)= ag+a1x+azz?. Temos:

agug + ajur + asue, sendo ug=1, u1=x e us = x2

1 -1 1 0
Uup= ! u = 0 Up= u’= 0 _| !
0 1 1 1 2 1 1 Yy 0
1 2 4 7
(wo,u0) (uo,u1) (uo,uz) g [ (y,uo)
(ur,up) (ur,ur) (ui,ug) | x | a1 | = | (y,u1) |, (1)
(ug,ug) (ug,ur) (uz,uz) s | (y,u2)

Assim, encontramos os seguintes sistemas:

ug,ug = 1*¥1 + 1*%1 + 1*1 + 1*1 = 4 wuq,ug =-1*1 + 1*0 + 1*¥1 + 2*%1=2
ug, w1 = -1*¥1 4+ 1*0 + 1*1 + 1*2 = 2 wq,u1=-1*-1 + 0*0 + 1*1 + 2*2 =6
ug,up = 1*¥1 + 1%0 + 1*1 + 14 = 6 wuq,ug = -1*1 + 0*0 + 1*1 + 2*4 =8
ug,ug = 1*0 + 1*-1 + 1*0 + 71 =6 y,up=0-14+0+7=6

ug, u1= -1*1 + 0*0 + 1*1 + 2*4=8 y,u;=0+ 0+ 0 + 14= 14

Ug, ug = 1*¥1 + 0%0 + 1*1 + 4*4 =18 y,us=0+ 0 + 0 +28 = 28

Resulta nas matrizes:

4 2 6 (7)) 6
2 6 8 X a1 = 14 |, (2)
6 8 18 a9 28
Resolvendo o sistema:
ag =~ —1.6; a1 = 02 e a = 2.



2) Aproximando pela reta mais préxima: y = a1x + ag.

1 —2 0
1 -1 0
w=| 11 uwu=| 0 y=| —1
1 1 0
1 2 7

(ug, up) <ug,u1)] y [ao] _ (y,uo)

(ur,up) (ur,ur)

Assim, encontramos os seguintes sistemas:

up,up =1+ 14+1+14+1=5 uj,up=-24+0-14+41+2=0
ug, 1 =-2-14+04+14+2=0 u,1=4+1+0+1+4=10
Yy,up=04+0-14+04+7=6 y,u1=0+0+0+ 14=14

Resulta nas matrizes:

Resolvendo o sistema:

ay ~ 1.2, a1 ~ 14

Utilizando a mesma metodologia e aproximando a fun¢do de uma parabola por:
agug + ajur + asue, sendo ug=1, u1=x e us = x2. Temos:

1 -3 9 -1
1 -1 1
uw=| 1| w=| 1 Ug= u%: 1 | y=| 1
1 2 4 1
1 3 9 1
(uo,uo) (uo,u1) (uo,uz2) Qg [ (y, uo)
(ur,up) (ui,ur) (ui,ug) | X | a1 | = | {y,u1) |, (5)
(ug,ug) (ug,u1) (uz,uz) s | (y,u2)



Assim, encontramos os seguintes sistemas:

uo,u0:5 ul,u0:2
Uup, U1 = 2 U, U1= 24
Uug, U2 = 24 Ui, u2 = 8
ug, ug = 24  y,ug= 0
U, 1= 8 yY,u; = 3

ug, ug = 180 y,us= -13

Resulta nas matrizes:

5 2 24 Qo
2 24 8 X ai =
24 8 180 a2

Resolvendo o sistema:

ag ~ 0903; a1 = 0.1157 e (o

~
~

—0.19776.

Construindo o grafico com os pontos dados, percebemos que a funcao se assemelha a uma

parabola, assim podemos aproximar a esse tipo de fungao.

apug + aiuir + asus, sendo up=1, u1=x e us = x>. Temos:

1 —2 4

1 -1 1

u=| 1| ui=| 0 Ug= u%: 0

1 1 1

1 2 4

<u0, uo) <UO, U1> <’LLO, ’U,2> (7))
(u,up) (ui,ur) (uy,ug) X aq
(uz,up) (ug,u1) (uz,us) a2

Assim, encontramos os seguintes sistemas:

ug,up =95 ui,ug =0
Uup, U1 = 0 Ui, u1= 10
ug, ug = 10 uy,ue =0




uz,ug = 0 y,ug= 14
ug,u1=0 y,u; =-5
ug, uo = 34y, us= 45

Resulta nas matrizes:

5 0 10 o 14
0 10 0 | x |y | = 1|51, (8)
10 0 34 o 45

Resolvendo o sistema:

ap =~ 03714; a3 =—-05 e ooy =~ 1.2143.

No caso de g1, temos as funcdes: fi(x) = 22 e fo(z) = x e os coeficientes de minimos quadrados
a e b sao a solucao do sistema

[ i ]~ (] = (6]

Fazendo as contas (ver célculos na planilha exglistas no site), esse sistema é

ol ] =1

e a solugdo é a = 57 e b = 2. Para esses coeficientes, a soma dos residuos quadraticos é (ver
calculos na planilha)

-

Resa(a,b)[g1] = > (yi — [ax? + bxi])? ~ 9.529.

1

(2

Da mesma forma, para a funcio go, consideramos as funcées fi(x) = 22 e fo(x) = 1. O sistema

correspondente é
(34 10 el = 38
10 4 d| 8 |-

e a solugao é ¢ = 2 e d = —3. Para esses coeficientes, a soma dos residuos quadraticos é (ver
calculos na planilha)

(yi — [ax? + bz;])? = 40.

-

Resy(c,d)[ga] =

=1

4



Conclusao: Como o residuo Resa(a,b)[g1] é menor do que o residuo Resa(c,d)[gz], podemos
dizer que a funcao g; produz um melhor ajuste, segundo o critério de minimizar a soma dos
quadrados dos residuos.

6) No caso de g(t), temos as funcdes: fi(x) = t2, fo(x) =t f3(x) = 1 e os coeficientes de minimos
quadrados «, 8 e v sdo a solugdo do sistema;

<f1;f1> <f17f2> <f1>f3> v
(f2, 1) (far fo) (f2,03) | x | B | = | (v, /f2)
(f3, 1) (fs, f2) (f3,f3) a

Fazendo as contas:

140352 10368 816 7
10368 816 72 | x | g | = | 290704
816 72 9 o 2195.6

180.2

e a solucao é o~ —0.0485, 5 ~ 0.972 e v ~ 0.136

A aceleracio da gravidade seria: 2 % (0.136¢m/[1/60s]?) = 2.712 % 10-3) * 3600s = 9.76m /s>

2. Minimos Quadrados continuo

1) Sejam Py(z) = 1,Pi(z) = x e Py(x) = 22, Segundo o método dos minimos quadrados, os
coeficientes do polinémio de grau menor ou igual a 2

p(x) = agPo+ a1 Pi(x) + asPa(z) = ap+ oz + aox?

que melhor aproxima a fungao f(x) = ﬁ no intervalo [—1, 1] sao dados pela solugao do sistema
linear

(Po, Po) (Po, 1) (Po, P») o) (fs Po)

(P,Po) (P, P (PLR) | x | aa | = | (L) |, 9)

(P2, Po) (P2, P1) (Pa, Po) a2 (f, P2)

1 1
onde (P Py) = [ Pe)Pi(a)de (£, P) == | f(@)Pi(x) do.

1 1

Temos que



PO,P() = ldx = 2; P(],P1 = rdr = L = O;
21
-1 —1 -
[ s |t 2 (oo 3|t 2
(Po,Po) = [2%de = % L= F (P, P) = [2%de = % il l
1 - 1 -
L nE 1 51
(P, Py) = far3da; = & L= 0; (P, P) = fx4da; = X L= %;
1 - 1 -
e
P 1
(fiPo) = [sgde = logle+4)12, = log(5/3);
1
1 1 .
(fiP) = [Fhde = fl—ﬁdl‘ = z—4log(z +4)|_, = —4log(5/3);
1 1
1 5 1 16 5 1
(f, Po) = j;;fH dr = fl(m—4)+md3: = & —dz+16log(z +4)|
= —8+16log(5/3).
O sistema (13) ¢, portanto:
2 0 2/3 Qg log (5/3)
0 2/3 0 X | g | = —41og (5/3)
2/3 0 2/5 a —8+ 161og (5/3)

Resolvendo o sistema numericamente, obtemos
ag ~ 0.24991; o1 = —3.06495 e a9 =~ 0.01651.

2) (a) Sejam Pp(x) =1, Pi(z) = z. Segundo o método dos minimos quadrados, os coeficientes do
polinémio de grau menor ou igual a 1

p(z) = aoPo+a1Pi(z) = ap+arx

que melhor aproxima a fungio f(x) = (2® — 1)? no intervalo [0, 1] sdo dados pela solugio
do sistema linear

(Po, Po) (P, P a | _ | (f, Po)

wmy oon ] < e ] = L0 ] 10
1 1

onde (P;, Pj) := bsz‘(x)Pj(i’) dr  (f,P) = {f(l’)Pz‘(i’) dx.

Temos que

1
(Po, o) = [lde = 1; (P, ) = [wde = %
0

(Pl,Pl> = f(L‘2 dr = :%3




(&

1 1
() = [0 = -5 al =

1 3 2 z8 5 2| 9
(f;, ) = Ofﬂf(ﬂﬂ —D)%de = § =25+ 5| =

O sistema (12

~—

é, portanto:

e )< e] =]

Resolvendo o sistema numericamente, obtemos

BloR]o
| I

oo ~ 1.22142857142857 e a1 =~ —1.15714285714286.

(b) Utilizando os célculos do item (a) e sabendo que, para Pj(z) = x*~1,
1 F il o1 1
(P.B) = [P@B(E)dr = [x 2 de = oy
basta calcular
1 9 6 3 1
(B = [ 1de = -5 x| =k

Dessa forma, os coeficientes do polindmio de grau menor ou igual a 2
p(x) = asPy+ ar1Pi(z) = ap+ oy

que melhor aproxima a funcdo f(z) = (z® — 1)? no intervalo [0, 1] sdo dados pela solugao
do sistema linear

1 1/2 1/3 o 2
1/2 1/3 1/4 | x |aa | = | &
1/3 1/4 1/5 g 3

Resolvendo o sistema numericamente, obtemos

ap ~ 1.0190476190476196; o1 ~ 0.0571428571428536 e
oy ~ —1.2142857142857109.

3)

a. uma reta: p(x)= apPy + a1Pi(x)= ap + a1(z)
PO =1le Pl =X.

oy o] < L] = G v



Realizando as operagoes acima obtemos a matriz:

| [o]-]

el
—_

(12)

—
o= =
[N

Obtemos assim: ag =~ 3.8, a1 ~ 0.9

. Um polinomio do segundo grau com polinomios ortonomais unitérios.

CO[0 [ =
[ =00 0| =
Y = | =00 =

Obtemos a seguinte eugacio de aproximacdo: p(x)= 4.05 + 0.6x + 1.5 z2, ou seja, ag = 4.05,
a1 = 0.6 e ag = 1.5.

Temos que os primeiros 3 polindomios de Legendre sao
Py(z) = 1; Pi(z) = z Po(z) = 3(32% —1).

Utilizando as propriedades dos polinomios de Legendre, temos que os coeficientes do polindmio
de grau menor ou igual a 2

p(ac) = apl + Oqu(x) + OQPQ(.CE)

4

que melhor aproxima a funcio f(z) = 32% — z* no intervalo [—1,1] sdo dados pela solucio do

sistema diagonal

2 0 0 o (f, Po)
0 2/3 0 X g = <f,P1> s (13)
0 0 2/5 1% (f, P2)
1 1
onde (P, F)) = | P(e)By(@)dz  (£R) = | J@)Pa)dz.

Como, também,



b.

7 5
(f, o) = f13x6—aj4d$: 3%_%71 1o,
1 \ o
<f7P1> = £$(3$6—x4)dx = 3%_%71 = 0
[ 1in2 6 4 1 [oqa? R
(f,P2) = fli(Sx —1)(32% — 2t) dz = §[9?_67+?] y
_ 12
= 3B
obtemos
ao:%x%:% al:%x():o e :%X%:g'

Utilizando os polindémios dados pelo exercicio, devemos separar f(x) em 3 intervalos para calcular
o polinémio que melhor aproxima a funcao. Comegando pelo primeiro intervalo [0,2]:

(Po, Po) (Fo, 1) (Po,P2) (Fo, Ps) o (fs Po)
(P, Po) (Pr,Pr) (P, Po) (P, Pa) | en | | (f, ) (14)
(Py, Po) (Pa, Pr) (Pa,Pa) (Py, P3) as (fiP) |’
(P3, Po) (Ps,Pr) (P3,P2) (Ps,Ps) o3 (f P3)
Resolvendo o sistema acima,btemos a seguinte matriz:
2 2 3 7 ag -2
2 2 5 12 a =t
9 ?, 2 % X a; = fi{)es ; (15)
3 1o
T2 35 7 as 3

Os coeficientes deste intervalo, portanto, sdo: ag &~ —1.655, a1 ~ 0.659, as ~ 0.0123, ag =~ —0.0064

Para o segundo intervalo [2,3] obtemos um polinémio nulo, hé que neste intervalo a funcao f(x)
é 0. Partindo para o terceiro intervalo [3,4], obtemos a seguinte matriz:

2 L 18 88 ag 8
13 su gh 1
2 a1 _ 1
18 57?1 % 15631 X o = 3422 | >
8 2 § 2 15
833 g9 15631 3 o 32095
8 8 7 3 24

Assim, os coeficientes encontrados sao: ag ~ —11.3, a1 =~ 3.374, as ~ 0.625, az ~ 0.107

Somando os coeficientes encontrados para achar o polinémio que aproxima f(x) no intervalo [0,4],
encontramos: p(z) = —12.955 + 4.033x + 0.6422 + 0.123

Utilizando o seguinte sistema podemos encontrar o polinémio que melhor aproxima f(x):



. Devemos separar f(x) em duas partes: -z

(Po, Po) (Po, P1) (Po,P») o) (f, Po)
(P, Ro) (P, P) (Pr,P2) | x | aa | = | (f,P1) |,
(P2, Po) (P, P1) (P2, ) o) (f, P2)

Como consequencia obtemos:

1%0 (675 %
SRR

1
0 3 3 2 3

Resolvendo o sistema acima, obtemos: ag =~ 0.193, a1 ~ 0.124, as =~ 0.0065

Utilizando os polinémios pg = 1, p; = zeps = 2%

(Po, Po) (Po,P1) (Po,Ps) oy (f, Po)
(P, Py) (P1,P1) (Pi,P) | x | aa | = | (f,P) |,
(P2, Po) (P2, P1) (P, Ps) Q2 (f, P)
Obtendo assim:
2 2 8 ag 4
2 8 4| x o | = | 2],
bl la] T L

Resolvendo o sistema acima podemos chegar nos coeficientes: ag ~ 0.4,a1 = —2.4,a9 ~ 3

0 1 $5 $4 1‘3 $5 LU4 1‘3
fl[f(x)—g(x)]2 dx = fl[-XQ_gxP dx +Of[x2_gx} dx = (Z432 432000, 4 (243 31
= 0.

Portanto, o polinomio escolhido é o de menor grau e o que melhor se aproxima da funcao f(x).

2 2

no intervalo [-1,0] e z* no intervalo [0,1].

Utilizando os polinémios Py = 1, Py(z) = z, Py(2) = 3(32® — 1), P; = (523 — 3x, temos:

- Para -22%:

L5 0 5] [a] [+
-1 1 1 ?
2 3 5§ U ar | _| 1
0 =1 i =1 - =2

g8 5 3 a2 15
19 =t I a X
8 3 7 3 24

10



Obtemos os seguintes coeficientes:
ag ~ 0.662, a1 ~ 2.0, a2 =~ —0.666, a30

2

- Para z~:
1 —1 1
]. ? 0 ? ao ?
1 1
2 3 5§ 0 a1 1
R ! o =12
—1 8 —51 % 2 115
s 0 5 7 as 21

Assim obtemos os seguintes coeficientes:
ap ~ —0.2726,a1 ~ 1.2,a2 ~ —0.1116, a3 — 0.0445

Somando os dois polinémios obtidos temos o seguinte polinémio resultante: p(x) = 0.3894 +
3.2z — 0.776z* — 0.0445

11



