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Existéncia e unicidade de zeros; Métodos da bisseccao e
falsa posicao
. Dadas as equagoes

(a) fl&)=2*+3x—-1=0

(b) f(z) =2%—sinx =0
(c) flz)=x+e*=0

pesquisar a existéncia de raizes reais e isold-las em intervalos. Para tanto, esboge o grafico
dessas fungoes e utilize o teorema do anulamento.

. Justifique que a funcao:

m(x+1)

f(x) = cos + 0.148z — 0.9062

possui um zero no intervalo (—1,0) e outro no intervalo (0, 1).

. Mostre que as seguintes equagodes possuem exatamente uma raiz e que em cada caso a raiz
estd no intervalo [0.5, 1].

(a) 22 +Inx =0
(b) ze® —1=0.

Determine essas raizes, com duas casas decimais corretas, usando o método da bisseccao.
Antes de calcular, estime quantas iteragdes serdo necessarias para obter o resultado.

. Encontre com precisao de trés casas decimais a raiz da equagao
sin (z) —0.750 =0

pelo método da falsa posicao com a = 0.80 e b = 0.90 .

. Considere a funcao dada pela expressao
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sendo 0 um parametro real.



(a) Utilizando o método da falsa posi¢ao, mostre que o primeiro termo da sequéncia gerada
coma=0eb=1¢édado por

1 1
2p=1———.
’ 1+6
(b) Mostre que o termo z, é dado por
1
Zn = 1= oy,
(1_|_5) +1

caso n seja tal que z,_ 1 < %

(c) Para § = 107%, quantas iteragoes sio necessarias para que z, > %? No caso de bisseccao,
quantas iteracoes sdo necessarias para atingir um erro absoluto de 27487

6. Calcule 5 iteragoes por falsa posigdo para a fungdo do exercicio anterior com § = 0.1.

7. Considere o método da bisseccao para aproximar a raiz quadrada de 2:

(a) Escolha My > 0 e mg > 0, tais que m3 < 2 e MZ > 2 (por exemplo mg = 1 e My = 2),
e seja ap = Motmo,

(b) Escolhidos my, My, e oy, defina

¢ Mpy1 = My eMk.H = Qy, Se az > 2
o My = oy € My, = My, se ai <2

Mg1+Mi1

¢ Qgg1 =
Prove, matematicamente, que

(a) Para k fixo, temos my < ay < My, V0 > k.
(b) Mk — Mg S Mo —mo Vk Z 0.

2k I

(€) |az —2| < M —mi = (Mg + my,) * (M, —my) < 2M0M027€m°.

Assim, conseguimos fazer aj se aproximar arbitrariamente de 2. Para isso, basta escolher
valores suficientemente grande de k.

Dicas

(a) Para resolver esse item, primeiro mostre, por indugdo, que as sequéncias de nimeros
Mo, M1, Moy ..oy My, ... € Mo, My, Ms, ..., M, ... sao nao decrescente e nao crescente,
nesta ordem, ou seja, vale que

Mpp1 = My e My 1 < My
para todo ntimero k£ > 0. A partir dai, conclua que
My > My, e M, < Mj,

para £ > k. Utilize essas relagoes para concluir o que se pede.



(b) Para resolver esse item, deve-se separar em 2 casos, conforme a; > 2 ou a2 < 2. No
primeiro caso, por exemplo, o algoritmo diz para definir

— _ _ Mi+m
Mg = My € My = o = =57,

Utilize essas relacoes para estimar a diferenca M1 — my; em funcao de My — my.
Uma vez feito isso, utilize a hipdétese de indugao para concluir o que se pede. A anélise
do segundo caso é praticamente idéntica ao do primeiro. Basta fazer as modificagoes
necessarias.

(¢) O ponto chave para responder esse item é localizar os pontos my, My, ay e 2 na reta
real de modo ordenado, ou seja, verificar se a2 > M? > 2 > m3, por exemplo (esse niao
é o caso!). Uma vez feito isso, o caminho para a resposta consiste, essencialmente, em
responder a seguinte pergunta:

Sejam v e v dois nimeros reais tais que 3 < u <5 e 3 < v < 5. Qual é o maximo valor
que |u — v| pode ter? E possivel que |u —v| > 5 —3 =27

8. Considere a funcdo f(z) = arctg(z) + 3arctg(z?).

(a) Mostre que f(x) possui uma unica raiz em [—1,—0.5].

Sugestao: siga os seguintes passos

o Mostre que a equagao f’(x) = 0 é equivalente a uma equagao polinomial do tipo

p(x) = az’ + bz’ + cx® + dx + e = 0.
» Mostre que p'(z) é uma fungao decrescente em [—1, —0.5] e que p/(—0.5) > 0.
» Conclua que p'(x) > 0 para todo x € [—1,—0.5].
(b) Aplique 5 passos do método da bissecgao para f(x) = 0.

(c) Seja o a raiz de f(x) =0 em [—1,—0.5] e sejam x1, z3, ..., T, ... 0s valores gerados pelo
método da bisseccao para a equacao f(x) = 0. Encontre n, sem calcular xq, xo, ..., T, ...,
de modo que |z — a| < 107'3 para k > n.

2 Métodos de ponto fixo

1. Considere a equacio f (z) = 22° — 5z + 2 = 0, cujas raizes sdo r; = 0.5 e x5 = 2.0. Considere
ainda os processos iterativos:

2
() g1 = 2%3_“
(b) g1 = MTk -1

Qual dos dois processos vocé utilizaria para obter a raiz x;? Por qué?



. Considere as seguintes fungoes:

(a) ¢ (2) =22 -1
(b) ¥y (x) = 2% — 22 + 2
(c) ¥3(z) =2%*—3x+3

Verifique que 1 é ponto fixo de todas essas fungdes. Qual delas vocé escolheria para obter
o ponto fixo 1, utilizando o processo iterativo zx,1 = ¥ (z)? Com a sua escolha, exiba a
sequéncia gerada a partir da condicao inicial xg = 1.2.

. A equagio 22 — N = ( possui uma raiz £ = v/ N. Explicar por que a sequéncia {z;}, obtida
por meio do processo iterativo definido por xy,1 = i nao converge para \/a qualquer que
seja o valor de xy. Repita a andlise para o processo iterativo xy,q = % <£Ek + x—i)

. Considere a fungao f(r) = 2*+ 5z — 1. Temos que f(0) = —1 e f(1) = 5 e, portanto, f

possui uma raiz no intervalo [0, 1]. Podemos escrever a equagao f(z) = 0 de duas maneiras
distintas:

1—a3—x 1—a3
r=——79o— @€ T= :
4 5
Para resolver a equagao f(x) = 0 pelo método do ponto fixo, consideramos, portanto, as
fungoes de iteracao: ¢q(z) = 1’””43"” e po(r) = 1’5—“3 Escolha, em cada caso, o € [0, 1] tal

que o método do ponto fixo

Try1 = pi(Tr)
converge para araiz de f em [0, 1]. Para qual fungao, dentre o1 e @9, é esperada a convergéncia
mais rapida?

2

. A férmula x,,; = 2z, — a(z,)? é candidata para se determinar o inverso do niimero a pelo

método de ponto fixo.

(a) Mostre que, se para um dado xg, a sequéncia gerada é convergente, entdao ela converge
1
para .

(b) Para a = 2, determine ¢ > 0 tal que o método é convergente para todo z( no intervalo
1 1
[5 —& 5+ 8} .

. Considere a fungao h(z) =z + In(x),x > 0.

(a) Mostre que a equagao h(z) = 0 possui apenas uma solugao positiva.
(b) Deseja-se calcular @ > 0 tal que h(a) = 0 por um método do ponto fixo xpi1 =
O(xy),k=0,1,2,.... Qual das fungdes

¢y (z) = —In(z) Oy(z) =" By () = "

2

é a mais adequada para esse fim? Justifique com base na analise de convergéncia para
cada caso.



(c¢) Para a funcao escolhida, calcule 5 iteragdes partindo do ponto zg = 0.1.
(d) Para zo = 0.1 e para a funcdo escolhida, determine o nimero de iteragdes necessérias
(sem fazer as iteragoes) para calcular a com precisdao de 107".

7. A equacdo e® — 322 possui trés raizes reais. Considere as duas funcoes de iteracao

627
Y+ = +4/—.
3
(a) Verifique que, comecando com xy = 0, haverd convergéncia

e para a raiz mais préoxima de —0.5, se p_ for utilizada.
e para a raiz mais proxima de 1, se ¢, for utilizada.
Explique essa diferenca.
(b) Determine para quais escolhas de pontos iniciais g, 0 processo iterativo é convergente

para a raiz mais proxima de 4.

8. A equagao 2 —3z+2 = 0 pode ser reescrita como x = G(z) de diversas formas diferentes para
aplicacao do método do ponto fixo (iteragoes lineares). Determine analiticamente a regido de
convergéncia para as raizes r = 1, 2 e faga os graficos de convergéncia y = G(x) superposto
a reta y = x para os seguintes casos:

() T = (a7, +2)/3
(b) @ni1 = +Ba, -2

9. Seja ¢ a funcao definida por
1 2

(a) Mostre que * = /2 é um ponto fixo de ¢.

(b) Estime o méximo valor absoluto da derivada ¢ no intervalo [1, oo[ e conclua que ¢ é uma
contragao nesse intervalo.

(c) Conclua que se xy € [1,00[ a sequéncia definida
1 2
T+l = 5 Tn + Jf_n

10. Deseja-se resolver a equacao 2° —z — 1 = 0 pelo método do ponto fixo, utilizando xy = 1 e a
seguinte funcao de iteracao

converge para \/5 .

da) = —+ .

A

(a) Mostre que a equagdo em questao possui uma unica raiz « no intervalo [1.3,1.4] e que
a € ponto fixo de ¢.



(b) Calcule 10 iteragoes, partindo-se de zy = 1.

(c) Mostre que ¢(y) — o(x) = (y—x) (i + ;”;;%) e conclua que » NAO é uma contracio
em qualquer intervalo [a, b] que contenha a raiz a.

(d) Mostre que a derivada ¢'(z) é crescente no intervalo [1.3,1.4] e que, portanto,

min |¢'(z)] > |¢'(1.4)] > 1.2.

z €[1.3,1.4]
(e) Utilizando o Teorema do valor médio

P(zn)—a

Ip—a

= ¢'(§), com & entre z, e a,
conclua que, sempre que z, € [1.3,1.4] e z, # a, entdo
|zp1 — ] = |p(z,) —al > 1.2z, —al.

(f) Seja zp € R e considere a sequéncia definida por z,41 = ¢(z,). Mostre que, se
z; € [1.3,1.4] e z; # «, entao existe algum k > j tal que x; # [1.3,1.4]. Conclua que,
em geral, a sequéncia gerada por ¢ nao é convergente e que essa funcao nao é adequada
para resolver a equacao dada.

3 Método de Newton

Teorema 1 (Teorema da convexidade). Seja f : [a,b] — R uma fung¢io duas vezes diferencidvel
tal que

e fla)f(b) <O.
e fl(x) £0Vx € [a,b] e f"(x) nao troca de sinal em |a,b).

Entao existe uma tnica raiz o de f em [a,b] e, se xy € [a,b] € tal que x1 € [a,b], entdo o método
de Newton para f converge para c.

1. Mostre que a equacao ° +2x — 1 = 0 possui uma tnica raiz real e determine o seu valor
correto até duas casas decimais utilizando o método de Newton.
Aplique o método de Newton-Raphson & equacdo: 2® — 22?2 — 3z + 10 = 0, com zy = 1.9.
Justifique os resultados obtidos.

2. Considere a identidade trigonométrica
cos(46) = 8 cos* () — 8cos*(f) + 1.

Temos que as raizes do polindmio p(z) = 8z — 82? + 1 sdo dadas por — cos (%) , — COS (%’T) ,
coS (%) e cos (%)

(a) Determine um intervalo [a, b] que contenha a maior raiz de p(z) para o qual as hipdteses
do Teorema da convexidade sejam satisfeitas, de modo que b —a < 1.



10.

(b) Escolha um ponto xy € [a,b] para o qual a sequéncia gerada pelo método de Newton
para a equagao p(z) = 0 seja convergente e monte uma tabela explicitando os célculos
(finais e intermedidrios) das primeiras 5 iteragdes do método de Newton-Raphson, com
ponto inicial zy escolhido.

Use o método Newton-Raphson para obter a menor raiz positiva das equacoes a seguir com
precisdao 1072:

(a) /2 —tan(x) =0 (b) 2cos(z) —exp(z)/2=0 (c) 2°—6=0

Use o método de Newton para obter a menor raiz positiva das equagoes a seguir com erro
inferior a 10~%. Prove, se possivel, que a sequéncia obtida é convergente.

(a) § —tan(z) = 0
(b) 2cos(z) = %
(c) 2 -6 = 0.

Mostre que a funcio f(z) = x® — 8z + 5 tem trés raizes reais distintas. Prove que, partindo
de xg = 0.1, a sequéncia gerada pelo método de Newton converge para a raiz intermediaria.
Calcule essa raiz com precisao € = 1072,

Aplique o método de Newton & funcio f(x) = 423 — 42> + x — 2 para encontrar uma solugao
real da equacdo f(x) = 0 com precisao e = 1073. Justifique tudo o que for necessério para
garantir a convergéncia.

. Considere a funcao f(z) = —2sin(x) + x.

(a) Localize graficamente os zeros desta fungao, indicando um intervalo para cada raiz.
(b) Faga o = —0.8971 e realize 3 iteragoes do método de Newton (considere tolerancia
1073). Analise a solucao obtida, considerando o chute inicial que foi escolhido.
Faca uma interpretagdo geométrica dos métodos de Newton e da Secante.
T 3T

A equagao x = tan(z) possui uma tnica raiz no intervalo [5, 7]. Calcule-a pelo método das
secantes, com erro inferior a 1073.

Seja f(x) = zxe™® — 3.

(a) verifique grafica e analiticamente que f(z) possui um zero no intervalo (0, 1);

(b) justifique teoricamente o comportamento da sequéncia exibida abaixo, gerada pelo mé-

todo de Newton para o célculo do zero de f em (0,1), com zy = 0.9 e precisdo
e=5x1075
z0=0.9 r3 = —5.1452 rg = —2.7182 xg = —0.7444 12 = 0.0440

r1 = —6.8754 x4 = —4.3079 x7 = —1.9863 x10 = —0.3041 x13 = 0.0480
T9 = —6.0024 r5 = —3.4962 rg = —1.3189 11 = 0.0427



4 Miscelanea

1. Considere a fungdo f(x) = 22* — 223 — 2% — 2 — 3. Encontre o tinico ponto de minimo de f,

com erro menor que 1075, pelos métodos da bisseccao e de Newton. Mostre que o método de
Newton converge para xy > 1.
2. Considere a sequinte equagao:
2cosx — =€,
Nos itens abaixo considere como aproximacoes iniciais: [0, 1] para bisse¢ao; xo = 0.5 para o
método de Newton; e o = 0.5 e 1 = 0.6 para o método da Secante. O teste de parada é
através do valor da funcao com precisao 1078.
(a) Realize uma iteragao de cada método: calculo da nova aproximagcao e teste de parada.

(b) Resolvendo esse problema usando o Matlab, os resultados obtidos foram os seguintes:

Método || iteragbes | tempo(seg) x

Bissecao 27 0.09023 0.9047882184386253
Newton 4 0.04236 0.904788212178730189
Secante ) 0.0195 0.9047882178676230

i. Qual o método com menor tempo médio por iteracao? Este resultado é esperado?
Por que?

ii. Analise o desempenho de cada método considerando: o algoritmo geral do método,
o numero de iteragoes e tempo de execugao gastos nesse problema. Qual dos trés
métodos foi o mais eficiente na resolugao deste problema?

3. Considere a funcio f(z) = e® — 4.

(a) Localize graficamente os zeros de f.

(b) Considere o intervalo I = [—1,5]. Realize duas iteragoes do método da bisse¢ao e escolha
o ponto médio do ultimo intervalo obtido como aproximagcao inicial para o método de
Newton. Aplique o método de Newton até atingir a precisio 1072. Comparando com
a localizacao dos zeros realizada no item anterior, identifique qual o zero obtido neste
processo e justifique por que a convergéncia foi para esta raiz.

4. O valor de 7 pode ser obtido através da resolugdo das seguintes equagbes: sin(z) = 0 e
cos(xz) +1=0.

(a) Aplique o método de Newton com zy = 3 e precisao 1072 em cada caso e compare os
resultados. Justifique os resultados obtidos.

(b) O método da bissegdo pode ser aplicado na resolugao da equagdo cos(z) + 1 = 0 para
obter o valor de 77



5. Considere a equacao 4 cos () — e” = 0. Encontre a raiz positiva com quatro casas decimais
corretas utilizando

(a) bisseccao;

(b) método de Newton.

(c) Utilizando a expressao
e

)

Azg_1
obtenha o valor de p para k + 1 a tltima iteracao calculada nos itens (a) e (b), em que
Axy, =z, — & é o erro absoluto entre a aproximacao xj e a raiz exata £. Considere que
a solucao exata é & = 0.9047882.

(d) Deduza a expressao aproximada para ordem de convergéncia p utilizada no item (c).

6. Considere a formula para determinar a raiz ctubica de ):

1 Q
) 2
Th+1 3 ( xk+$i)

(a) Mostre que a férmula anterior é um caso especial de iteragdo de Newton;
(b) Usando a férmula dada, calcule 3\/4 | com precisao 1072, determinando o valor inicial

através do grafico.

7. Considere a equacgao dada no exercicio anterior. Obtenha a raiz positiva com 5 casas decimais
corretas pelo método da Falsa Posi¢ao. Confirme que a ordem de convergéncia é p ~ 1.618.

8. Seja & uma raiz da equagado f () = 0. Supomos que f (z), f'(x) e f” (x) sejam continuas e
limitadas num intervalo fechado I contendo & e que f'(§) =0e f” (&) # 0.

(a) Mostre que o método iterativo definido por

/ (ka)

e =T (7)

converge para £ se x € 1.

(b) O método definido em (a) estende-se para uma raiz de multiplicidade m da seguinte
maneira:
S (k)

I (x)

LTpr1 =T —M
Calcular a raiz £ préoxima de 1 da equacao:
f(x) = 2" —3.12° +2.522% + 0.432z — 0.864 = 0

com erro relativo inferior a 1073, usando método descrito aqui e sabendo que f (§) =

&) =r"()=0ef"() #0.



9. Uma das dificuldades do método de Newton esta na possibilidade de uma aproximagao xj, ser
tal que f'(xzx) = 0. Uma modificagdo do algoritmo original para prever estes casos consiste
em: dado A\ um nimero positivo proximo de zero e supondo |f'(xg)| > A, a sequéncia zy é
gerada através de xyp 1 =z — f(xg)/FL, k=0,1,2,...,

FL = { f' (@), sel f/(xe)| > A

1"(2w), caso contrario
onde x,, é a ultima aproximagao obtida tal que |f’'(zx)| > A. Pede-se:

(a) baseado no algoritmo de Newton, escreva um algoritmo para este método;

(b) aplique este método & resolucao da equagao 3 — 9z +3 = 0, com zy = —1.275, A = 0.05
ee=0.05.

10



