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BC1419 Calculo Numérico - LISTA 2 - Sistemas de Equagoes Lineares
(Profs. André Camargo, Feodor Pisnitchenko, Marijana Brtka, Rodrigo Fresneda)

1 Métodos diretos

1. Analise os sistemas lineares abaixo com relacdo ao nimero de solugoes, usando o método de
Eliminagao de Gauss (trabalhe com trés casas decimais):

(a)

3[E1 - 21‘2 + 5£L'3 -+ Ty = 7
—6x7 + 4x9 — 8z3 + rs = —9
921 — 6xz9 + 1923 —+ re = 23
6x7, — 4xy — 6x3 + 1dxy = 11

0.25227 + 0.36x2 + 01223 = 7
0.11227 + 0.16x9 + 0.24z3 = 8§

2. Considere o sistema linear

2 =3 1 1 )
4 —6 -1 ) = -7
1 2 1 T3 4

a) Resolva-o pelo método de Eliminagao de Gauss.

b) Calcule o determinante de A usando a matriz triangular obtida no item a).
3. Verificar, usando o método de Eliminacao de Gauss, que o sistema linear

T 4+ 2z + wx3 = 3
2:L’1 + 31‘2 + r3 = 5
3x1, 4+ bxy + 223 = 1

nao tem solugao.

4. Usando eliminacao de Gauss, verifique que o sistema linear

1 4 « T 6
2 -1 2 To = 3
a 3 1 T3 5

(a) possui uma tnica solucao quando o = 0.
(b) possui infinitas solugbes quando o = 1.

(c) nao tem solu¢do quando oo = —1.



. Resolva o sistema

5$1 —|— 21’2 + r3 = —]_2
201 — 3z + 10z3 = 3

por:

(a) decomposigao LU;
(b) eliminacdo Gaussiana.

(c) Calcule o determinante da matriz de coeficientes por meio das decomposigoes.

. Considere o sistema linear

311 T 1
1 31 ) = 2
1 15 T3 3

(a) Resolva o sistema pelo método da eliminagao de Gauss.

(b) Resolva o sistema utilizando a decomposigao LU.

. A decomposicao PA = LU de uma matriz 3 x 3 é dada por

010 1 00 2 3 -1
P=(001]|, L=1]2 10 e U=1[0 -2 1
100 -1 0 1 0o 0 3

1

(a) Utilizando a decomposi¢ao acima, resolva o sistema linear Ax = b, com b = 2

-1

(b) Obtenha a matriz A.

. Resolva o sistema abaixo utilizando eliminacao Gaussiana

3 3 1 7 7
2 2 -1 o | = 3
1 -1 5 T3 5

Ao final, escreva a matriz triangular obtida A® em termos do produto A®) = MA, isto é,
determine M.

9. Considere o sistema linear

4 -1 2 2
2 0O 1lz=15
-1 1 w T

(a) Aplique o método da Eliminagdo de Gauss, sem pivoteamento parcial, deixando os
valores em func¢ao de w e r.



10.

11.

12.

13.

14.

(b) Para quais valores de w e r o sistema linear

- admite infinitas solugoes;
- admite solugao tunica;
- nao admite solugao;

Justifique.
Através do método de Eliminacao de Gauss, resolva o sistema linear

0.0001z; 4+ 1.00ze = 1.00
1.00z; + 1.00z2 = 2.00

usando em todas operacoes trés digitos significativos.

Resolver o mesmo sistema linear pelo método de Eliminacao de Gauss com pivoteamento
parcial, usando em todas as operacgoes trés digitos significativos.

Considere o sistema linear

5ZE1 + 21’2 + T3 = —12
—T —I— 41’2 —f- 2ZL‘3 = 20 .
201 — 3z + 10z3 = 3

a) Resolva-o usando decomposi¢ao LU.

b) Calcule o determinante de A usando a decomposigao.

Quais das matrizes

2 21 321 2 1 3
A=|332|.B=221],c=|43 8 |,
321 332 6 7 17

podem ser decompostas na forma LU? Decompor as que forem possiveis.

Calcule a fatoracao LU, se possivel, de

(a) Mostre que resolver AX = B, onde A é uma matriz n X n, X e B sdo matrizes n X m,
é equivalente a resolver m sistemas do tipo Az = b, onde A é uma matriz n X n, x e b
sao vetores n x 1.

(b) Usando o item anterior, verifique que A~! pode ser obtida através de resolucao de n
sistemas lineares.

(¢) Entre o método da Eliminacdo de Gauss e a fatoragao LU, qual o mais indicado para o
calculo de A=17



15.

16.

17.

18.

19.

20.

(d) Aplique o método escolhido no item (c) para obter a inversa da matriz

4 -1 0 -1 0 O
-1 4 -1 0 -1 0
0o -1 4 0 0 -1

A=11 0 0 4 -1 o0
0 -1 0 -1 4 -1
0 0 -1 0o -1 4
Considere as matrizes
1 -2 -3 1 -2 -3
A= 4 -2 3 eB=| 4 -2 3
2 4 2 2 2 8

Obtenha as inversas destas matrizes usando o procedimento do exercicio anterior.

Justifique, se for verdadeira, ou dé contra-exemplo, se for falsa, a afirmacao:

“Dada uma matriz A, n xn, sua fatoragao LU, obtida com estratégia de pivoteamento parcial,
¢ tal que todos os elementos da matriz L tém modulo menor ou igual a 1.

Demonstrar que, se no inicio da etapa k do processo da Eliminacao de Gauss com estratatégia
de pivoteamento parcial, a escolha do pivo resultar no pivd nulo, entdao det(A) = 0 e a matriz
A nao ¢é inversivel. Dé exemplos com esta situacao.

Verifique que |det(A)| = |det(U)|, onde U é a matriz triangular superior obtida apds o
processo da eliminacdao de Gauss ou fatoracao LU. Use este procedimento para obter o deter-
minante das matrizes do exercicio 7.

Considere r—1 z—1 -1 m
A= -1 1 2 eb=13
r—1 1 -2 5

Pede-se:

(a) encontre o conjunto solugao da equagao det(A) = 0;

(b) utilizando o maior valor de = encontrado no item anterior, encontre o valor de m para
que o sistema linear Az = b tenha infinitas solugdes. (Use o processo da eliminagao de
Gauss).

Resolva o sistema linear abaixo através da fatoragdo LU com estratégia de pivoteamento

parcial. Discuta a existéncia ou nao de solugoes.
(a)

11 1 4
A= 2 1 -1 eb=1[ —1
32 0 3

Resolva este sistema usando o MatLab e analise a resposta obtida.

(b) Idem ao anterior com a mesma matriz A e vetor b= (4 —1 6)T.

4



21. Resolva o sistema linear abaixo através da fatoracado LU com estratégia de pivoteamento

parcial:
1 -2 7 2 —18
2 5 =3 1 31
A=l 6 41 ]| 35
4 -3 —6 7 15

22. Suponha que a matriz simétrica A de dimensao n x n possui uma tnica decomposicao A =
L x D x U, sendo D = (d; ;) uma matriz diagonal, L = (¢; ;) uma matriz triangular inferior
e U = (u; ;) uma matriz triangular superior tais que

gm‘ = Uy = 1,22 1,2,...,71.
(a) Utilizando a férmula para tranposta de um produto de matrizes: (MN)' = N'M?,
mostre que U = L.

(b) Se os elementos da matriz diagonal D sao todos positivos, mostre que A possui uma
fatoracao da forma A = K K*, sendo K uma matriz triangular inferior (tal decomposicao
é chamada de decomposi¢ao de Cholesky).

23. Para uma matriz genérica A de ordem 3,

(a) verifique que o método de eliminacao Gaussiana sem pivoteamento produz um sistema
da forma
A® g = p®)

em que A®é uma matriz triangular superior. Encontre os coeficientes de A®) e p©)
como fungoes dos coeficientes de A e de b.

(b) Encontre a matriz M tal que A® = M A

(¢) Verifique que uma decomposicio LU de A é dada por A = M~'A®) relacionando os
componentes de L e de U com aqueles de M~ e de A®)| respectivamente.

(d) A partir do item (c), verifique que as condi¢bes necessarias para que a eliminacao Gaus-
siana possa ser feita sem pivoteamento sdo as mesmas para a existéncia da decomposicao

LU.

24. Seja A uma matriz de ordem n decomponivel em LU. Sejam det A;, ¢ = 1, .., n, seus menores

principais. Mostre que
det AZ

- det Ai—l ’

U4 i:1,2,...,n

(assuma det Ag = 1).

25. Mostre que se A é uma matriz positiva definida, entdo A = LDL”, em que L é uma matriz
triangular inferior e D é uma matriz diagonal positiva.

26. Utilize o resultado anterior para mostrar que uma matriz positiva-definida pode ser decom-
posta na forma A = LL”, em que L ¢ uma matriz triangular com elementos diagonais
positivos.



27. Mostre que se o sistema linear Ax = b, det A # 0, é transformado no sistema Bx = ¢, com
B = ATA e c= ATbh, entdo a matriz B pode ser decomposta em B = LLT como no exercicio
anterior. Aplique este procedimento para resolver o sistema abaixo:

1 0 1 T 2

1 1 0 To = 2

1 -1 0 T3 0
28. Considere o sistema linear

21’1 + 35(?2 + 4$3 = -2

3ZE1 + 21’2 - T3 = 4

5ZE1 — 4£L‘2 + 3?[73 = 8

(a) Resolva-a o pelo método de eliminagdo Gaussiana com pivoteamento parcial, traba-
lhando com arredondamento para dois digitos significativos em cada operacao.

(b) Refine a solucao obtida em a) utilizado o procedimento iterativo de refinamento.

29. Seja A uma matriz de ordem n. Podemos encontrar A~1, a inversa de A, resolvendo o conjunto

de sistemas lineares
Az =e® =1, .. n,

em que os vetores el sdo as colunas da matriz identidade de ordem n e os vetores z( sdo as
colunas de A~!. Utilizando decomposicao LU, inverta a matriz

2 Meétodos iterativos

1. (a) Aplique os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel no sistema:

21’1 + 5$2 = -3
3xr1 + x99 = 2

(b) Repita o item (a) para o sistema obtido permutando as equagoes.

(c) Compare os resultados obtidos.

2. Considere o sistema linear

2 -1 8 1 4
0 2 1 x| = | 3/2
~1 1/2 1 3 1/2

Reescreva o sistema, ordenando as incégnitas e equagoes de forma que o método de Gauss-
Seidel seja convergente quando aplicado ao sistema resultante. Calcule duas iteracao do
0
método a partir de (0 = | —1/2
1



3. Em cada sistema linear Ax = b abaixo, verifique se o critério das linhas é satisfeito e aproxime
a solucao pelo método de Gauss-Seidel, se possivel:

(a)

10 1 1 12
A= 1 10 1 | eb=| 12
1 1 10 12
(b)
4 -1 00 1
1 4 -1 0 1
A= 0 -1 40 |¢P=]1
0 0 —1 4 1

4. Um possivel teste de parada para um método iterativo é testar se o residuo: r, = Az —b
esta proximo de zero. Como realizar computacionalmente esse teste?

5. Dado o sistema linear
10:1]1 + i) — X3 = 10

2271 + 10.772 + 81’3 = 20 .
71’1 + T2 + 101‘3 = 30

(a) Verifique a possibilidade de aplicagao do método de Jacobi. Justifique.

(b) Se possivel, resolver o sistema linear pelo método de Jacobi obtendo um resultado com
erro relativo € < 1072 na norma do méximo.

6. Mostre que se a matriz A é estritamente diagonal dominante, o critério de Sassenfeld é
satisfeito, i.e., 5; < 1,7 =1,...,n, em que

ﬁjﬁ—z .

j=it1

Bi=Y

J]=

aij aij
Qi Q5

i—1
—1 0

7. Dado o sistema linear

4:131 + 2o + 6$3
4[E1 — X9 + 2[L’3 = 2
—x1 + 929 + 313 =

mostre que é possivel reordenar as equagoes acima (trocando linhas) de modo a fazer com
que o critério de Sassenfeld seja satisfeito.

8. Dado o sistema linear

51171 -+ 2172 +x3 = 7
—I + 4]72 + 2.1’3
2:5'1 — 3%2 + 10:173 = —1

|
o



(a) Verifique a possibilidade de aplicagdo do método de Gauss-Seidel.

(b) Se possivel, resolvé-lo pelo método de Gauss-Seidel com erro relativo e < 1072 na norma
do maximo.

9. Suponha que o sistema linear

1 —Ary = (C
—QT1 + To — QX3 = Co
—Qxo +2T3 = C3

seja resolvido iterativamente pelas formulas

(k+1) (k)

T, = ary; +0C
xékﬂ) = « (xgk) + xgk)> + Co
xgkﬂ) = a:l?ék) + c3

Para que valores de o a convergéncia do método acima é garantida? Justifique.

10. Considere o sistema linear Ax = b em que

10 -1 4 5
A= 1 10 9 |,b=|2
2 -3 —10 9

Entre os dois métodos iterativos, Jacobi e Gauss-Seidel, qual deles vocé aplicaria? por qué?
Resolva-o pelo método escolhido com € < 1072 na norma do méximo.

11. Prove que o método de Jacobi para sistemas 2 x 2 sempre converge se a matriz de coeficientes
é positiva-definida. (Dica: calcule o(s) autovalor(es) da matriz de iteragao)

12. Considere o sistema linear

A
4 11 T 5
1 4 1| x| o = 2 (*)
1 1 4 T3 5}
1
(a) Calcule trés iteracoes do método de Jacobi partindo-se de (¥ = | 1
1

(b) A matriz A do sistema satisfaz o critério das linhas (é estritamente diagonal dominante)?

(c) Para o sistema (*), as itera¢oes do método de Jacobi e a solugao do sistema z* satisfazem

(k+1) 1 (k) (k)
Ty = Z<5_552 — T3 ) ;= %(579337I§)
2D i<27x(1k) irgk)) w3 = t(2-a27-a3) .
* _ 1 * *
$gk+1) 1 (5 _ wgk) _ xé’”) zy = ;(B-a}—13)



Para cada valor de k > 0, seja M}, := max{|x(1k) — a7, |x;k) — x5, |x§k) — x%|}. Mostre
que

M1 < 1My, Yk >0.

d) Utilize o item anterior para concluir que O Método de Jacobi converge no caso do sistema
g

(e) Se trocarmos a ordem das incégnitas (x1, o, x3) — (22, 23,71) em (*), obtemos o

sistema
B
1 1 4 i) 5
4 1 1| x| x3 = 2 (**),
1 4 1 Ty 5

o qual fornece, obviamente, a mesma solucao que (*).
(f) A matriz B satisfaz o critério das linhas?

(g) Para o sistema (**), as iteradas do método de Jacobi e a solugao do sistema z* satisfazem

(k+1)  _ 1 (k) (k)
3 = $(5-al” -aal?) oy = L1(5-a3—4a7)
xgk+l> = % (2 — 4x;k) - xim) x5 = % (2 —4x3 — :cf) .
* _ 1 * *
mglﬁ-l) -1 (5 _ Iék) _ 4$gk)) zf = 1 (5— a3 —4x3)

Para cada valor de k > 0, seja M}, := max{|x§k) — a7, |x§k) — 3], |x§k) — x%|}. Mostre
que

My > 3My, Yk >0.

Utilize o item anterior para concluir que o Método de Jacobi nao converge no caso do
sistema (**).

13. Considere os sistemas de equacoes lineares

(4ry + 1y + las = 2

(i) 200 — Swy + lzg = 3
\ ley + 1lxg + 1lbzy = 4
((S5x; + 229 + 2513 = 6

(ii) 2097 — dSwy + lzg = 3
ley + 1lxg + 1lbzy = 4

\

Observe que o sitema (ii) foi obtido a partir do sistema (i) somando-se a terceira linha na
primeira. Logo, eles sdo equivalentes.

Queremos resolver o sistema (i) ou (ii) pelo método de Gauss-Seidel partindo-se de um chute
inicial z(® = (x§°>,x§°),x§°))t fixado de forma a obter a melhor aproximagdo possivel na
vigésima iteragdo. A qual dos dois sistemas devemos aplicar o método de Gauss-Seidel com

esse objetivo?



14. Considere os sistemas lineares:
5r1 + 229+ 23 =0
(I) =2z +4x9 + 25 =2
201 + 209 + 43 =1

51’1+4$2+ZL‘3:2
([[): 3ZU1—|—4ZL‘2+$3:2
356'1 +3£IZ’2+61’3 =-9

Aplicando os critérios que vocé conhece, qual dos métodos iterativos sera seguramente con-
vergente? Justifique.

15. Considere o sistema linear:

—r1+ 200 —x3 =
233'1 — Xy =

—21‘2 + 21’3 — Ty4 =

—_ = =

—ZE3+I4 ==

Reordene as equagoes convenientemente e aplique o método de Gauss-Seidel com garantia de
convergéncia.

é menor do que 1, entdo o método de Jacobi converge quando aplicado a um sistema com
matriz A = (a; ;). Queremos aplicar o método de Jacobi para resolver o sistema linear

2

T —1 0 0 z1

-1 w2 -1 0 zo o
0 -1 2 —1 | X | & | T
0 0 -1 =2 Z4

Seja z™*) a solucdo do sistema. Use a estimativa

16. O critério das linhas afirma que, se o niimero

1
o = lrgiaé(miilzmi,j
g

— = e
_

k ak 1 0
2® = 20| < 5|2 — 2|
para determinar o nimero de iteragdes necessarias para obter um aproximagao com erro

inferior a € = 108, partindo-se do ponto z(® =

o O O O

10



17. Considere o sistema

2 -1 0 0 1 o
-1 2 -1 0 x2 _ B
0o -1 2 -1 X x3 - 107 (*)
0 0o -1 2 T4 1
A

O objetivo desse exercicio é mostrar que o método de Jacobi converge para o sistema dado,
mesmo A nao satisfazendo o critério das linhas. Para o sistema (*) dado, as iteragdes do
método de Jacobi e a solu¢ao do sistema x* satisfazem

A0 = et h (o) )= e g ()
R 1t U I IO Gy
= (o o) o) = g (o) el
= e (o4) o= o g (o)

(a) Determine a iteracdo k + 2, isto é, o vetor (¥ em funcdo de 2*). Mais precisamente,
mostre que

25D = (a+ 1) + 2ol + Laf?
28 = (Bt La+ iy + dal) + L2V
2P = (4 Lat 10) + 1l 4 1oV
2 = 0+ i+ fal + Jal?
x(l*) - (a+ 5)4‘}1 ()+1 ()
oV = (B4 Lo+ iy + el + L2l
xg*) _ (7+%a+l§)+1mg) 1xg)
2” = 43+ dal + Jal”

(b) Mostre que, para qualquer indice k > 0, vale

2 — 20l < 312t — 20|

e, portanto,
* k *
2 = 2O < ()" [o® - 2.
2@ — a0l < (1)l — 20|
o que é suficiente para afirmar que lim |[2™ — z®||, = 0, ou seja, o método é
n—oo
convergente.

11



18. (a) Considere a equagao diferencial y”(z) = f(z), € [a,b] com condigoes de fronteira
y(a) = y(b) = 1. Dada uma partigdo a = xy < 21 < ... < 2, < Tp41 = b do intervalo

[a, b] formada por nds igualmente espagados, isto é z; = a +ih,i = 0,1,...,n+ 1, com
h = Z;Jrcl”, uma aproximagcao yi,ys, .- ., Yn, para os valores y(x1),y(z2),...,y(x,) pode

ser obtida pelo método de diferencas finitas como solugao do sistema linear

2 -1 0 ... . 07 1 wm 7 M (—f(z1)+1) T
1 2 -1 ... ... 0 Y2 —f(z2)
0 -1 2 : :
— 12
: - 1 yn.—l _f(x‘n—l)
0 ... ... ... -1 2 | L yn L (—f(zn)+1)
A

A matriz A do sistema satisfaz o critério das linhas? E o critério de Sassenfeld? Com
base nesses critérios, qual dentre os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel é o mais adequado
para resolver esse problema?

(b) Ao escalonar a matriz A do item anterior (sem troca de linhas) para resolver o sis-
tema pelo método de eliminacao de Gauss, chegamos a uma matriz A* que é triangular
superior, cujos elementos da diagonal satisfazem a relacao de recoréncia

Al =2, (A%)ig1i41 = Q—m,izl,l...,n—l.

Verifique essas relagdo para n = 4. Vocé conseguiria provar essa relagao utilizando o
método de indugdo matematica? Mostre que os elementos da diagonal de A* sdo todos
maiores ou iguais a 1. Sugestao:

o Escreva (A*)i1141 = P(A};) e mostre que ¢ possui um tnico ponto fixo a.

e Com base no teorema do valor médio: % = ®’((), com ( entre x e o, mostre

: A")it1,i41—
que o denominador e o numerador de ((2‘?—“0‘

i,i

possuem o mesmo sinal para todo
¢ > 1 e conclua que os termos da sequéncia A7, A5,,..., A}, estao todos de um
mesmo lado com relagao a a.

« Conclua o resultado com base na inequagao A}, > a.

12



