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Resumo: A Geometria Plana Euclidiana proporciona uma visão privilegiada na solução de problemas
práticos e teóricos, além de descobertas motivantes. Apesar de ser uma teoria já encerrada no século
XIX, seu domı́nio é essencial para o desenvolvimento de outras áreas, como Fı́sica e Engenharia.

Fixou-se como objetivo o estudo de resultados notáveis como “a circunferência de nove pontos” e
“a reta de Euler”. Estes formam uma coleção de exemplos cujos enunciados são tão intrigantes que
muito impelem a vontade de conhecer todos os passos de suas demonstrações.

Os resultados, como tratam-se de teoremas antigos e já conhecidos, concentram-se muito mais
no aprendizado e domı́nio da axiomática envolvida, além da intuição geométrica, que desenvolveu-
se por dedicação ao estudo desta teoria. Ressalta-se que as demonstrações obtidas são mais ri-
gorosas do que as encontradas nas literaturas clássicas de Geometria Plana. Esta é a parte original
do trabalho.

Conclui-se que a Geometria Plana é uma ciência viva, que seu exercı́cio proporciona uma evolução
de pensamento, e que posteriormente aplicada a outras áreas apresenta soluções elegantes e
práticas.
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1. Introdução
Pitágoras, um dos mais antigos matemáticos conhecidos, costumava associar a geometria ao
misticismo, uma vez que são de fato surpreendentes e fascinantes as relações que podemos
deduzir de questões geométricas elementares. Seu teorema, que hoje conta com cerca de 50
demonstrações distintas, é um bom exemplo disso: uma simples relação que encerra todos os
triângulos retângulos.

Seguindo esta linha, podemos também citar o famosı́ssimo problema de engenharia, proposto
na ilha de Samos em 530 a.C., de construir um túnel dentro de uma montanha, que foi resolvido
inteiramente por semelhança de triângulos, e na prática levou a um erro de apenas 1% de desvio
no encontro das escavações (vide [1], página 79).

De fato, o estudo e exercı́cio de geometria proporciona uma visão privilegiada na solução
de problemas práticos e teóricos, além de descobertas motivantes para alunos, e até mesmo
para professores. Resultados notáveis como “a circunferência de nove pontos”, “a reta de Euler”,
“o teorema de Papus” e “o teorema de Desargues”, formam uma coleção de exemplos cujos
enunciados são tão intrigantes que muito impelem a vontade de conhecer todos os passos de
suas demonstrações.

Apesar da Geometria Plana ser uma teoria já encerrada no século XIX, seu domı́nio é in-
dispensável para o desenvolvimento de outras ciências, como a Fı́sica e a Engenharia. Na
Fı́sica, encontra aplicações em outras geometrias mais elaboradas, como a Riemanniana [2],
[3] e Lorentziana [4], [5]. Na Engenharia, um dos exemplos de aplicação da Geometria Plana é
em “Árvores de Steiner”. Em redes de computadores, as árvores de Steiner são utilizadas na
distribuição de vı́deo, conferências multimı́dia que utilizam comunicação “multicast” para trans-
missão de dados [6], [7], [8], [9].
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Figura 1. Circunferência de Nove Pontos.

Figura 2. Reta de Euler.

Como já citado, nosso objetivo foi o estudo das ferramentas geométricas que permitiram
compreender e reproduzir as demonstrações de resultados notáveis supracitados. Para tanto,
recorreu-se à Geometria Axiomática, o que requer um grande exercı́cio de lógica e de con-
ceitos. De fato, tão somente apreciar ou admirar Matemática é insuficiente para dominá-la, e os
verdadeiros profissionais da área destacam-se após superar os grandes desafios do raciocı́nio
axiomático [1], [10], [11], [12], [13].

2. Teoremas Demonstrados
Teorema 1 (Circunferência de Nove Pontos):

A circunferência que passa pelos pés das perpendiculares baixadas dos vértices de qualquer
triângulo sobre os lados opostos a eles, passa também pelos pontos médios dos lados, assim
como pelos pontos médios dos segmentos que ligam os vértices ao ortocentro. Ela é chamada
“Circunferência de Nove Pontos”.

Teorema 2 (Reta de Euler):
O circuncentro, o baricentro e o ortocentro de um triângulo são colineares. Além disso, o bari-
centro divide o segmento cujas extremidades são o circuncentro e o ortocentro na razão de 1 : 2.
A reta que contém esses três pontos notáveis do triângulo é chamada “Reta de Euler”.

3. Considerações Finais
Conclui-se que os resultados principais, apesar de representarem teoremas antigos e já conheci-
dos, são de grande complexidade e se fundamentam numa teoria axiomática. As demonstrações
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obtidas são mais rigorosas do que as encontradas nas literaturas clássicas sobre o tema.
Portanto, a Geometria Plana é uma ciência viva, mas que necessita dedicação e raciocı́nio

lógico. Assim, os resultados puderam ser aplicados na solução de problemas práticos em dife-
rentes áreas de pesquisa.
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[6] Fößmeier, U. and Kaufmann, M. - Solving rectilinear Steiner tree problems exactly in theory and practice, Proc. 5th

European Symp. on Algorithms (1997), Springer-Verlag LNCS 1284.
[7] X.-D. Hu, T.-P. Shuai, Xiaohua Jia and Mu-Hong Zhang - Multicast routing and wavelength assignment in WDM

networks with limited drop-offs, IEEE INFOCOM, (2004).
[8] Sahasrabuddhe, L. H. and Mukherjee, B. - Multicast routing algorithms and protocols: a tutorial, IEEE Network 14,

(2000).
[9] Warme, D., Winter, P. and Zachariasen, M. - Exact algorithms for plane Steiner tree problems: a computational study.

Technical Report DIKU-TR-98/11, University of Copenhagen, (1998).
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