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Lista 2 - Calculo de Probabilidades

Variaveis Independentes e Distribui¢do Condicional

Variaveis Independentes

1 — Afuncdo de probabilidade conjuntade X e Y é dada por
1 1
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a) Encontre asfuncdes de probabilidade marginais de X

ey;
b) XeY sdoindependentes?

c) Econtre asfuncdes de probabilidadede X +Y, XY,
XYeX/Y.

2 — Sejam Xy, Xz, ..., X, varidveis aleatériasi.i.d. comdis-
tribuicdo de Bernoulli de pardmetro p € (0, 1). Mostre por
inducdo que Xy + - - - + Xy, ~ Binomial(n, p).

3 — Rolamos um dado nao viesado repetidas vezes. Denote
por N o total de lancamentos necessarios até observarmos
um valor diferente de 6, e denote por X o valor observado
neste lancamento.

a) O que diz a sua intuicdo? N e X devem ser indepen-

dentes?

b) Encontre P(N = k,X = 1),i = 1,2,3,4,5ek =
1,2,3,4,....

¢) Encontre as fun¢des de probabilidade marginais de
NeX.

d) Verifique se N e X sdo independentes.

4 — Mostre que se N ~ Poisson(A) e M ~ Poisson(u) in-
dependentes, entao N + M ~ Poisson(A + ). Lembre-se

que
= (n kpn—k
a+b)" = a“p" e,
weor=3 (1)

5 — O total de chamadas que passam por uma torre de ce-
lular ao longo de uma hora é uma variavel aleatdria N com
distribuicdo de Poisson de média A > 0. Para tentar dis-
tinguir os tipos de chamadas recebidas, considere que cada
chamada tem probabilidade p de ser locale 1 — p de serin-
ternacional ouinterurna. Seja N; o total de chamadas locais
recebidas pela central em uma hora e N, o total de chama-
das internacionais ou interurbanas recebidas pela torre no
mesmo periodo. Para mostrar que N7 e N, sdo independen-
tes, e tem distribuicdo de Poisson de média Ap e A(1 — p),
respectivamente, siga os passos abaixo.

a) Mostre que

P(N; =1,N; =j) =P(N7; =i,Nz =j|N = i-+j)P(N = i+j)

b) Argumente que

. ) . i3\ .
P(N; :1,N2=JIN=1+J)=( i]>101(1p)J

¢) Encontre a funcdo de probabilidade conjunta de N;
e Nz;

d) Determine asfuncoes de probabilidade marginais de
N; e N5 e conclua o resultado.

6 — De acordo com o Centro Nacional para Estatisticas de
Salde dos EUA, 25,2% dos homens e 23, 6% das mulheres
nunca tomam café da manh&. Suponha que amostras alea-
torias de 200 homens e 200 mulheres sejam escolhidas. Ob-
tenha a probabilidade de que

a) pelo menos 110 dessas 400 pessoas nunca tomem
café da manh3;

b) onlUmerode mulheres que nuncatomam café da ma-
nha seja pelo menos tdo grande quanto o nimero de
homens que nunca tomam café da manha.

Dica: Use a aproximacao normal para a distribuicdo
binomial.



7 — Um vetor aleatério (X, Y) é dito uniformemente distri-
buido em uma regido limitada R ¢ R? do plano se para al-
guma constante ¢ € R, sua densidade conjunta é dada por

flxy) = ¢, se(x,y)eR
’ 0, caso contrario

a) Mostre que 1/c =érea da regido R;
b) Mostre que se R = [a, b] x [c, d] entdo X, Y sdo inde-
pendentes.

8 — Se (X,Y) é uniformemente distribuido em um qua-
drado de lado 2, centrado em (0, 0) (ou seja, R = [—1,1] x
[—1, 1] no exercicio anterior), calcule P(X? + Y2 < 1).

9 — Sejam X, Y variaveis aleatdrias com fun¢do densidade
conjunta dada por

fx,y) =xe XY x>0,y >0,

e T, S variaveis aleatdrias com densidade conjunta dada por
4 —(t+s)
f(t,s):§te ,t>0,0<s < t.

a) Asvariaveis X, Y sdo independentes?
b) Easvariaveis S, T?

10 — No exercicio anterior, encontre as fun¢des densidade
de probabilidade das variaveis X, Y, T e S.

11 — Sejam X e Y variaveis i.i.d. com distribuicdo exponen-
cial de parametro A > 0. Determine a densidade de X + Y.

12 — Avenda bruta diaria de um restaurante, em milhares
de reais, é normalmente distribuida com média 10 e desvio
padrao 2. Calcule a probabilidade de que

a) avenda bruta total em dois dias exceda 23 mil reais;

b) a venda diaria exceda 8 mil reais em ao menos dois
dias, durante trés dias consecutivos.

Para resolver este problema vocé precisa fazer hipdteses de
independéncia. Que hipdteses sdo essas?

13 — Dadaumavariavel aleatéria continua e positiva T com
densidade f(t), t > 0, definimos a taxa de risco At (t) de T
por

onde F(t) = P(T < t) é afungdo distribui¢do acumulada de
T.

Se T representa o tempo de falha de algum componente, a
taxa de risco pode ser interpretada como a taxa com a qual
ocorre a falha, dado que o componente ainda nao falhou no
instante t. Ou seja,

Pt<T<t+dfT>1t) = Ar(t)dt.

Considere agora variaveis Ty,---, T, positivas e indepen-
dentes, com fun¢des densidade dadas respectivamente por
fi1(t), -+ ,fn(t),edefinaW = min{Ty, -+, T 1.

Com estas informacdes em mente, faca o que se pede.

a) Encontre a funcdo distribuicdo acumulada de W
em termos da fung¢des distribuicdo acumuladas de
T1 y T )Tn;

b) Mostre que a taxa de risco Ay (t) de W é dada por

Aw(t) = AT, (t)+---+ AT, (t).

c) Repita ositens anteriores no caso em que
T ~ Exponencial(A;),

i=1,...,n
(Se tiver dificuldade, faca primeiro o cason = 2)

14 — Uma maquina funciona normalmente enquanto 2 de
suas 3 baterias esteja com carga. Os tempos de cargaem dias
das 3 baterias sdo independentes com densidade de proba-
bilidade f(t) = te™t,t > 0. Seja N(t) o total de baterias
funcionando apds t dias, e T o tempo de funcionamento da
maquina.

a) Encontre a funcao de probabilidade de N(t)

b) Encontre a densidadede T

Distribuicao Condicional

15 — Dois dados nao viciados sdo rolados. Suponha que X
e Y representem, respectivamente, o maior e o menor valor
obtido.

a) Encontre afuncdo de probabilidade condicional de X
dado;

b) XeYsadoindependentes? Por qué?

16 — Um dado honesto é rolado. Chame o resultado de X.
A seguir sorteamos aleatoriamente um nGimero no conjunto
{1,...,X}. Seja’Y o nimero sorteado.



a) Determine a funcdo probabilidade condicional de Y
dado X =k, k=1,2,3,4,5,6.

b) Determine a funcdo de probabilidade conjunta de X
ey.

c) Determine a funcdo de probabilidade condicional de
XdadoY =1,i=1,2,3,4,5,6.

17 — Um dado honesto é rolado. Chame o resultado de X. A
seguir lancamos um moeda X vezes. Seja Y o total de caras.

a) Determine a funcdo probabilidade condicional de Y
dado X =1,1=1,2,3,4,5,6.

b) Determine a fun¢do de probabilidade conjunta de X
ey,

18 — Adensidade conjunta de X e Y é dada por
fx,y) = xe XV x y > 0.

a) Determine adensidade condicionalde XdadoY = y;
b) Determine adensidade condicionalde Y dado X = x;

c¢) Determine a densidade de Z = XY.

19 — A densidade conjunta de X e Y é dada por

2

f(x,y) =c(x —yz)e_x, x>0,y > —x.

Determine a densidade condicional de Y dado X = x.

20 — Uma companhia de seguros trabalha com a hipétese
de que o total N de acidentes sofrido por um segurado ao
longo de um ano segue uma distribuicdo de Poisson de para-
metro W, onde W é uma variavel aleatdria com distribuicdo

Gama de parametros k, 3. Ou seja, W tem densidade

K1 o Bw (Bt)*

fw) =w 1)1

a) Determine a probabilidade de um segurado sofrer N
acidentes em seu primeiro ano de seguro. Ou seja,
calculeP(N =n);

b) Determine a densidade condicional do pardametro W
dado que o segurado sofreu n acidentes ao longo de
um ano.

21 — O chamado processo de Poisson em uma regido R C
R? limitada pode ser construida da seguinte maneira.

m primeiro sorteamos o total N de pontos a serem distri-
buidos em R, onde N serd uma variavel de Poisson de
parametro A > 0;

mse N = n distribuimos n pontos independentes e com
distribui¢do uniforme em R.

0 conjunto de pontos obtidos é conhecido como Processo de
Poisson em R.
Dada agora uma regidgo A C R, denote por M o total de
pontos do processo que estdo dentro de A. Defina entdo
p = area(A)/area(R), e faga o que se pede.
a) Determineadistribuicao condicionalde M dadoN =
n;
b) Encontre a fun¢do de probabilidade conjuntade M e
N;
c) Mostre que M ~ Poisson(pA).
(Dica: Note que

n—k e

X Xj
o =g =

j=0

(o)
n=k

paratodo x € R.)



