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Lista 1 - Calculo de Probabilidades

Distribuicdo de Variaveis e Vetores Aleatorios

Funcao Distribuicao Acumulada de uma
V.a.

1 — Dada a fungdo de distribuicdo acumulada

x <1
1<x<2
2<x<3
3<x<4 "’
4<x<b5
5<x

0 se
0,1 se
0,3 se
0,7 se
0,8 se
1 se

a) Calcule afungdo de probabilidade da variavel X cuja
fd.a.éF(-).

b) Calcule ainda o valor esperado e a variancia de X.
c) Determine também as seguintes probabilidades:

P(1<X<2) P(1<X<2 P(X>3) PX<4)

2 — Seja T umavariavel aleatéria continua com fungdo den-
sidade de probabilidade dada por

Determine a func¢do distribuicdo acumulada de T.

3 — Seja X uma variavel aleatéria discreta com
P(X=0) =0,25,

P(X =1) = 0,125,
P(X =2) = 0,125,

P(X = 3) = 0,5.

a) Faca o grafico da funcdo de distribuicdo acumulada,

b) Determine as seguintes probabilidades:

PO<X<1), P(X<2), P(X>3), P(X>2p5).

4 — Seja X uma variavel aleatéria com fungdo de distribui-
¢ao acumulada

o ={ o

determine as seguintes probabilidades:
a) P(X=3);
b) P(X=1t),teR,
o PO
d) P(1
e) P(X > 3)
(
(
(

se x<0
se x>0

f) P(X>t)parat>0;
g) P(X>5[X>2);
h) P(X>t+s|X>t)parat,s > 0.

5 — Dada a funcao de distribuicdo acumulada

0 se x<1

2 se T<x<2

0,5 se 2<x<3
Fx) =19 07 se 3<x<4 >

(X_45)2+4 se 4<x<5

1 se 5<x

de uma v.a. X, determine as seguintes probabilidades:

P(X=1) P(X=2) P(X=3)

P(X=4) P(X=5) P2<X<4)

P2<X<4) P(X>3) P(X<4).



Distribuicao Conjunta

6 — Sorteamos 3 bolas de uma urna com 4 bolas amarelas
e 6 bolas azuis e 2 bolas verdes. Seja X o total de bolas ama-
relas sorteadas e Y o total de bolas azuis sorteadas. Nestas
condicOes, encontre a fungdo de probabilidade conjunta de
X eY nos casos em que

a) o sorteio é feito sem reposicao,

b) o sorteio é feito com reposigdo.

7 — No exercicio anterior, defina as varidveis aleatérias
X; = 1 se ai—ésima bola sorteada é amarela, e X; = 0
caso contrario, 1 = 1,2,3. Encontre a funcdo de probabili-
dade conjunta de X;,X2,X3 nos casos em que

a) o sorteio é feito sem reposicao,

b) o sorteio é feito com reposicao.

8 — Uma caixa com 5 ldmpadas possui 2 com defeito. As
ldAmpadas serdo testadas uma a uma, até que todas as defei-
tuosas sejam identificadas. Seja N o total de testes realiza-
dos até que a primeira ldmpada defeituosa seja identificada,
e N, ototal de testes até a segunda ldmpada seridentificada.

a) Encontre a funcdo de probabilidade conjunta de N;
e Nz;

b) Encontre a funcao de probabilidade marginal de Ny;

c) Encontre a funcdo de probabilidade marginal de N,.

9 — Um certo experimento consiste em sortear uma bola
em uma urna, observar sua cor, e devolver a bola para a urna
junto com outra bola da mesma cor. Realizamos este expe-
rimento 3 vezes em uma urna que contém, inicialmente, n
bolas azuis e m bolas amarelas.

Denote por X; e Yi, 1 = 1,2,3 o total, respectivamente, de
bolas azuis e amarelas na urna apds i repeticdes do experi-
mento.

a) Encontre as fun¢des de probabilidade conjunta de
Xi,Yi, paracadai=1,2,3.
b) Calcule

P((Xi1,Yie1) = (k+ LUI(Xis1,Yig1) = (1)

P((Xit1,Yipr) = (kK1 + DIXig1,Yig) = (k1)

paracadai=1,2.

10 — Afuncdo de densidade conjunta de X e Y é dada por
fx,y) =c(y> —x*)e ¥, —y <x <y,y > 0.

a) Calculeovalordec;
b) Encontre as densidades marginais de X e Y;
c) Determine E[X].

11 — Afuncdo de densidade conjunta de X e Y é dada por

6
f(X»y):7(Xz+%)>0<x<1,0<y<2.

a) Verifique que f(x,y) é de fato uma fungdo densidade
conjunta;

) Encontre as densidades marginais de X e Y;
) Determine E[X] e E[Y];

d) DetermineP(X >Y);
) DetermineP (Y > 1[X < 1);

12 — Dadas variaveis aleatdrias X e Y com fungdo densi-
dade conjunta dada por

flx,y) =e ) x>0,y >0,

encontre a fungdo densidade de probabilidade das variaveis
a) S=X+Y
b) V=X/Y
c) W = max{X,Y}



b)
c)

Respostas dos Exercicios

a) Sep(k) =P(X =Xk)entdo

p() =01 p(2)=02 p(3)=04

p(4) = 0,1

E[X] = 3,1 e Var(X) = 8

p(5) = 0,2

P(1<X<2)=02 P(1<X<2)=0,
P(X>3)=03 P(X<4)=08.

2 SeF(t) =P(T < t)entdo

3

b)
c)
d)
e)

0 se

se

t<0
0<t<4 ,
t>4

a) Afuncdo distribuicdo acumulada é dada por

0 se x<0

0,25 se 0<x<1
Fix)=<¢ 0,375 se 1<x<2 ,

0,5 se 2<x<3

1 se x>3

e 0 eshoco do grafico é
1
@)
s O
l_e)

1 2 3
PO<X<1)=025 P(X<2)=05
P(X>1)=0,625 P(X>25)=05.

a) P(X=3)=0
P(X=1)=0
Pl<X<2)=e'l—¢e?
Pl<X<2)=e'—e?
P(X>3)=

fyP(X>t)=e tset>0
g) PX>5[X>2)=¢3

h) PX>t+s|X>t)=e ®parat,s > 0.

5
P(X—l)—1 (X=2)=0 P(X=3) !
4 T 5
P(X—4) = P(X=5)=0 PL<X<4) =
710 10
P2<X<4) =) Px>3 =3 px<a -2
- -5 10 -5
a) Sep(ij) =P(X=1Y =j) entdo
(0,0) =0 (01)—i (02)—i (03)—l
p(0,0) =0 p(01) =135 P02) =25 P03) =
]2 3
(2,0) = > (21)—Z (22)=0 p(2,3) =0
p)*55p>*55p>*p»*

b) Sep(i,j) = P(X =1,Y =j) entdo

(10)—1 (11)—1 (12)—1 (1,3) =0

pULY =350 PUL=¢ pPlha) =7 Pl =
1 1

P(Z,O)Zﬁ p(Z,U:g p(2,2)=0 p(23)=0

P(3.0) = o= PBI) =0 P(3,2) =0 p(33)=0

a) Sep(ij,k) =P(X; =1,X; =j,X3 = k) entdo

(0,0,0) = ;§ p(0,0,1) = 12;
p(0,1,0) = 12685 p(0,1,1) = 545
p(1,0,0) = 12;5 p(1,0,1) = ;5

P10 = o P = o



b) Sep(i,j,k) =P(X; =1,X2 =j,X3 = k) entéo

p(0,0,0) = -
p(0,1,0) = 2
p(100) = 2
p(1,1,0) = 2

4

P((),O,]) = ﬁ

2
p(o)])” - 77

2
p(1>0>1) - 77

1
p(1,1,1) = 27

8 a) Ny €{1,234}eN; € {2,34,5}

1
P(N; =1N; =2) = 5

1
P(Ny =1,Ny =4) = 5

P(N; =2N, =2)=0 P(N;=2N,=3)=

PNy =2,N; =4) =

P(N; =3,N, =2)
1

P(N1 =3 Ny =4) =
P(N; =4N, =2)=0

PNy =4N;=4)=0 P(N; =4N; =5) = —

PNy =1,N; =3) =

‘_A_“_A
o

P(N; =1,N; =5) = -

o

P(N; =2,N, =5) =

P(N; =3N;=3)=0
1

P(N; =3N; =5) =

P(N; =4,N, =3) =0
1

1
10
:

10

10
b) Ny €{1,2,3,4}e
2 3
P(N; —U—g P(N; _ZJ_E
1 1
P(N; =3)=¢ P(Ni=4)=
c) N, €{2,3,45}e
1 1
P(Nz—Z)—ﬁ P(N2_3)_§
3 2
9 a) -Xye{nn+lleY; e{mm+1}
Sep;(k,l) =P(X; =k,Y; =1) entdo
pimm)=pin+Im+1)=0
m n
p](n>m+])_n+m P](n+1>m)—n+m

-Xo enn+1n+2leY; € {mm+ 1,m+ 2}
Sepz(k,l) =P(X; =k,Y, =1) entdo
p2(nym) =pa(n,m+1) =0
p2(n+1m)=p2(n+1,m+2)=0
P2n+2m+1)=p2(n+2m+2)=0

m(m+1)

P2 (n,m + 2) =

Mm+m)n+m+1)

2
p2(n+1m+1)= nm

paln+2m) = — 1+l

Mm+m)n+m+1)

Mm+m)n+m+1)

-Xz e nn+1n+2n+3teYs € {imm+1,m+2,m+3}

Seps(k,l) =P(X2 =k,Y, =1) entdo

p3(n,m) =p3(n,m+1) =p3(n,m+2) =0
ps(n+1m)=psn+1m+1)=p3(n+1,m+3)=0
ps(n+2m) =p3(n+2m+2)=p3(n+2;m+3)=0
p3(n+3,m+1) =p3(n+3,m+2) = p3(n+3,m+3) =0

mm-+1)(m+2)

pg(T\.,ﬂl—‘r 3) =

3nm(m+1)

m+m)n+m+1)(n+m+2)

ps(n+1m+2) =

3mn(n+1)

Mm+mn+m+1)(n+m+2)

ps(n+2m+1)=

nn+1)(n+2)

Mm+m)(n+m+1)(n+m+2)

pg(T\. + 3)m) =

b) P((Xi+1)Yi+1) = (k+1)1)|(xi+th+1) = (k)l)) =

P((Xir1,Yipr) = (K1IH+DI(Xig1,Yier) = (k1) =

Mm+m)(n+m+T)(n+m+2)

=~
— 4+ | &
—

=
_|_
—

1
b) fx(x) = F(Ix[+1)e X x e Re fy(y) = gyse*y,y >0

b) fx(x) = %(sz +x),0<x <1

1
fy(y) = ﬁ(4+3y),0 <y<2

c) E[X]:;eE[Y]:g
15

d) P(X>Y) = =

o P(V>1IX<1)= o

12 a) SeS = X+ Yentao
fs(s) =se *,s>0

b) SeV = X/Y entao

fv(v) = 7,V >0

v+ 1)
c) SeW = max{X,Y} entdo

fww) =2(e™ —e 2V, w>0



