Funcoes de Uma Variavel

Rodney C. Bassanezi

&

Universidade Federal do ABC



Titulo: Funcoes de Uma Variavel

Autor: Rodney C. Bassanezi

Santo André,

ii



SUMARIO

1 Ndameros! 1
[1.1 Nocoes Gerais - Notacoes| . . . . . . ... ... ... ... ....... 2
(1.2 Propriedade dos numeros racionais| . . . . . . . .. ... ..o 5
(1.3 Operagoes com 0S NUMErOS reais|. . . . . . . . . . oo v v v v v ... 9
(1.4 IntervalosReaisl . .. ... .. ... ... ... 13
(L5 Valor Absolutol . . . . ... ... .. 14

18
[2.1 Nocoes Gerais| . . . . . . . . . . . . e 19
[2.2 Graficodeumafuncaol . .. ... ... ... ... ... ... ... ... 21
[2.3  Funcoes Elementares| . . . .. .. ... .. ... ... L L. 24

[2.3.1 Funcoesracionais|. . . . . . . . . . ... .00 27
[2.3.2 Funcgoes irracionais|. . . . . . . . ... Lo Lo oL 28
[2.3.3 Distancia entre dois pontos doplanoR?| . . . ... ... .. ... 28
[2.3.4 Funcoes Transcendentais| . . . . . . . ... ... .. ... ..... 30
[2.3.5 Composicaode Fungoes| . . . . .. .. ... ... ... ...... 36
[2.3.6  Funcoesinversas| . . .. . ... ... .. .. o oL 37
[2.3.7 Operacoes com funcoes|. . . . . . ... ... ... ... .. ... 40

I3 Limites e Continuidadel 43
(3.1 Introducao historica [4] . ... ... ... .. ... ... ... .. ..., . 44
[3.2 Sequenciase Assintotas|. . . . .. ... ... o Lo 46
B3LIMITes . - . o v v e e 53
3.4 Continuidade| . . ... ... ... 57

[3.4.1 Alguns resultados importantes| . . ... ... ... ........ 62

4_Derivadal 64

[4.1 Variacoes| . . . . . . . ... e 65
[4.1.1 Variacoes discretas| . . . . . . . . . .. .. ... 65

iii



Sumario

[4.1.2 Variacoes Continuas| . . . .. ... .. .. ... ... .....
[4.2 Teoremas dederivacaol . . . . . . . . . .. ..o
[4.2.1 Regra da Cadeia - Aplicacoes| . . . .. .. ... .. ... .....
[4.2.2 Derivadas de funcoes inversas| . . . . . . . . .. .. ... .. ...
[4.3 Exercicios de revisao para derivadas| . . . .. ... ... ... ......
[> Aplicacoes da Derivadal
[5.0.1 Tangentese Normais| . . . . ... ... ... ... .. .......
[5.0.2 TaxasRelacionadasl . . . ... ... .................
5.1 Maximose Minimosl . . . . . ... Lo oo
6 Integral
[6.1 Integral Indefinidal . . ... ... ... ... ... 0 00
[6.1.1 Propriedades da integral indefinida. . . . . . ... ... .. ...
[6.2 Integral Definida . . ... ... .. ... ... ... .. ...
621 Areal. . ...
[6.2.2 A tuncao logaritmo natural®| . . . . .. ...
/ Aplicacoes da Integral Definida
¢
[7.0.3 Areaentreduascurvasl . . ... ... ... ... L.
(Z1 Volumes|. . . . . . . . . e
[7.2  Comprimentodearcol. . . ... ... ... ... ... ... ...
[7.2.1 Areade Superficie|. . . . . ... ...
[8 Apéndice|
(8.1 A.RegradeL'Hopitall . . . .. ... ... ... ... ... ...
(8.2 B.FormuladeTaylor] . . ... ... ... ... ... o000

iv

98
99
103
106

131
132
134
136
136
146

157
158
161
168
171



PREFACIO

Este texto é dirigido aqueles que, iniciando sua carreira universitaria no campo das
ciéncias Exatas, se defrontam com o estudo de Matematica.

Por ser um curso inicial, nao necessita de pré-requisitos monumentais, na verdade
é uma continua¢ao e muitas vezes uma revisao do programa de Matematica do ensino
médio com um pouco mais de rigor. Destina-se a um periodo curto que pode variar
de 45 a 60 horas, dependendo da maneira que se aborda cada tema.

Um dos motivos que nos levou a redigir este texto foi principalmente libertar o
aluno da tarefa de copiar as notas de aula, economizando precioso tempo para seu
efetivo estudo posterior do assunto. Outra preocupagao nossa foi procurar estabele-
cer um conteddo minimo necessario para a continuacao de estudos posteriores que
utilizam o calculo diferencial e integral de uma variavel.

Procuramos, quase sempre, uma linguagem simples com exemplos ilustrativos, vi-
zando facilitar o trabalho do estudante que se propoe aprender sozinho. As respostas
dos exercicios propostos nem sempre sao fornecidas - acreditamos que o aluno deva
procurar enfrentar situagdes novas sem saber previamente o resultado. Assim os exer-
cicios e as aplicagoes, em sua colocacao gradativa, atendem ao proposito de fornecer
novas descobertas quando explorados com algum critério cientifico.

Fica como responsabilidade dos estudantes as demonstragoes de algumas propo-
si¢oes simples e a verificagao de muitas questdes que sao deixadas propositalmente.
Isto significa que este texto nao deve ser autosuficiente e sim um motivador para
estudos mais abrangentes, tanto em rela¢ao ao conteado de Calculo como suas impli-
cacgoes.

Este texto foi redigido em 1976 quando o departamento de matematica da Uni-
camp estava iniciando sua expansao e alguns professores contratados, tinham ainda
pouca experiéncia no ensino de Calculo. O texto serviu de parametro para o ensino-
aprendizagem desta disciplina por bastante tempo e agora resolvemos reescrevé-lo
com o objetivo principal de diminuir o alto indice de reprovagao que se evidencia em

nossa universidade.
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Cabe a nos a responsabilidade dos erros que seguramente devem existir, assim

como o previlégio de agradecer aqueles que os reportarem até nos.

Vi



1 NOMEROS

“Os nuimeros, na simplicidade com que se apresentam, iludem, ndo raro, os mais
atilados... Da incerteza dos cdlculos é que resulta o indiscutivel prestigio da Matemadtica”.

Malba Tahan - “O Homem que Calculava”



1 Numeros

1.1 Nocobes Gerais - Notacoes

Toda vez que introduzimos um conceito novo em qualquer assunto da Matematica,
devemos estabelecer as defini¢oes em termos de conceitos ja conhecidos. Assim, para
este primeiro curso de Calculo admitiremos apenas a familiarizagao com a nogao
de conjunto, elemento de um conjunto, nimero e operagdes com os niameros (adi-

¢ao, subtragao, multiplicagao e divisao), além de conceitos elementares de geometria

(area, volume etc).

Usaremos alguns simbolos universais que simplificam as idéias:

igual

<

diferente
pertence
nao pertence
maior

menor

vV A V. " m H

maior ou igual

IA

menor ou igual
tal que
para todo

L << ~

existe

N%@Z%MmmHHS

A nio existe

O leitor ja deve estar habituado com os nimeros naturais, isto é, com o conjunto
IN={1,2,3,4,...}, assim como com as operagoes definidas em IN : adi¢ao (+) e multipli-
cacao (x ou -). Entretanto, uma caracterizacao formal dos nameros naturais foi dada

por PeanoE| que assumiu como “idéias primitivas” as nogoes de niimeros naturais, um

e sucessor, considerando os seguintes axiomas:

Aq.um (1) € um nimero natural

1elN

vazio
infinito
implicacao
equivaléncia
contido
contido propriamente
somatoria
integral
numeros naturais
numeros racionais
numeros reais

nameros inteiros

A,. Todo nimero natural a tem um, e somente um, sucessor a*

VaeN=3da"eN

!Giuseppe Peano logicista e matemaético italiano, nasceu a 27 de Agosto de 1858 em Cuneo, Saradinia.

Estudou matematica na Universidade de Turim.



1 Nuameros
Aj. 1 nao é sucessor de nenhum numero natual
YVaeN=—a" 21

A4. Se dois numeros naturais tiverem sucessores iguais entao, eles sao iguais
Va,belN, a" =bt =a=10

Ajs. Seja S um subconjunto de nimeros naturais. Se 1 pertence a S e se o fato de
a € S implicar que seu sucessor também pertence a S, entao S é formado por todos os

nameros naturais
[SCIN;1€S;aeS=—=a"eS]=—=S=N

Estes axiomas caracterizam o conjunto dos nimeros naturais. O axioma Ajs estabe-
lece o

Principio da Inducdo Completa:

Dada uma proposigao P, aplicdivel a IN; Se, mediante um raciocinio matemdtico, se
demonstrar que:

1) P é verdadeira para o niimero 1;

2) Dado um niimero qualquer a € IN, se P é verdade para a implicar que P é verdade
para a* entdo, P é verdade para todos os elementos de IN.

Prova:

Seja S = {a € N tal que P(a) é verdadeira};

Temos que 1 € S pois P(1) é verdadeira pela hipotese 1.

Sejaa € S, isto é, P(a) é verdadeira. Entao, pela hipdtese 2 temos que P(a™) é verda-
deira logo, a* € S. Considerando o axioma As resulta que S =N e, segue-se que P(a)

é verdadeira para todo a € IN.

Exemplo 1.

Vamos mostrar que a soma dos n primeiros nimeros naturais é

n(n+1)

P(n) = —— (1.1.1)
1(1+1) , .
1) P(1) = —— =1 = P(1) é verdadeira;
2) Suponhamos que 1 +2+3+...+a= a(a2+1)’ isto é, P(a) é verdadeira. Entao,

P(a)=(1+2+3+...+a)+a" = @ +at = “'“+;2“+ = ”+(”2++1) = P(a*) = P(a*) é

verdadeira, e portanto, P(n) é verdadeira para todo n € IN.
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Exercicio 1 Mostre que a soma dos quadrados dos primeiros n nimeros naturais é

dada pela formula
1)(2n+1
p(n) = M+ )6( n+l) (1.1.2)

No conjunto dos naturais IN nem sempre esta definida a operagao subtracao; De

fato, nao existe nenhum numero natural n tal que

n+3=1

Exercicio 2 Sejam a e r numeros naturais e seja o conjunto A = {a;a+r;a+2r;...;a+nr}.
Mostre que a soma dos elementos de A é dada por
nr
Sp,=(n+1)(a+ ?)

O conjunto A é uma progressao aritmética de razao r.

Para resolver esta equagao temos necessidade de ampliar o conjunto IN com a in-
trodu¢ao dos nimeros negativos e do zero. Passamos assim ao conjunto dos numeros
inteiros Z :

z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Em Z além das operagoes de adigao e multiplicagao, temos também a subtragao,
isto é,

VabeZ,a-b=cca=b+c
Assim, podemos resolver a equagaon+3 =1,ouseja, n=1+(-3) = -2.

Devemos observar que todo nimero natural é também inteiro, isto é,
VaelN=aecZ

Este fato é denotado por
INcZ

e dizemos que IN é um subconjunto de Z.

Outra operagao conhecida ¢ a divisdo e no conjunto Z nem sempre € possivel divi-
dir; Por exemplo, nao existe nenhum numero inteiro que seja o resultado da divisao
de 1 por 2 apesar de 1 e 2 serem numeros inteiros. Para possibilitar a resolucao de

um problema do tipo: "Qual o nimero x que multiplicado por 2 seja igual a 1", é
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necessario a ampliagao do conjunto Z para o conjunto dos niumeros racionais Q, isto
¢, dos nimeros que podem ser representados na forma 7, onde m e n sao nameros

inteiros e n = 0. Assim,
m
Q: X x:—;n,mEZ,nio
n
Observe que se a € Z,entao podemos representa-lo por { € Q, ou seja,
YVaeZ=aecQ

e portanto,
ZCcQ

1.2 Propriedade dos nimeros racionais

Sejam £ e 7 dois numeros racionais. Temos

q

p_n _
i —pn=q.m (1.2.1)

Exemplo: 22 = 39 pois 30.21 = 7.90 = 630.

Consequéncia: Cada namero racional pode ser representado por uma infinidade
de maneiras, pois
VEEQ, a_ra com (reZ,r=0)
b b rb
Se os numeros 4, b sao primos entre si, isto é, mdc(a, b) = 1, dizemos que % é irredutivel

e representa todos os nimeros racionais 7, com r € Z,r # 0.

Obs.: O numero racional % é equivalente a %. Temos também que _ﬂq € equivalente
—p

a—.
q

As operagodes definidas no conjunto dos racionais Q, bem conhecidas do leitor, sao:

Adicao:
p,m_np+rmq (1.2.2)
q n qn

Subtracao:
p_m_np-mq (1.2.3)
q n  qn -
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OBS.: Se % € Qe p # 0 entdo existe % € Q tal que §+ % =0 € Q. De fato, basta tomar

x _ P ;
= = — po1s
y qp

p.—p_pri-pq_pr-pP_0
= = = =
q9 4 q q q
Dizemos que 0 = g € Q,(qg #0) é o elemento neutro da adigio em Q e % é o elemento

oposto de %.

Multiplicagao:
P, m_pm (1.2.4)
q n qn
OBS.: Se % € Qe p # 0 entdo existe % € Q tal que % X % =1 € Q. De fato, basta tomar
x — 41 poi
5 = p pois
Pa_pi_,
9 p P9
g é denominado inverso de % e reciprocamente e, o elemento neutro da multiplicagcao
1 € Q é definido por 1 :ﬁ,aez,aiO.

Divisao:

x = com (p,m #0) (1.2.5)
g m  qm P -

p.m_p n_P¢
q n

Obs.: Todo numero racional % pode ser escrito na forma p.% , e assim 0 € Q pode

ser dado por 0 = O.% = g
g nao tem inverso, isto €, nao existe x € Q tal que g.x =1.

€,

Podemos representar os nimeros racionais geometricamente por pontos de uma
reta: Consideramos uma reta onde fixamos um ponto O ao qual chamaremos de ori-
gem e adotamos uma unidade de medida de comprimento y. Os numeros inteiros
sao multiplos desta unidade p e os nimeros racionais sao partes fracionarias desta
unidade, por exemplo, o nimero % tem em correspondéncia nesta reta, a distancia
2u+ % p. Assim, dado um namero positivo x, podemos representa-lo por um ponto
M da reta, situado a direita da origem, tal que o segmento OM tenha por medida o
numero xy. O nimero negativo —x (oposto de x) é representado pelo ponto N da reta,
situado a esquerda da origem O, tal que o segmento NO tenha por medida o ntimero
xpu. Os nameros x e —x dizem-se simétricos desde que seus pontos representantes na

reta M e N sao simétricos em relagao a origem.
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LS
ra

N 0 M
X
fig.1.1-Representagdo geométrica dos racionais

Desta forma, a cada nimero racional corresponde um Gnico ponto da reta.

Pergunta: Dada uma unidade de medida de comprimento y, a cada ponto da reta
podemos também fazer corresponder um numero racional? Ou, em outras palavras:
todo ponto da reta é imagem de um nimero racional quando temos uma unidade de
comprimento fixa?

A resposta é negativa uma vez que existem pontos da reta que nao sao correspon-
dentes de nimeros racionais.

Exemplo: Consideremos o quadrado cujo lado mede uma unidade de medida p. Se

d é a medida de sua diagonal, podemos escrever, conforme o Teorema de Ptagoras:
d*=17+1%=2

O numero positivo cujo quadrado é 2, é por definicao, a raiz quadrada de 2, denotado

por V2, ou seja, d = V2.

0 1T vz

fig.1.2-Representagao geométrica dos racionais

Consideremos na reta, a direita da origem, o ponto M tal que o comprimento do
segmento OM seja igual a d (diagonal do quadrado). Este ponto M ¢, de acordo com
a representacio descrita, a imagem do niimero d = V2.

oVamos mostrar que o nimero V2 nio é racional:

Definicao 1. Um niimero inteiro x é par se puder ser escrito na forma x = 2z para algum

nimero inteiro z. Assim, o conjunto dos niimeros pares P é:

P ={0;+2;+4;+6..} (1.2.6)
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Um niimero inteiro é impar se nao for par, portanto, é da forma y = 2z+ 1 para algum z

inteiro.

Proposi¢io 1. Dado um niimero inteiro a entdo, a é par se, e somente se, a> é par, isto é,

a=2z—a’>=2k,comzkeZ

Demonstragdo. (=)Suponhamos que a = 2z = a® = 4z? = 2(2z%) = a? é par.
(<)Reciprocamente, se a? é par = 4’ =2m = aa=2m=a=2.2€Z=a=42 ou

m_ 7
“=neZ=acepar. []

Para demonstrar que V2 nao é racional fazemos por absurdo:
Vamos supor que \/5 seja racional entao, podemos escrever \/_ = % (mneZ,n=

0),considerando a fragao % na forma irredutivel. Logo,
2 4
2= = m? = 2n* = m é par (conforme Prop. 1)

Como m € par, existe um numero inteiro p tal que m = 2p logo,

2

m? = (2p)? = 2n®> = 2p? = n> = n é par

Entao, se n e m sdao pares a fracao Z nao é irredutivel conforme hipdtese inicial,
n

absurdo.
Portanto, temos que admitir que V2 nio pode ser escrito na forma de um niamero

racional, ou seja, V2 nao é racional.

Concluimos entao que existem pontos na reta que nao sao correspondentes de nu-
meros racionais. Tais pontos representam geometricamente os nameros denominados
irracionais £. Usualmente é dificil descobrir se um numero é racional ou irracional,
embora se saiba que existem mais irracionais que racionais. De qualquer maneira,
todo ponto da reta é imagem de um numero racional ou irracional. A uniao dos raci-

onais e irracionais constituem os chamados niimeros reais IR.
R=QuUZL

Pelo que acabamos de ver, conclui-se que existe uma correspondéncia biunivoca
entre os numeros reais e os pontos de uma reta orientada, isto é, para cada ponto da

reta existe um Unico numero real e vice-versa.
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Se um ponto P e um numero real x se correspondem, dizemos que x é a coordenada
de P. E comodo, em muitos casos, identificar o ponto P com sua coordenada x e
usar a linguagem geomeétrica no tratamento de questoes numéricas. Nessas condigoes
dizemos “o ponto x” em vez de “o numero x” e “a reta real R” em vez de “o conjunto

dos nimeros reais IR”.

1.3 Operagdes com os humeros reais

Sabemos que no conjunto R estao definidas duas operagdes fundamentais: a adigdo
que, a cada par de numeros x,y € R associa sua soma x+v, e a multiplicagdo que associa
seu produto x.y.

Estas operagoes definidas em IR tém as seguintes propriedades:

A1) Adigao é comutativa:
X+y=y+x
A,) A adicao é associativa:
x+(W+z)=(x+y)+z
Aj3) Existe um elemento (zero) 0 em RR tal que, para todo x € R
O+x=0
A,4) Para todo x € R, existe (elemento oposto) —x € R tal que
X+(—x)==x+x=0
M;) A multiplicagao é comutativa:
XY =p.X
M,) A multiplicagao é associativa:
x.(y.2) = (x.v).z
M3;) Existe um elemento (unidade) 1 em RR tal que, para todo x € IR

lx=x
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M,) Para todo x € R, x # 0 existe (elemento inverso) x| = 31? € R tal que

D) A multiplicacao é distributiva relativamente a adigao:
x(y+2)=xy+xz

Agora, a partir das propriedades das opera¢oes fundamentais, podemos definir suas
operagoes inversas:

Subtracio: E a “operacgio” inversa da adigio
VX, 7ER, x-y=zc=x=2z+7y

Podemos observar que esta operagao sempre tem solu¢ao em IR pois em (z+y =x)

somamos o numero (—y) em ambos os membros e obtemos;
Z2+)+(-y)=x+(-y) = z+0=2x+(-y) = z=x-Y
O namero z é chamado diferenca entre x e y.
Divisdo: E a “operagdo” inversa da multiplicagao
Vx,pyeER, x+y=z=x=27

z pode ser dado por z = x.y~! que esta sempre definido quando p = 0.
Exercicios

1. Prove que V3 é um ntimero irracional.

2. Verifique se (\/5— \/5)3 =9V3-11V2.

3. Sejam a,b,c,d € Q—Suponhamos que b > 0 e 4 > 0 nao sejam quadrado-perfeitos
entao, mostre que

a+Vb=c+Vd= (a=c) e (b=4d)
4. Prove, usando indugao completa, que se n € IN,

n

(x.y)" =x"y

5. Mostre que, para todos nimeros reais x,y, z

10
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+ ) x(y-2) = xy-pz
* b)x.0=0
*O)X+tYy=x+z=—>y=2

6. Mostre que se x.y =0 entaox =0 ou y =0.
7. Mostre que

i”zz k(k+1)(2k +1)
6

n=1

Desigualdades

Um namero a € R € positivo se a # 0 e pode ser representado geometricamente sobre
a reta a direita da origem.

Notacao: a > 0 (lé-se a maior que zero).

Os ntmeros positivos gozam das seguintes propriedades fundamentais:

P;.Sea>0eb>0entaoa+b>0 e ab>0.

P,.SeaeR entaoa=0 ou a>0ou —a>0.

SeacR,a#0 e anao é positivo, dizemos que a é negativo e escrevemos a < 0.

Obs.: Conforme a propriedade P,, se um numero x é negativo entao —x é positivo

e, reciprocamente, isto é,

x<0e=-x>0

x>0 —x<0

Definicdo- Sejam a e b numeros reais, dizemos que a é maior que b se a—b > 0.
Notagao: a > b.
Neste caso, dizemos que b é menor que a e escrevemos b < a.
Uma relagao entre dois numeros expressa pelo simbolo < (ou >) diz-se uma desi-
gualdade. O calculo das desigualdades baseia-se nas seguintes propriedades:
1)Va,belR,a>b ou a=b ou a<b.

11
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Prova: Decorre imediatamente de P,, pois

a-b=0=>a=b ou
a-b>0=>a>b ou

—(a-b)>0=>-a>b

2)Sea>beb>c>a>c
Prova: Temos que a—b > 0e b—c > 0 entdo pela pela P;,tem-se (a—b)+(b—c)>0=
a—(b-b)-c>0,ouseja,a-c>0a>c.

3)Sea>bentaoa+c>b+cparatodoceR
Prova: Temosa—-b>0= (a+c)—(b+c)>0=>(a+c)>(b+c)

4)Sea>bec>0entaoac>bc
Prova: Temosa—-b>0ec>0= (a—b)c>0 (Cf. P;) = ac—bc>0 = ac > bc.

Outras propriedades sao deixadas como exercicio;

Exercicios - Mostre que:
1)Sea>bec<0=ac<bc.
2)Sea<beb<c=a<c.
3)Sea<bec>0=ac<bc.
4)Sea<b=a+c<b+cVcelR.
5)Sea<bec<0=ac>bc.

)

)

)

)
6)Sea>1=al<l.
7)Sea>0=a"1>0.
8)Sea>0eb>0=ab>0.
9)Sea<0eb<0=ab>0.
10)a>0eb<0=ab<0.

Exemplos de aplicagdo a) Encontrar os nimeros reais que satisfazem a desigual-
dade 3
2x—§>1 (1.3.1)

Solugao: Somando % a ambos os membros da desigualdade (cf. propriedade
3) temos 2x > 1 + % = 2x > % Agora, multiplicando ambos os membros por % >0,
temos (cf. prop. 4) que x > %.

12
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b) Mostrar que todo numero real x que satisfaz a desigualdade
x>1

também satisfaz
x+3

x—1

>0

Solugdo: Sex>1=x-1>0=>(x-1)+4>4>0=>x+3>0.

Agora, 175 x+3 = (x+3)(x—1)"! > 0 pois o produto de dois nimeros positivo é positivo
(Cf exercicio 8) e portanto, i*? > 0.

Observamos que a reciproca nao é verdadeira, de fato:

x+3 >0 [(x+3)>0e(x-1)>0]ou[(x+3)<0e(x—-1)<0]. Assim, se conside-
rarmos o segundo termo entre colchetes temos [(x+3)<0e(x—1)<0] == x<-3e
x<l=x<-3.

Logo, ¥2 > 0= x> 1.

Uma propriedade que distingue os nameros racionais dos inteiros é que entre duas
fragoes distintas, mesmo bem proximas, podemos sempre encontrar uma outra dife-
rente delas; Basta tomar a média entre elas:

a ¢ . a ad+bc ¢

i = hd ifique!
Se b <7 entao 5 < g <3 (verifique!)

1.4 Intervalos Reais

Sejam a e b nameros reais distintos e suponhamos que a < b - O conjunto de to-
dos os nameros reais x compreendidos entre a e b é denominado intervalo aberto de

extremidade inferior a e extremidade superior b, e denotado por (a,b).
(a,b)={xeR|a<x<b} (1.4.1)

Se as extremidades pertencem ao intervalo, serd denominado intervalo fechado e
denotado por [a,b],
[a,b]={xeR|a<x<Db} (1.4.2)

Definimos ainda os intervalos semi abertos:

[a,b)={xeR|a< x<b} (1.4.3)
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(a,b]={xeR|a<x<b}

e os intervalos infinitos ou semi-retas:
[4,400) = {x € R| a < x}

(—o0,a] ={x e R| x < a}
(a,400) ={xeR|a < x} (1.4.4)
(—o0,a) ={xeR|x<a}

O simbolo o 1é-se infinito e nao representa nenhum numero real.
A reta toda, isto é, o conjunto IR dos nameros reais pode ser também expresso como
um intervalo infinito:

R = (—00,+c0)
1.5 Valor Absoluto

Ja vimos que a cada x € R corresponde um ponto M da reta orientada. Quando
x > 0 entdo M esta a direita da origem O e, estara a esquerda quando x < 0. Quando
x = 0 entao M é a origem. Em qualquer caso podemos falar da distancia de M a
origem O, que é a medida do comprimento do segmento OM segundo a unidade p
adotada. Desta forma, a distancia sera sempre positiva, sendo nula apenas quando
M=0.

Chamaremos de valor absoluto ou modulo de x € R, e indicamos com o simbolo |x],

a distancia do ponto M (representante do nimero x) a origem, isto é,

x se x>0
x| =
—x se x<0

Portanto, |x| > 0 qualquer que sejax € R, e [x| =0 — x = 0.
Exemplo 1. |3|=3¢|-3|=3

Exemplo2. |1 -mt|=—(1-n)=m—-1=|n—1|

Proposicao 2. Para todo x € R, temos |x| = |-x|

Demonstragdo. : Se x >0, entao —x < 0 = |-x| = —(—x) = x = |x] O

14
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Se x <0, entao —x >0 = |-x| = —x = |x|

Proposicao 3. Para todo x € IR,

|x|2 =x% e |x] = Vx2

Demonstracdo. : Se x > 0, entdo |x| = x = |x|* = x?
Se x <0, entao x| =—x = |x|2 = (—x)2 = x?

Portanto, em ambos os casos,tomando-se a raiz quadrada (positiva), temos

x| = Vx2

Proposi¢ao 4. Sex, y € R, xyi = |x| |y|

Demonstragdo. : usando a Proposi¢ao anterior temos
y] = (x9)? = V2pZ = Va2 fy2 =l Jy].

Proposicao 5. Se x, y € R, entao

el =[] <+ p] <l [y

Demonstragdo. : Temos que para todo par de nameros reais x, y € R
x.y < |xy| = |x| |y| e, portanto, 2x.y <2 |xy|
Consideremos
(x+9)? = x> +2xy +y2 §x2+2|x||y| +p? :x2+2|x||y| +p2= (|x|+ |y|)2

Logo, (x +vy) <|x|+ |y , 0 que prova a segunda parte da desigualdade.

Por outro lado, temos
el =[x+ y=y] < [r+ ]+ [-p] =[x+ 5[+ ]3]

= |x|—|y| < |x+y|
Analogamente mostra-se que
|y| —|x| < |x+y|

Portanto,

el =[l] < x-+9]
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Exemplo 3. Determinar os valores de x que satisfazem a desigualdade
‘x + \/E‘ >1

Solugdo: Se x+\/§2 0= |x+\/§| = x+ V2 e, portanto,
x>1—\/§

Se x+\/§< 0= |x+\/§| = —(x+\/§) e, portanto,
—x>1+\/§

Assim, os valores de x devem satisfazer as duas desigualdade

x+\/§|>1<:>x+\/§>1:

x+\/§|> 1 (:)—(x+\/§)> 1 =

x+ﬁ<0zx<—‘/§
—x>1+\/§:>x<—1—\/§

Logo, as duas desigualdades sao satisfeitas se
x<-1-V2
Juntando os dois casos, podemos concluir que

‘x+\/§'>1<:>[x<—1—\/§] ou [x>1—\/§]

x<—l/f-1 x>—Lf’f+1

TR . gy

V2

fig.1.3 — Solugdo da desigualdade

Consequéncia: |x+\/§| <le=-1-V2<x<1-V2

Exercicios

Resolva as desigualdades
1)(x+1).(x-1)<0

2) &l >0

3)|x-3|<2
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4)|x=2| < |x+3|
5) Mostre que |x"| = |x|", n € IN.
6) Verifique se, para todo par x,y € R, vale

=yl <x+y]
Observacao: Podemos definir a distancia entre dois pontos x; e x, da reta R por:
d(x1,%7) =[xy — x|

Desta forma, o conjunto dos pontos cuja distancia de um ponto dado x; é menor
que um valor r, coincide com o intervalo aberto (xy —r,xy + r), isto &,

d(x,xo) =|x—xgl<rexe(xg—1,x9+7) (1.5.1)

O intervalo (xy —r,x¢ + r) € denominado vizinhanga de x, de raio .
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2 FUNCOES

“...eu ataquei o problema da catenaria, que ainda nao tinha tentado, e com minha
chave [0 Calculo Diferencial] alegremente abri seu segredo”.
G.W.Liebnitz - Acta eruditorium(1690)
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2.1 Nocgoes Gerais

Defini¢ao 2. Uma funcao (real de varidvel real) é uma regra f que a cada niimero real x

de algum subconjuto AC IR, associa outro niimero real y, de maneira tinica e sem excessao.

Notagao: f : A — R,
x —p=f(x)
E, 1é-se funcao a f esta definida no conjunto A com valores reais. O conjunto A é
chamado dominio de f e denotado por A =dom(f);
x é avaridvel independente e y = f(x) é o valor de f no ponto x ou varidvel dependente.
A idéia fundamental de funcao é que, conhecido o valor da variavel independente,
fica bem determinado o valor de y = f(x).

O conjunto
Im,(f)={yeR [Axe 4, y = f(x)} = f(4)

¢ denominado imagem de A pela funcao f. A imagem do dominio de f é simplesmente
denotada por Im(f), isto é, Im(f) = f(dom(f))

Exemplos;

1. A éarea de um quadrado depende do comprimento do seu lado, isto é, a cada
valor do lado do quadrado correspondeum unico valor da area deste. Desde que a

4rea y de um quadrado de lado x é x?, podemos escrever

y=x’

2. Se a cada valor de x associarmos seu modulo, temos a funcao
l|:R— R

x>y =[x

A imagem de IR pela fungao moédulo |.| € o conjunto dos nameros reais nao negativos
R*.

3. Se associarmos a cada valor real x = 0 o seu inverso %, istoé,y=f(x) = % entao
o dominio de f é o conjunto A = R— {0} e sua imagem ¢é [ = {y eR |y =f(x)= %} =
R - {0}.

4. Seja f : R — Z definida por f(x) = [x], onde [x] significa o maior inteiro menor

ou igual a x. Neste caso, dom(f) =R e Im(f)=Z.
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Obs.: Quando nos referimos a uma fungao sem declarar explicitamente seu domi-
nio, estaremos considerando este como sendo o conjunto de todos os nimeros reais x
tais que exista o numero real f(x), obtido pela regra que define a funcao f.

Podemos observar também que em alguns exemplos dados as fun¢oes foram re-
presentadas por meio de equagdes algébricas (ou féormulas). As fungoes dadas por
férmulas ou equacoes algébricas sao mais simples de se manejar. Entretanto, nem

todas as fun¢oes podem ser representadas desta maneira (vide exemplo 4).

x—1sex>1
5.Seja f(x)={ 1 sex=1
x+1sex<l1

Esta regra define perfeitamente a fun¢ao f, cujo dominio é R e Im(f) = R. Neste
caso, a funcao é dada por féormulas, mas nao existe uma férmula Gnica que sirva para

todo o dominio da funcao.
6. Seja a funcao f : R — {0,1} definida por

0 se x é racional

flx) =

1 se x é irracional

7. Se a cada x € R associamos y € R tal que y? = x obtemos uma regra que ndo define
uma fungao em R, uma vez que para um mesmo valor de x podemos associar até dois
valores distintos para y. Por exemplo, para x = 9 podemos associar os numeros y = 3
ouy=-3.

Entretanto se considerarmos o dominio de f como sendo o conjunto unitario A =

{0}, entdo existe um unico y € IR tal que yz = 0 e, neste caso, f seria uma fungao com

dom(f) = Im(f) = {0}

8.Se f :IN — IR, entdo f é denominada uma sequéncia e é denotada por f(n) = {x,}.
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Exemplos:

x_I:{x}_{lll 1 1 }
n_n nj — ;2;37 ’TZ’

o = n :>{x}—{12 3 n }
"1 +n2 1275710777 1 + n2
. 1 ) {1 23 n }
”_1+% T2 34 1’

X, = 5217 = {x,} = {\/E, ﬁ,..., %,}

—1 se n é impar
Xn = , P :(_1)n
1 se n é par

2.2 Grafico de uma funcao

Ja vimos que existe uma correspondéncia biunivoca entre os nimeros reais e 0s
pontos de uma reta. Tomemos agora uma segunda reta do plano, passando pela ori-
gem da primeira e que seja perpendicular a esta. Podemos também fazer corres-
ponder a cada ponto desta segunda reta um, e somente um, nimero real, de ma-
neira analoga ao que ja foi feito anteriormente. Na reta vertical, os pontos que estao
acima da origem sao correspondentes aos nimeros reais positivos e os abaixo corres-
pondem aos negativos. A reta horizontal é denominada eixo-x ou das abscissas e a
vertical eixo-y ou das ordenadas. Estas retas constituem um sistema denominado co-
ordenadas cartesianas do plano IR?, determinado pelos eixos-coordenados (abscissa
e ordenada).

Dado um par de nimeros reais a, b existe um, e somente um, ponto do plano IR?> com
abscissa a e ordenada b. Para determinar tal ponto basta considerar a intersecgao de
duas retas, uma paralela ao eixo—y passando pelo ponto a do eixo—x, e outra paralela
ao eixo — x passando pelo ponto b do eixo —y. Tal ponto sera denotado por P(a,b).
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l!'IIJ'L

=
L 3

Fia,b

fig.2.1-Representacao de um ponto no sistema de eixos-coordenados

Reciprocamente, dado um ponto qualquer do plano IR?, podemos sempre determi-
nar univocamente suas coordenadas - basta tragar retas paralelas aos eixos-coordenados,

passando pelo ponto dado.

Definicdo: Seja f uma funcao real. Definimos o grdfico de f como o conjunto dos

pares (x, f(x)) do plano IR?, correspondentes a todos os nimeros x do dominio de f,

Graf (f) = {(x, f(x)); xedom(f)}={(x,y) e R?|p=f(x)}

O grafico é uma “imagem geométrica” da funcao, que pode fornecer varias pro-
priedades dela, tornando-se um elemento de grande utilidade para seu estudo. Para
construir o grafico de uma fung¢ao f(x), podemos determinar os pares (x, f(x)) para
alguns valores de x € dom(f). O grafico de uma funcao f é, muitas vezes, uma curva
do plano, que podera ser desenhada com mais perfeicao quanto maior for o nimero

de pontos empregados e quanto mais proéximos estiverem entre si.

Exemplos 1. Seja f(x) =—x+ 2 para x € [-1, 3].
Podemos inicialmente determinar uma tabela de valores dos pares (x, f(x)) e situa-

los no plano R? :

x [ f)

-1

0

05| 1,5

1 1
0
-1

22



2 Fungoes

A :\

fig.2.2 — Representagao grafica da reta

Observamos que a fungao g(x) = —x+2 (definida em todo R), apesar de ter a mesma
expressao da fungao f(x) anterior, difere desta porque seus dominios sao distintos. O
dominio de f, que é o intervalo [—1, 3] esta contido no dominio de g que é a reta toda.
Assim, podemos dizer que g(x) = f(x) se x € [-1,3]. Para expressar situacoes deste
tipo dizemos que a fun¢ao f é uma restricao de g ao intervalo [-1, 3].

2. Seja f(x) = x2, o grafico da restrigao de f ao intervalo [~2,2] é uma parébola

fig 2.3-Graéfico da parabola definida por f

O grafico de uma fungao é muito util para o estudo de suas propriedades pois
sintetiza-as numa figura, e vice-versa, o estudo de uma func¢ao fornece elementos
que facilitam a construcao de seu grafico, além de dar informagoes precisas sobre o
mesmo.

Um dos objetivos deste curso é fornecer os elementos que relacionam as fungoes
e seus graficos e que facilitam as suas construgoes sem a necessidade de desenha-los
ponto-a-ponto como ¢ feito num computador.

Observamos que nem todas as fungoes reais podem ter seus graficos desenhados

(vide Exemplo 6).
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Exercicios: 1. Verifique quais das rela¢des nos dao y como funcao de x; Determine
seus dominios e imagens.

a) y=x>-1

b) y= |x3 -3

N
el
(%)
on
@]
(@)
()
o
[72)
QQ
=
[N
jmp]
(@)
o]
[72)
o,
jo5]
%)
[72)
()
QQ
c
=.
=}
-
(¢
7]
—
c
o)
0
(@]}
)
7]

2.3 Funcoes Elementares

Fungao elementar é aquela que pode ser representada por uma tnica férmula do

tipo v = f(x).
As fungoes elementares podem ser classificadas como fungoes algébricas e fungoes

transcendentes. As fun¢oes algébricas incluem as seguintes:

Fungdes polinomiais
Uma fungao polinomial é da forma

n
P(x)=apx" + a1 x" 4 ax" 2+ +a, x+a, = > a;x
i=0

n—i

onde, a;,i=0,1,2,...,n, sao constantes reais denominadas coeficientes e n € IN é o grau
do polinémio P(x) se ay # 0.

Uma fungao polinomial é definida para todo x € R, isto é, dom(P) = R. Por outro
R sen éimpar

lado, Im(P) = )
R* se n é par
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Exemplos: Polindomio de grau 1
P(x)=ax+b

Um polindmio de graul é também chamado de fungdo linear uma vez que seu grafico
¢ uma reta cujo coeficiente angular é a e que intersepta o eixo-y no ponto b.
Lembramos que o coeficiente angular de uma reta é o valor da tangente do angulo
a formado pela reta e o eixo-x:
a=tga

Ainda, se b = 0, a fung¢ao linear se reduz a y = ax que é uma reta passando pela origem.
Se a = 0, a fungao linear se reduz a fungao constante f(x) = b, que é uma reta paralela

a0 eixo-X.

¥
b
fix}=ax+b
a
; 0 X X
el a-tga <0
¥y
¥
1T fpeb
fixj=ax
N .
o % "o %
a=
a=tgox

fig 2.4-Polindmio de primeiro grau (equacao da reta)

Se o angulo «a ¢é tal que 0 < @ < 7, entdo a reta é crescente pois seu coeficiente
angular é positivo: tga > 0;
Se o angulo «a é tal que £ < a < 7, entdo a reta é decrescente pois seu coeficiente
2

angular é negativo: tga <0;
s
2 ’
pois tg7 nao esta definida.

Se a = %, areta é perpendicular ao eixo—x e, neste caso, nao é dada por uma funcao
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Polinbmio de segundo grau
f(x)=ax*+bx+c; (a=0)

Um polinémio de grau 2 também é chamado de fungdo quadratica e seu grafico é uma
pardbola.

i) fix)

a<0

fig. 2.5-Funcoes quadraticas

Os pontos onde a curva corta o eixo-x sao denominados raizes da equagdio e sao
obtidos quando f(x) = 0. Uma funcao quadratica tem, no maximo, 2 raizes reais

distintas x; e x,, que sao dadas pela formula de Baskara:

b+ Vb2 -4ac

Xi= 2a

Polinébmio do terceiro grau Um polindomio de grau 3 tem a férmula geral dada por:
f(x)=ax®+bx*+cx+d

Um polinémio de terceiro grau tem, no maximo, 3 raizes reais distintas e um método
para determina-las foi desenvolvido por Cardano e apresentado por Tartaglia (vide
[1],[2],[3]).-Observamos que se o polindomio é de grau maior que 3 entdo, nao existe

um meétodo geral para determinar suas raizes.
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¥ y ' y

/ \_/ e
% 0% X \ %

1 raiz real e 2 complexas . o
3 raizes reais distintas 3 raizes rais iguais

axl

=

x

flg=ax’

fig.2.6-Polindmios do terceiro grau

2.3.1 Funcgodes racionais
Uma funcao racional é definida como o quociente entre duas fungoes polinomiais

P(x)  apx"+a;x" ' +apx" 2+ . +a, x+a, | Ligax"

Q) ~ X"+ by T o T ot by x by X b

flx) =

O dominio de uma funcgao racional é todo R menos as raizes do polindmio denomi-
nador Q(x), isto é,
dom(f)=R—-{xeR | Q(x) =0}.
x* é raiz de f(x) se, e somente se, P(x*) =0 e Q(x*)=0.
Exemplo
a

fx)= o

Neste caso, dom(f)=IR—{0}.

A

y ¥

a=0 a<i

/ }-H
fig.2.7-Gréficos da funcao racional f(x)= a
X

ooy
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2.3.2 Funcodes irracionais

Dizemos que uma funcao real f é irracional quando a variavel independente x

aparece na formula de y = f(x) com expoente racional.

Exemplos: a) fi(x)=vx e fo(x)=—x

y=+‘|.-"'x_

oy

y=-V¥

fig.2.8-Graéficos das fungdes racionais

b) f3(x) = x3 com x €[-8,8]:

- - T ———
M

fig.2.9-Grafico de x3

Q) falx) = 2L

x2+1

2.3.3 Distancia entre dois pontos do plano R?

A distancia entre dois pontos quaisquer do plano é o comprimento do segmento
de reta que os une. Vamos deduzir uma féormula para o calculo desta distancia em
funcao das coordenadas dos dois pontos:

Sejam P;(x1,9;1) e P,(x,,v,), a distancia entre eles d = P, P, pode ser calculada, usando
o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo de vértices P;, P, e V da fig. 2.10.
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y‘ﬂ
P
2
yz
d
1]
Y v
0 K,I :-:2 M

fig.2.10-Distancia entre dois pontos do plano

Assim,

2 2 2 2
A*>=PP, =PV +PV =|p -9 +lxr—x1

ou

4= w2 -0 P + (1 x1)?

Exemplos: 1) Sejam P;(1,1)e Py(2,0), entiod = PP, = /(2-1)2+(0-1)2=V2
2)Se P, =(0,0) e P, = (a,b) = d = Va? + b? que é a férmula da distancia da origem
a qualquer ponto P(a,b) do plano.

Observagao: Se f é uma funcao, entdo podemos formar a equagao [F(x,y) =y — f(x) = 0]
cujo grafico € o mesmo da funcao y = f(x). Entretanto, existem equacoes do tipo

F(x,y) = ¢ que nao sao obtidas de uma funcao y = f(x). Por exemplo a equagao
221yt = d?
que, geometricamente, significa o quadrado da distancia do ponto (x,y) a origem

Todos os pontos (x,y) que satisfazem a equacao estao a uma distancia fixa d da

origem e portanto, formam uma circunferéncia de centro na origem e raio d
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W

fig.2.11-Circunferéncia de centro na origem e raio d

Exercicio: Determinar a equagao da circunferénciaz de centro no ponto (2,-1) e
raio 3.

Solugao: basta determinar todos os pontos (x,y) que distam de (2,-1) de 3, isto é,

3= Jx- 2P+ (r 412 = (=27 + (p+ 1) =9
De uma maneira geral, podemos dizer que a equagao
(x=a) +(p-b)? =12

é a equacao de uma circunferéncia de centro no ponto (a,b) e raio r.

2.3.4 Funcodes Transcendentais

Como fungoes transcendentais vamos estudar neste capitulo, as fun¢oes trigono-

métricas e posteriormente as fungdes exponencial e logaritmo.

Funcoes Trigonométricas Suponhamos dados os eixos coordenados e um certo an-
gulo «a (fig. 2.12)

30



2 Fungoes

M F
p p
v ¥
r :-,r1
o o
o . 0 X X "

fig.2.12-Angulo

Seja (x,v) = (0,0) um ponto qualquer da reta que determina o angulo, entao a dis-
tancia de (x,y) a origem é dada por r = y/x? + y2. Definimos

y y
seno @ = = = ———
r Jx2 12

x X
€0SSeno @ = — = ——
Vamos mostrar que o valor do seno a nao depende da escolha do ponto (x,y) sobre a
reta que determina a. De fato, seja (x,y;) um outro ponto sobre a mesma reta, entao

existe um namero c # 0 tal que x; =cxey; =cy.

Portanto,
c
= - 223’ 7.7 23’ ;- senoa
\/xf+y12 Veix2+c2y? (x2+y
Analogamente para o cosseno a.
Variacées do seno a e do cosseno a Se o ponto P(x,v)

estd no primeiro ou no segundo quadrante entao y > 0;
Se o ponto P(x,y) esta no terceiro ou quarto quadrante entao y < 0;
Se o ponto P(x,y) esta no primeiro ou no quarto quadrante entao x > 0;

Se o ponto P(x,y) esta no segundo ou no terceiro quadrante entao x < 0.

Definicao 3. Seja 1t a drea de um circulo de raio 1. Vamos escolher como unidade de dngulo
aquela cujo dngulo raso mede 1 vezes esta unidade. Tal unidade de dngulo é chamada

radiano.

Vamos calcular o valor do seno a e do cosseno a para alguns angulos:
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a | seno a | cosseno a
0 0 1
T 1 V3
6 2 )
n V2 V2
i ) )
n V3 1
3 ) 7
T 0
TC 0 -1
3
K 0

Proposicao 6. Para qualquer dngulo a tem-se

(a) cosseno a =seno (a +7%)

(b) seno a = —cosseno (a +5)

Prova: Seja P(x,y) um ponto qualquer do plano e a o angulo determinado pela
reta OP e o eixo-x.Consideremos um ponto Q(xy,y;) tal que o angulo determinado
pela reta OQ seja (a + 5). Suponhamos também que \Jxi+yi = W, isto é, as
distancias de P e de Q a origem sao iguais. Logo, os triangulos OPA e OQB sao iguais
(veja fig. 2.13) e portanto, x =y; e y = —x;.

¥

fig.2.13-Angulos complementares

Entao,

X Tt
4 =seno(a + =)

AT

cosseno o =

232 > = B S —cosseno(a + g)
VIR i+

Definicao 4. Para todo x € R podemos associar um niimero que é o seno de x radianos

Seno a =

e denotamos esta fungdo por senx. Analogamente, temos uma fungdo que associa a cada

nuimero real o cosseno do dngulo de x radianos: y = cos x.
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A
1
SEN ¥
CoE ¥
1]
&l
2
-1

fig.2.14-Grdficos das fungoes senx e cosx

Definicao 5. Definimos ainda
senx

tgx =

COS X

denominada fungao tangente e definida para todo x€ IR com x # i(zn;l)n, n€N.

E 8

v

w

h_'l| =2
L]
I‘\.'l|=!

fig.2.15-Grdfico da fungdo tangente

1
CoS X

denominada fungao secante e definida para os valores de x tais que cosx # 0 &< x #

2n+1
i( n; )n,nEIN.

SeCX =
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}.-Jll.

ka|=1
[
ka=1
o
ra|=
W

fig.2.16-Grifico da fungao secante

1
senx

cossecx =

denominada funcao cossecante e definida para valores de x tais que senx# 0 &= x #
0,7, £27, ...

¥t

ral=1
=)
tal=a
=1
wa
W

fig.2.17-Grdfico da fungao cossec x

COS X

COtg X = senx

denominada funcao cotangente e definida para valores de x# 0, +7, £211, ...
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v4

m| =2
ml =

fig.2.18-Grdfico da fungao cotg x

Um resumo do significado geométrico das fungoes trigonomeétricas pode ser visto
na Figura 2.19 onde a semi-reta que determina o angulo esta no primeiro quadrante
(0 <x < m/2). Os sinais das fun¢oes dependem da posicao do ponto P. Por exemplo, se
P estivesse no segundo quadrante, isto €, se 77/2 < x < 17, 0 segmento HC teria direcao

contraria a do eixo-x e, portanto, teriamos cotg x < 0.

M

—

B OM=cos x

==

—_—
OH=5enx

e —
OA=5eC %

e
x OB=cossec X

0 M Q A

w

—
HC= coty x

1
QD= tg

fig.2.19-Esquema geométrico das fung¢des trigonométricas

Exercicio: Faca um esquema geométrico para as funcoes trigonométricas nos de-
mais quadrantes.

Proposicao 7. Para todo x€ R, tem-se

2

sen’x+cos’x=1
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2 Fungoes

sen(x +y) =sen xcos y +sen ycos x

cos(x+£y)=cos xcos Y Fsen x seny

Prova: Fica como exercicio.
Outras fungoes importantes que veremos neste curso sao as fun¢oes exponencial e

logaritmo. Faremos um estudo mais elaborado destas fungoes posteriormente.

2.3.5 Composicao de Funcdes

Sejam u = f(x) e y = g(u) duas fungoes reais
f:A—Be g:B—C

x—u=f(x)e u—y=g(u)

. Se para cada x tivermos u = f(x) no dominio de de g, entao cada x determina um

valor u que determina um valor y.

fig.2.20-Composicao de fungoes

Escrevemos y = g(f(x)), ou simplesmente y = gof que é denominada fung¢ao com-

postadege f.

Exemplos 1. Sejam u = f(x) =cosx e y = g(u) = u®. Entdo, gof é dada pela equagio

2 COS2 X.

Y = (cosx)
E importante observar que a ordem da composicao é significante, isto é, de um

modo geral temos gof # fog. De fato, se tivéssemos

{ yu:ic(gb:l)::c;” =y =fog = f(g(x)) = f(x*) = cos x.
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2 Fungoes

2. Sejam{ p=f=x-1
y=g(x)=Vx+1

gofédadapory:g(f(x)) =/(x3-1)+1 =Vx3.

fog édada pory = f(g(x)) = f(\/—l) (\/x-i-—l) -1

OdomlnlodegofelR+ {x e R;x > 0} e o dominio de fog é {x e R;x > —1}.

Podemos também definir a composta de uma3funga0 com si mesma:
fof(x)=f2(x)= f(f(x) = f(* = 1) = (x* -1) - 15
gog(x) = g*(x) = g(g(x)) =g(Vx+1) = VVx+1+1

entao,

2.3.6 Funcodes inversas

Para definir fung¢oes inversas necessitamos de alguns conceitos preliminares:

Uma fungao f :[a,b] — R, é monétona crescente se
X <xp = f(x1) < f(x2);
f é monodtona nao-decrescente em [a,b] se

x1 <x3 = f(x1) < f(x2);

f é mondtona decrescente em [a,b] se

X <xp = f(x1) > f(x2);
f € mondtona ndo-crescente em [a, b] se

X1 <xp = f(x1) 2 f(x2);
f € biunivoca em [a, b] se

X1 #xy = f(x1) % f(x2),

para todo x; e x, do intervalo [a, b].
Observamos que uma fungao crescente ou decrescente € necessariamente biunivoca

(mostre!).
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Seja y = f(x) uma funcao biunivoca em [a,b], dizemos que ! é a fungao inversa de
fsex=f"(y),istoé, se

f(fF ') =Li(v)
FHf(x) = L(x)

fof (v
flof(x)

y
X

Observamos que o dominio de f~! é a imagem de f e, reciprocamente, I,,(f~!) =
dom(f). Ainda, nas condi¢oes impostas para a existéncia da funcao inversa, temos

sempre

y=flx) =x=f"(y)

Exemplo 1) Seja y = f(x) = 2x + 1. Temos que f é crescente pois se x; < xp, = 2x1 <
2X1 = 2X1 +1< 2x2 +1= f(xl) < f(xz).
A funcdo inversade f é x= f(v) = % De fato,

(2x+1)-1

@) =fex+1)= =X

Lyl
=2t 1=y

2) Seja y = f(x) = x%. Neste caso, f é mondtona crescente em [0, +c0)’e mondtona
decrescente em (—o0,0]. Entao, se x € [0,+c0), f tem inversa e f‘l(y) =+/¥, com p > 0.
No intervalo (-co,0], a fungdo inversa de y = f(x) é dada por f~1(y) = —/y (verifique!).

Obs.: O grafico de uma fungio inversa x = f~1(y) é simétrico ao da fungao y = f(x),

em relacdo a reta y = x.

A
}f‘ F

w
ooy

-Vx

fig.2.21-Os graficos das inversas sao simétricos em reagao a reta bissetriz
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2 Fungoes

3) A fungdo y = senx é monotona crescente no intervalo =* < x < 7 e sua inversa,
neste intervalo, é x = sen'y, -1 <y < 1. A fungio sen~'y significa "dngulo cujo seno
¢ v" e geralmente, é denotada por x = arcsiny (arco cujo seno € y). Para constrir o
grafico desta fun¢ao inversa basta desenhar uma fung¢ao simétrica da fungao y = senx,

em relacdo a reta y = x.

yﬂ
1

|
o
o
]
|
1
1
|
1
1
|
/
]
¥

L
Py
L

-1

S

!
! -x
G iy S

arcsen x

fig.2.22-Graéfico da funcao arcsenx

Lembramos que

) = arcsenx & seny = Xx,

considerando-se as limitagoes paraxe p .
Exemplos: a)sens =1« 7 =arcsenl
b) sen t =0 &= w =arcsen 0

Exercicios 1- Determine as fung¢des inversas das demais fung¢oes trigonomeétricas.
2- Seja f uma funcao periddica de periodo p, isto é, f(x+p) = f(x) e, suponhamos
que f admite uma inversa f~! num intervalo maximal (p;,p,), isto é, p, —p; = p.
Mostre que f ~!pode ser extendida a toda reta como uma funcio periédica de periodo
dado por |f‘1(p2) —f‘l(p1)| (Veja figura 2.22).
4)Sey=a*comx€Rea=1, entdo sua inversa € x = log, v
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=1]

fig.2.23-Funcgdes exponencial e logaritmo

y=a"<x=log,y

2.3.7 Operac¢des com fungoes
Sejam f e g funcOes reais definidas no intervalo [a, b]. A funcao h = f + g é definida

em [a,b] por
h(x) = f(x)+ g(x), para todo x € [a, b]

A fungao h=fg ¢é definida por

h(x) = f(x)g(x), para todo x € [a, ]

Analogamente, definimos h = f + g = § por:

_f®)
h(x) = ﬁ’ para todo x € [a,b], com g(x) =0

Exemplo Sejam f(x) = x> -1 e g(x) = x+ 1. Entao,

f(x)—g(x):xz—x—2;
f(x)g(x) =x3+x?—x-1;
flx) _
M =x-1
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Uma funcao f : R — R é par se, para todo x € R, temos

Assim, o grafico de uma fungao par é simétrico em relagao ao eixo-y.

Uma funcao f : R — IR é impar se, para todo x € R, temos

Exemplos 1) A fungao f(x) = cosx é uma funcao periodica e par.

De fato, temos que cos(x + 27t) = cos x cos 27t — senx sen2m = cos x, ou seja, f é perio-
dica com periodo 27. Ainda,

cos(—x) = cos(0 —x) = cos 0cos x + senOsenx = cosx = cosx é par.

Analogamente, podemos mostrar que a fungao f(x) = senx é impar, periddica e de
periodo 27 (mostre!).

Verifique que a fungao h(x) = senxcos x é periddica e impar.

2) A funcao f(x) =x" é par se n € IN é par e, é impar se n é impar.

3) A funcao f(x) = |x| é par.
Exercicios 1. Calcule os pontos de intersecgao entre as curvas dadas pelas fungoes
f)=lx-1] e glx)=x" -1

2. Determine as equagoes das retas que passam pelo ponto P: (1,—-1). e sejam:
a) paralela a reta y = 2x + 1;
b) perpendicular a reta y = 2x + 1.

3. Calcule a equagao da reta que passa pelos pontos das intersecgdes das parabolas
p=—(x-x*) ep=x-1

4. Determine a equagao da curva cujos pontos distam do ponto (2,1) de 5.
5. Mostre que:

a) sen2x = 2senxcosx

2 2

)
b) cos2x = cos“x —sen“x = 2cos?x—1=1-2sen?x;
)

tg?x =sec’x—1;

d) tg(x +y) = Esat.

C
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6. Mostre que todas as fungdes trigonométricas sao perioddicas e determine seus

periodos.

7. Se f(x) é impar e g(x) é par, mostre que
a) h(x) = f(x)g(x) é impar;

b) h(x) = f(x)f (x) & par;

¢) h(x) = g(x)g(x) € par.

8. Verifique em que condicdes a fungao f(x) = x" + k, ne IN, é par

42



3 LiMITES E CONTINUIDADE

Acgores

“Infinidades e indivisibilidades transcedem nossa compreensao finita, as primeiras
devido a sua magnitude, as Gltimas devido a sua pequenez; imagine como sao

quando se combinam”.

Galileu Galilei como Salviati em Dialogos sobre duas novas ciénciasﬂ

10 leitor interessado pode consultar o importante texto de Eli Maor-e: A Histéria de um Nu-
mero(Edit. Record, 2003)
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3 Limites e Continuidade

3.1 Introducéo histérica [4]

"O conceito de limite constitui um dos fundamentos do Calculo, uma vez que para
definir derivada, continuidade, integral, convergéncia, divergéncia, utilizamos esse
conceito. A sistematizacao logica do Calculo pressupoe entao o conceito de limite.

Entretanto, o registro histdrico ¢ justamente o oposto. Por muitos séculos, a nogao
de limite foi confundida com idéias vagas, as vezes filosoficas relativas ao infinito
- nameros infinitamente grandes ou infinitamente pequenos - e com intui¢oes ge-
ométricas subjetivas, nem sempre rigorosas. O termo limite no sentido moderno é
produto dos séculos XVIII e XIX, originario da Europa. A defini¢ao moderna tem
menos de 150 anos.

A primeira vez em que a idéia de limite apareceu, foi por volta de 450 a.C., na
discussao dos quatro paradoxos de Zeno. Por exemplo, no primeiro paradoxo - a
Dicotomia - Zeno discute o movimento de um objeto que se move entre dois pontos
fixos, A e B, situados a uma distancia finita, considerando uma seqiiéncia infinita de
intervalos de tempo - Ty, T1, T,... - cada um deles sendo o tempo gasto para percorrer
a metade da distancia percorrida no movimento anterior.

Analisando o problema, Zeno concluiu que dessa maneira o mével nunca chegaria
em B. Aristoteles, 384 - 322 a.C., refletiu sobre os paradoxos de Zeno com argumentos
filosoficos. Para provas rigorosas das formulas de determinadas areas e volumes,
Arquimedes encontrou diversas somas que contém um namero infinito de termos.
Na auséncia do conceito de limite, Arquimedes utilizava argumentos denominados
reductio ad absurdum (reducao ao absurdo).

Determinar valores exatos para areas em regioes limitadas por curvas é também
um problema fundamental do Calculo. Este é chamado frequientemente problema
da quadratura - determinacao de uma area - e, relacionado com ele, o problema da
cubatura, isto é, da determinacao do volume de um sélido limitado por superficies.
Todos esses problemas conduzem as integrais.

Johannes Kepler, astronomo famoso, era um dos mais envolvidos com problemas de
cubatura. Bonaventura Cavalieri desenvolveu uma teoria elaborada nas quadraturas.
Outros, tais como Evangelista Torricelli, Pierre de Fermat, John Wallis e St. Vincent
de Gregory, planejaram técnicas de quadratura e/ou de cubatura que se aplicavam
a regioes ou a sélidos especificos. Mas nenhum deles usou limites. Os resultados
estavam quase todos corretos, mas cada um dependia de uma argumentacao nao al-

gébrica, recorrendo a intuicao geométrica ou filosofica, questionavel em algum ponto
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critico. A necessidade para os limites era justa, mas nao reconhecida.

Isaac Newton, em Principia Mathematica, seu maior trabalho em Matematica e
Ciéncia, foi o primeiro a reconhecer, em certo sentido, a necessidade do limite. No
comeco do livro I do Principia, tentou dar uma formulagao precisa para o conceito do
limite. Ele havia descoberto o papel preliminar que o limite teria no Calculo, sendo
essa a semente da definicao moderna. Infelizmente, para a fundamentacao rigorosa
do Calculo, durante muitas décadas, ninguém examinou as sugestoes que Newton
havia fornecido.

Durante o século XVIII, uma aten¢ao muito pequena foi dada as fundamentacoes
do Calculo, muito menos ao limite e seus detalhes. Colin Maclaurin defendeu o trata-
mento dos fluxos de Newton, mas reverteu ao século XVII, com argumentos similares
ao de Fermat que somente Arquimedes ocasionalmente tinha usado. Apesar de suas
boas intengoes, Maclaurin deixou passar a oportunidade de perceber a sugestao de
Newton sobre limites.

D’Alembert era o Gnico cientista da época que reconheceu explicitamente a cen-
tralidade do limite no Calculo. Em sua famosa Encyclopédie, D’Alembert afirmou
que a definicao apropriada ao conceito de derivada requer a compreensao de limite
primeiramente. Em termos gerais, D’Alembert percebeu, que a teoria dos limites era
a "verdadeira metafisica do Calculo".

Em 1784, a Academia de Ciéncias de Berlim ofereceu um prémio para quem expli-
casse com sucesso uma teoria do infinito pequeno e do infinito grande na matema-
tica e que pudesse ser usado no Célculo como um fundamento légico e consistente.
Embora esse prémio tenha sido ganho por Simon L'Huilier (1750 - 1840) pelo seu
trabalho "longo e tedioso", este nao foi considerado uma solugao para os problemas
propostos. Lazare N. M. Carnot (1753 - 1823) prop6s uma tentativa popular de expli-
car o papel do limite no Calculo como "a compensagao dos erros"”, mas nao explicou
como estes erros se balangariam sempre perfeitamente.

Ja no final do século XVIII, o matematico Joseph-Louis Lagrange - o maior do seu
tempo - tinha elaborado uma reformulagao sobre a mecanica em termos do Calculo.
Lagrange focalizou sua atengao nos problemas da fundamentagao do Calculo. Sua
solucao tinha como destaque "toda a consideracao de quantidades infinitamente pe-
quenas, dos limites ou dos fluxos". Lagrange fez um esforco para fazer o Calculo
puramente algébrico eliminando inteiramente os limites.

Durante todo o século XVIII, pouco interesse em relagao aos assuntos sobre a con-

vergéncia ou a divergéncia de sequéncias infinitas e séries havia aparecido. Em 1812,
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Carl Friedrich Gauss compo0s o primeiro tratamento rigoroso de convergéncia para
sequiéncias e séries, embora nao utilizasse a terminologia dos limites.

Em sua famosa teoria analitica do calor, Jean Baptiste Joseph Fourier tentou definir
a convergéncia de uma série infinita sem usar limites, mas mostrando que, respeita-
das certas hipodteses, toda fungao poderia ser escrita como uma soma de suas séries.

No comec¢o do século XVIII, as idéias sobre limites eram certamente desconcertan-
tes.

Ja no século XIX, Augustin Louis Cauchy estava procurando uma exposicao rigoro-
samente correta do Calculo para apresentar a seus estudantes de engenharia na Ecole
Polytechnique de Paris. Cauchy comecou seu curso com uma definicao moderna de
limite. Em suas notas de aula, que se tornaram papers classicos, Cauchy usou o limite
como a base para a introdugao precisa do conceito de continuidade e de convergén-
cia, de derivada, de integral. Entretanto, a Cauchy tinham passado desapercebidos
alguns dos detalhes técnicos. Niels Henrik Abel (1802 - 1829) e Peter Gustav Lejeune
Dirichlet estavam entre aqueles que procuravam por problemas delicados e nao in-
tuitivos.

Entre 1840 e 1850, enquanto era professor da High School, Karl Weierstrass deter-
minou que a primeira etapa para corrigir esses erros deveria comecar pela definicao
de limite de Cauchy em termos aritméticos estritos, usando-se somente valores abso-

lutos e desigualdades".

3.2 Sequéncias e Assintotas

Seja f :IN — IR uma funcao definida no conjunto dos naturais. Tal funcao é deno-
minada sequéncia e denotada por f(n) ={x,},cn-

“Uma sequéncia é convergente para x*, e escrevemos X, — x*, se X, se aproxima
de x* quando n for muito grande” - Esta frase, do ponto de vista de um matematico,
esta longe da exatidao que ele busca quase sempre, pois palavras como “se aproxima”
ou “muito grande” podem ser consideradas mais subjetivas que deterministicas. A
defini¢ao formal do que se convencionou chamar limite de uma sequéncia é obtida

fazendo-se a tradugao de tais palavras:

Definicao 6. Uma sequéncia é convergente para x* e escrevemos x,, —> x* se, para cada

niimero positivo € existe um niimero natural ny tal que, se n > ny entdo |x, — x*| <€.

Notagao: lim,_,,, x, = X" ou x,, — x*. Dizemos que x* é o limite de {x,},cn -
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Exemplos 1) Seja {x,},en = {1 + %}neIN'

Vamos mostrar que x,, — 1.
De fato, para cada €> 0 arbitrario, basta considerar o namero natural ny > é e
_ 1 _1 1 1
teremos |x, — 1| = ‘(1 "'E)_l' = - Logo,sen>ny— 3 < 75 <€,0que completa a
prova.

Em palavras, 1 + % se aproxima do valor x* =1 quando # cresce.

2) Seja {x,),.en = { (-1)" %}%N = {—%, 2.3 (1) T}

Vamos mostrar que {x,,},.p Nao converge.

Suponhamos (por absurdo) que (-1)" - seja convergente, isto ¢, (-1)" -2 — x*

. Entdo, se considerarmos €= 3, deve existir um namero natural 1, tal que se n >

ny devemos ter|(—1)” do—x'<le também'(—l)”+1 il _xf< 1.
Por outro lado, temos
‘(_1)n+1n+1_(_1)n n ‘:|(_1)n| n+l n ‘: 2n? +4n+1 S 2n% +4n+1
n+2 n+1 n+2 n+l (n+2)(n+1) n?+3n+2

para todo n € IN pois
2n’+4n+1| 2n’+4n+1
TRy ) Y e 2t An+ 1> P43 42 = n24n> 1
n?+3n+2 n?+3n+2

o que é verdadeiro para todo n > 1.

Entao, teremos

+1 +1
R e B e e
+1 1 1
<(—1)"+1”——x*+}(—1)” AP [P
n+2 n+1 2 2

Estas duas desigualdades levam a uma contradicao e, portanto, a sequéncia nao con-

verge.
A (= , . ,
Observe que a subsequéncia {x,},c, = { m}nep, onde g € o conjunto dos numeros
* A . s n
pares, converge para x* = 1 e a subsequéncia dos impares {— m}ne£ converge para

x* = -1 (mostre!).
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v

fig.3.1-A sequéncia (—1)" ;15 é divergente

Para uma funcao f : R — R podemos também definir o limite no infinito de modo

analogo ao definido para sequéncias:

Definicao 7. Dizemos que L é o limite de f(x), quando x tende a +oco se, dado um valor
arbitrdrio €> 0, podemos determinar um niimero real positivo M, tal que se x > M entdo
|f (x)—L|<e.

Notagdo: lim,_,, f(x)=L
Exemplos 1) Seja f(x) = ZXX—”, vamos mostrar que lim,_,,, f(x) = 2.

E necessario provar que para todo €> 0, a seguinte desigualdade sera verdadeira

2x+1
X

-2

<e

desde que se tenha x > M, onde M é determinado com a escolha de €.

Temos que |2xT+l - 2| = H e portanto, |% - 2| <€ —= |%| <€ que é verdadeiro para
todo |x| > é = M. Entao, dado um &> 0 arbitrario, para todo x € R tal que |x| > é =M,
tem-se que |f(x) — 2| <e.

Observagao: Quando temos lim,_,, ., f(x) = k, dizemos que a reta y = k, paralela ao
eixo-x, € uma assintota horizontal da funcao f ou que a funcao f se estabiliza no ponto

v=k.
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}f.ﬂ
Z+E
i ¥=2
-z M
_1\ H}

fig.3.2-A funcéo f(x) = 2t é estavel no ponto x=2

De modo analogo podemos definir uma assintota vertical x = k , de f(x) quando

lim f(x) = o0
x—k
significando que quando x se aproxima do valor k, o valor da fungao |f(x)| cresce sem

limitagao. Em outras palavras,

Dado um valor arbitrario M > 0, existe um valor 0 > 0 tal que se |x —k| < 0 entao |f(x)|>M

Exemplo Seja f(x) = % e consideremos k = 0. Dizer que x — 0, significa que x pode
se aproximar de zero tanto quanto se queira e, quanto mais proximo |x| estiver de zero,
maior sera o valor de H Ainda, os valores de |%| nao sao limitados. Por exemplo, seja
M =10000, entao basta considerar 6 = 101W e teremos |f (x)| = |}—C| > 10000 = M desde
que |x— 0] = |x| < 101W'
Logo,.
1

lim — =0
x—0 X

Podemos observar que se x se aproxima de zero por valores positivos, entao % é tam-
bém positivo e crescente. Se x se aproxima de zero por valores negativos, entao % é
também negativo e decrescente. Este fato pode ser denotado por
.1 e
lim — = +oco (limite a direita)
x—0t X

.1 TN
e lim —=-oco (limite a esquerda)
x—0" X
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3 Limites e Continuidade

De qualquer maneira, x = 0 € uma assintota vertical da fungao f(x) =

e

1
fig.3.3 - Assintotas da funcao f(x) = o

Propriedades dos limites infinitos

1. Se lim,_,, f(x) = 400 e lim,_,, g(x) = k, entao

a) lim,_,,[f(x) + g(x)] = +o0
00 k>0
b) lim,[f(ga] = £ 0% 7

Se k =0, é necessario uma analise mais apurada.

2. Se lim,_,, f(x) = —o0 elim,_,, g(x) =k, entao
a) lim, [ f (x) + g(x)] = o0

—00 k
by lim, ol fgtl= { % 7

P(x)
Qx)
P(x)=) ;o ax" K = agx" +a x" 1 + ... +a,; comag=0
Qx) =Y 1l bx™ kK = box™ + byx™ 1 + ...+ b,,; com by =0.

Entao,

3. Seja f(x) uma func¢ao racional, isto é, f(x) = onde

0 se n<m;

a9 —
s€e n=m

lim f(x)= bo
X—%co +o00 se [n>meagby>0]

—co se [nm>meagby<0]

4) Tlim_ f(x) = 0 = lim,_ 7 = 0.
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3 Limites e Continuidade

O comportamento de uma curva para pontos “distantes” da origem nos leva ao

estudo das assintotas cuja defini¢ao mais geral é dada por:

Definicao 8. Seja y = f(x) uma curva do plano e P(x,y) um ponto arbitrario desta curva.
Seja d a distdncia deste ponto P a uma reta r. Dizemos que esta reta r é uma assintota d

curva se d— 0 quando P— oo. Em outras palavras, para todo €> 0, existe M>0 tal que d<e
se \/x2+ 9% > M.

Por esta defini¢ao, é claro que se lim,_,, f(x) = oo entdo a reta vertical x =4 é uma

assintota a curva y = f(x).

Proposicao 8. A reta y = ax + b é uma assintota da curva y = f(x) se, e somente se,
lim, . [f(x)—ax—-b]=0

Esta proposicao segue imediatamente da definigao.

Agora, se y = ax + b € uma assintota da curva y = f(x), podemos determinar as

constantes a e b da seguinte forma:

X—00 X—00 X X X—00 X X

lim [f(x)—ax—b] =0 < lim XIM_LI—El:O:} lim lm—a—klzo

—

limM—

Xx—oo X

Conhecendo o valor de a podemos determinar b tomando

b:;i_)m [f(x)—ax]

Se um dos limites nado existir entdo a curva nao admite uma reta como assintota.

Também é claro que se a = 0, a reta assintota sera horizontal se lim,_,, f(x) = b.

, 2
Exemplo 4. Encontrar as assintotas da curva y = *5.

Solugao: (a) Temos que

L X“+x

lim = +00
x—1+t x—1

X% +x

lim = —00
x—1- x—1
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3 Limites e Continuidade

Entao, x = 1 é uma assintota vertical.

(b) Para se ter assintota inclinada ou horizontal é necessario (mas nao suficiente)
que lim, . ’;2_—+1x = +00 , que € este caso, uma vez que o grau do polindomio P(x) =
x% + x é maior que do polindmio Q(x) = x—1.

Se tiver assintota inclinada ou horizontal y = ax + b, seu coeficiente angular a sera

) x?+x\1 . o xP+x
a= lim — = lim =1
xotoo\ x—1 Jx x5+0x2—x
e a constante b é dada por:
. x?+x . 2x
b= lim —x|[= lim =2
X—>+oo| X — X—>+o00 X —

: , 4 . . 2
Assim, y = x + 2 é uma assintota inclinada da curva y = <.

Para investigar a posi¢ao da curva em relagao a assintota toma-se a diferenca

2
] 2
s=(% i —(x+2)=
x—1 x—1

Temos, 0 >0 x> 1.

Y=+

fig3.4-A curva e suas assintotas
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3 Limites e Continuidade

3.3 Limites

Defini¢ao 9. Dada uma fungdo real f e os niimeros a e L, dizemos que L é o limite de f(x)
quando x tende ao valor a, se para cada niimero positivo € existe um niimero positivo O tal
que a distancia de f(x) a L é menor que € quando a distancia entre x e a é menor que 0.Em
outras palavras, a fungdo se aproxima de L quando a varidvel independente x se aproxima

de a.

Notagao: lim,_,, f(x) = L ou, abreviadamente, f(x) — L quando x — a.

A definicao em si mesma deve ser interpretada como um teste, ou seja, quando
dado um qualquer nimero positivo ("arbitrariamente pequeno") que chamamos de
€, o teste consiste em encontrar outro namero positivo 6,de modo que f(x) satisfaca
(L—€) < f(x) < (L+ €) se x estiver no intervalo (a—9,a+9).

Uma maneira formal de escrever esta defini¢ao é

limf(x)=Le=VYe>0,36>0tal que |f(x)-L| <€ se [x—a| <

X—a

Geometricamente, a defini¢ao nos garante que se €> 0 é dado, podemos encontrar
um 6 > 0 de modo que o grafico da funcgao f esteja contido no retangulo limitado pelas

retasx=a-9,x=a+0,y=L-€ey=L+e (VejaFig. 3.5)

fig.3.5-Limite de uma func¢ao
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3 Limites e Continuidade

Exemplo 5. Seja f(x 1 com x # —1.

Vamos encontrar um valor 6 > 0, tal que |f —l| < 0,01 se |x—1] < 9, ou seja,

—L esteja contlda no retangulo

devemos determinar 6 de modo que a curva f(x
limitado pelasretas x=1-6,x=1+6,y =3 +0, 01 =0,51 e y=5-0,01=0,49.

Quando as retas y = 0,51 e y = 0,49 interseptam a curva determlnamos um inter-

valo I no eixo-x com a propriedade: se x € I, entao f(x) € (0,49;0,51);
1 49 1 51 l-x))=%=0
=0,5l=x;=— e =049 = x,= — = (1=x1)=s57=0
x+1 51  x+1 49 (x,-1)=3%=6,
Agora, se considerarmos 0 = Min(9y,9;) = 51 teremos para todo x € (1-0,1+9),

que |f(x)—%| <0,01.

Devemos observar que, uma vez determinado um 9o, entao para qualquer valor me-

nor que o o resultado continua valido. Assim, se o grafico da fung¢ao esta no retan-

49.
51’

x=1,03;y=0,51; v = 0,49 e portanto, para €= 0,01 podemos tomar 6 = 0,03.

gulox =z7;x = 49,y 0,51;y = 0,49, certamente estara no retangulo menor x = 0,97;

1

Agora, usando simplesmente a defini¢ao vamos mostrar que lim,_,; ﬁ = 3.

Solucao: Temos L = 2 e a = 1 e devemos mostrar que para todo €> 0, podemos

encontrar o > 0 tal que |x+1 | <€ quando 0 <|x—1|<0;

Assim, dado € vamos resolver as equagoes

1
1 5> —€
1 _1 x=(5-€)(x+1)>x=%+—=x
=T =3 € (2 )( ) 1, c 1
=
1 _ 1. ¢ 1 3+€
1= 2 :(§+€)(x+1)='x=l—_€=x2
2

Entao, tomamos o valor 6 como sendo a menor das distancias entre 1 e x; ou 1 e x,

(no caso, 1 — x; < x, — 1). Tomamos

o1 mo1 226 4e
! T+e f+e 1+2€

De uma maneira geral, usando apenas a defini¢ao, é complicado saber o valor do
limite de uma fungao f(x) quando x tende a a. Apresentaremos agora alguns teoremas
que facilitam este tipo de problema. As demonstracdes, entretanto, nem sempre sao

feitas.
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3 Limites e Continuidade

Teorema 1. (Unicidade do limite) Suponhamos que lim,_,,f(x) =Ly e lim,_,,f(x) =

Lz, entao Ll = L2.

Demonstragao: Vamos supor que L; # L, e mostrar que isto é impossivel.
Seja €= %|L1 —L,| > 0 pois estamos supondo que Ly # L,.

desde que lim,_,, f(x) = L;, sabemos, por defini¢ao, que existe 6; > 0 tal que

0<|x—a|<do; = |f(x)—Lq| <€ (3.3.1)
Analogamente, de lim,_,, f(x) = L,, existe 9, > 0 tal que

0<|x—a|<do, = |f(x)—-L,| <€ (3.3.2)
Tomando 6 = Min{d1,9;},teremos as duas desiguldades validas, isto ¢,

O0<|x—a|l<d = |f(x)-Li| <€ e |f(x)—L,|<e
Como Ly —Ly=L; - f(x)+ f(x)— L, temos
IL1 = Lol = |Ly = f(x) + f(x) = Lo| < |Ly = f(x)| +f (x) = Lo

Agora, €= %|L1 - L, < %|L1 —f(x)|+ %|f(x)—L2| < % € +% €=€, ou seja, €<E 0 que €
absurdo. portanto, a suposicao Ly # L, é falsa.

Teorema 2. Seja f(x) uma fungdao constante, isto é, f(x)=c para todos os valores x de seu

dominio. Entdo, para qualquer niimero ac IR, temos

lim, of (x) = c

Este teorema é demonstrado, aplicando simplesmente a definicao de limite a par-

ticular funcao constante (Verifique).

Teorema 3. (limite de uma soma ou diferenga) Se f e g sao duas fungoes com
limy ,of(x)=Ly e lim, ,,8(x)=L,

entao,
limy ,[f(x)£8(x)]=L1 L,
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3 Limites e Continuidade

A demonstracao é bastante simples, seguindo a mesma linha da demonstracao de
unicidade do limite (Mostre!)
Observamos que este resultado pode ser extendido para um namero finito de par-

celas, isto €, se lim,_,, f;(x) = L;

n n n
lim ) ()= ) limfix1=) L
]= = =

A demonstracgao pode ser feita por inducao (Faga!)

Teorema 4. (limite de um produto) Se f e g sao duas fungoes com
lime ,of(x)=Ly e limy ,,8(x)=L,

entao,
limy_,[f (x).g(x)] = L1.L,

De maneira analoga a consequéncia do teorema anterior, podemos afirmar também
que o limite do produto de qualquer niimero finito de fungoes é o produto dos limites de

cada uma das fungao.

Teorema 5. (limite de um quociente ) Se f e g sao duas fungoes com
limy, ,,f(x)=Ly e lim,_,9(x)=L, comL,#0

entao,

, fx)| Ly
llmx_,a l@l = L_2

. 2
Exemplo 6. Vamos mostrar que lim,_,35= = 6.

x=3

. 2
Se considerarmos £ = 2 2
g(x) x-3

o limite do denominador é nulo, isto é, lim,_,3 g(x) = lim,_,3(x—3) = 0.

Observe, no entanto, que F(x) = ’;2__39 = (x_i)_(§+3) =x+ 3 = G(x), para todo x # 3, ou

nao podemos aplicar o teorema anterior uma vez que

seja, F(x) = G(x) exceto no ponto x = 3.Entao, devemos ter lim,_,3 F(x) = lim,_,3 G(x) =
lim,_,5(x+3)=6.
Exemplo 7. Seja x a distancia de um carro, em movimento, em relagao a um ponto fixo.

Esta distancia varia com o tempo t, isto é, x = f(t) . Para encontrar a velocidade num

instante to devemos considerar a distdncia percorrida quando o tempo varia de t a t, isto

¢, d = f(t)- f(to).
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3 Limites e Continuidade

_ f)=f(t

A férmula v, = ) nos da a velocidade média no intervalo de tempo [t,tg]. A

velocidade instantdnea (no instante ty) € dada por

A proposigao anterior pode ser generalizada:

Proposicao 9. Sejam f e g duas fungoes com f(x g(x) num intervalo (a,b), exceto no
ponto x =c € (a,b). Se lim,_,.g(x) = L entdo lzmx_)cf(x)

Exercicios 1. Mostre, usando a definigao que lim,_,; =~ xl — 9

2. Se f(x) = x? , encontre um valor para 6 > 0 de modo que, se 0 < |x—2| < 0 entao
x2-4| <0, 01.

3. Demonstre os teoremas apenas enunciados.

4. Calcule lim,_,, 21 =1 indicando passo-a-passo o teorema aplicado.

5. Mostre que lzmx_)osenx =0.

f(x):{ x2-1 se x<0

6. Seja a fungao

1-xse x>0

Mostre que lim,_,; f(x) = 0.

7. Calcule os seguintes limites

, X positivo

3.4 Continuidade

O Conceito de limite permite definir precisamente o que se entende por continui-

dade de uma funcao.
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3 Limites e Continuidade
Observamos que podemos ter
limx—>x0f(x) = L

mesmo que f nem esteja definida no ponto x Por exemplo, seja

1-—x

f: R={1} >R, definida por f(x)=——

Neste caso, f ndo esta definida no ponto xo = 1 mas lim,_,, f(x)=-2.

Defini¢ao 10. Uma fungdo f : ACIR — IR, é continua no ponto xo € A se lim,_,, f(x)

existe e é igual a f(xq), ou seja,

limx—mof(x) = f(XO)

Assim, uma condicao necessaria para que f seja continua num ponto x é que f esteja

definida neste ponto.

Exemplo 8. (a) A fungao f(x) = 1x‘_x12 ndo é continua no ponto xy =1;

1-x2
se x=1
(b) a fungao f(x) =4 *! € continua em em todo R.
-2 se x=1

Definicao 11. Seja f definida no intervalo a < x < b, o limite lateral a direita lim,_,: f(x) é
definido por

lim X>Xq f(x)
X—X(

ou seja, x tende a x( por valores superiores a x.

Analogamente, definimos o limite lateral a esquerda por

limx_ma f(x) =limx<x, f(x)
X— X0

Observagao: Se a < xo < b, entao lim,_,x f(x) =L limx>xy f(x)=limx<xy f(x) =
X—X( X—X(

L. este resultado decorre da unicidade do limite.

Se f :[a,b] — R, dizemos que f é continua no ponto x = a se

limy_q+ f(x) = f(a)

f é continua em x = b se

limy_p- f(x) = f(b)
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3 Limites e Continuidade

f é continua no intervalo [a, b] se for continua em todos os pontos deste intervalo.

Quando uma fung¢ao nao é continua em x( dizemos que € descontinua no ponto x.

) - % se x=1
Exemplo 9. Seja a fungio f(x)={ &1
I se x=1
Temos que f(x) cresce de modo a superar qualquer nimero real positivo quando x

tende a 1. Portanto,

lim f(x) = f(1) = 1

x—1

Logo, f é descontinua no ponto x = 1.

x+1 se -2<x<0

Exemplo 10. Seja a funcao f(x) =
P J fg:f(){ x2 se 0<x<2

Para analisar o comportamento da fun¢ao na vizinhanga do ponto x = 0, considera-
mos os limites laterais:

lim,_,o- f(x) =lim, ,o-(x+1)=1 e lim, o+ f(x) = limx_>0+(x2) =0.

Logo, nao existe lim,_,; f(x) e portanto, f é descontinua no ponto x = 0.

x2-9
3
Exemplo 11. Seja a fungdo f(x) = X3 SeX¥#
6 sex=3
Neste caso, lim, f(x) = limy_3 “55=) = lim,_s(x +3) = 6 = f(3). Assim, f é

continua em x = 3 e € equivalente a forma g(x) = x + 3 para todo x € R.

A funcao, cujo grafico é a Fig. 3.6, da uma idéia geométrica dos pontos onde se tem

descontinuidade:
}f M

fig.3.6- A funcao f(x) é descontinua nos pontos x1,X,,X3 € X4
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Observamos na figura 3.6 que as descontinuidades de f decorrem de condigoes dife-
rentes:
(a) lim,_,, f(x)=+co e f nem esta definida no ponto x;;
b) lim,_,,, f(x) nao existe pois os limites laterais sao diferentes;
c) lim,_,,, f(x) = L; mas a fungao nao esta definida no ponto x3;
d) limy .y, f(x) = Ly = f(x)

Exemplo 12. A fungao

(
(
(

f(x):{ 1 se xeQ

0 se xel

¢ descontinua em todos os pontos da reta R. (verifique)

Exemplo 13. A fungao
x2 se xeQ
flx)= {

2x—1 se xel

estd definida em toda reta R mas é continua somente no ponto x = 1 (verifique).

Os seguintes teoremas permitem verificar diretamente a continuidade das funcdes

por meio de suas propriedades;

Teorema 6. Sejam f(x) e g(x) fungdes definidas no intervalo [a,b]. Se f e g sao continuas

no ponto x € [a,b], entao

(@) h(x) = f(x) £ g(x) é continua em x ;
(b) h(x) = f(x)g(x) é continua em x;
(c) h(x)= % é continua em xq se g(xg) = 0.

Prova: E uma consequéncia imediata dos teoremas anteriores - De fato, f e g con-

tinuas em x, implicam que

limy .y, f(x)=f(x0) e limy_ .y, g(x)=g(xo)

Entao,

limx—>x0 h(x) = limx—>x0 [f(x) ig(x)] = limx—>x0 f(x) = limx—>x0 g(x) = f(xO) ig(XO)

limx—>x0 h(x) = limx—>x0 [f(x)g(x)] = limx—>x0 f(x)'limx—nco g(x) = f(xO)'g(XO) = h(xo)
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3 Limites e Continuidade

f(x) _ limx—>x0 f(X) _ f(xO)

llmx—>x0 h(x) = llmx—>X0 g(x) - limx_>x0 g(x) - g(xo)

se g(xg) = 0.

Se o ponto X for uma das extremidades do intervalo [4, b] a prova é feita, usando-se

limites laterais.
Teorema 7. Se f(x) é um polinomio, entdo f é continua para todo xe€ R

Prova: (Exercicio) -
Sugestoes: a) Mostre que se f(x) = k (k constante), entao f é continua para todo
xelR;
b) Mostre que f(x) = x",n € IN, é continua para todo x € Re n € IN (use
indugao completa);

c) Use o teorema anterior (partes a e b).

Teorema 8. Se f(x) é uma fungao racional, entdo f é continua em todo intervalo no qual o

denominador nao tem raiz.

Prova: (Exercicio) -

Sugestao: Use os teoremas 1.7 e 2.4

Teorema 9. Sejam f(x) uma fungdio definida no intervalo [a,b], com possivel excessio no
ponto xq € [a,b], e g(x) uma fungao definida na imagem [c,d] da fungdo f. Se g é continua

em Yo € [c,d] eselim,_,, f(x)=yo, entdo

lim g(f(x)) = g(vo)

X—X

ou equivalentemente,

lim g(f(x)) = g lim f(2)

X—X( X—X(

Ainda, se f é continua em xg,entdo F = f o g é continua em x,.

Prova: g continua em y, <=dado €> 0, existe €> 0 tal que |g(y)—g(y0)| <€ se
0< |y —})0| <€*;
lim,_,, f(x) = yo &>dado €"> 0, existe 6 > 0 tal que |f(x)— f(x)| <€" se
<€ se 0 < |x—xp| < O.

0 < |x —xp| < 9, ou equivalentemente, |y -7
Assim, para €> 0 existe 6 > 0 tal que |g(f(x))—g(y0)| <€ desde que 0 < |[x—xg| <

0 = limy ., &(f (%)) = 8(0)-
Agora, se f € continua em x entao yy = f(xg) e lim,_,, F(x) = lim,_,, g(f(x)) =

g[limyx, £ (x)] = g(f (x0) = F(xo).
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gof

fig.3.7-Esquema da demonstragao do teorema

3.4.1 Alguns resultados importantes

Teorema 10. (Valor intermedidrio) Seja f(x) uma fungdo definida e continua no inter-
valo [a,b] e sejam x1, x, € [a,b]. Se f(x1) =p; e f(x,) = v, com y; # y,, entdo para todo

Y € [v1,v,] existe um numero x € [a,b] tal que f(x) =7y.

Exercicio 1. Mostre, com um exemplo, que se a fungdo for descontinua em um ponto de

[a,b] entdo o teorema nao vale.

Teorema 11. (Weierstrass) Seja f(x) uma fungdo definida e continua no intervalo [a, b].
Entao existem dois niimeros m e M tais que f(x1) =m e f(x,) =M para x1,x, € [a,b] e
tal que m < f(x) < M, para todo x € [a, b].

m = minimo absoluto de f(x) em [a,b];

M = mdximo absoluto de f(x) em [a,b].

Este teorema garante pois que se uma funcao for continua num intervalo fechado,

ela assume um minimo absoluto e um maximo absoluto neste intervalo.

Exercicio 2. (a) Mostre que o teorema de Weierstrass é falso se o dominio da f for um
intervalo aberto.
(b) Mostre que o teorema também nao vale se existe um ponto no intervalo [a,b] onde a

fungao é descontinua.

Observamos que este resultado é muito til para resolver problemas de otimizacao
(Cap. IV).

A defini¢ao de continuidade de uma funcao em um ponto pode também ser colo-

cada com a seguinte formulacao:

lim f(xg +h) = f(x9) = lim f(x) = f(xo) (3.4.1)

h—0 X—X
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Proposicao 10. A fungdo f(x)=sen x é continua para todo xe R

Prova: lim,_,gsen(xq+h) = lim;,_,q[sen xqcosh +cos xpsen h] = sen xq [lim,_,gcosh]+
cos xg [limy,_,o senh] = sen x.

Usamos o fato que

}llm(l)sen h =0 (Exercicio 5 de limites) — }lm(l)cosh =1, pois cosh = V1 —sen?h

Como consequéncia do Teor. 8 e da Proposicao temos que a funcao f(x) = cosx

também é continua em todo R.

Definicao 12. Seja f(x) definida em [a,b]. Se f é descontinua em x € [a,b] dizemos que a
descontinuidade é removivel se existir (finito) o lim,_,, f(x). Neste caso, podemos definir

uma fungdo continua g(x) por:

3 f(x) se x=#xq
g(x)—{ limy_x, f(x) sex=xq

Exercicio 3. 1. Mostre que se fl X ,f2 X), ..., fn(x) sdao fungoes continuas em x = x, entdo
as fungoes h(x 1f] ]_[ fj(x) sao também continuas em x,. (Sugestao: use
indugao).

2. Verzﬁque se a fungao f(x)= 3142 3“2 tem descontinuidade removivel no ponto x = 2.

3. Se f(x)=tg x, determine o0s mtervalos da reta R onde f é continua.

4. Mostre que
lim f(x)zL(z)}lin%f(x0+h):L

X—X(

5. Determine os limites

Coxt+3x?—x+1
lim

x—1 x7 —1

lim senv/xcos®x
X—TC

lim tg(sen g)

X—TC
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4 DERIVADA

“Skate”

Foto- http//metropolionline.com.br

“O método de Liebnitz pouco difere do meu, exceto na forma das palavras e dos simbolos”-
Newtor!]

A modelagem matematica com toda sua abrangéncia e poder de sintese, fornecido,
em grande parte, pelas notacOes de Liebnitz de derivadas, é por exceléncia o método

cientifico das ciéncias factuais.

A discussao sobre quem tinha iniciado o Calculo tornou-se bastante exaltada, ndo era apenas uma
questdo de notagdes. Newton recebeu apoio unanime na Gra-Bretanha enquanto, a Europa conti-
nental ficou ao lado de Liebnitz
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4 Derivada

Um dos objetivos praticos de se estudar matematica é poder formular modelos que
traduzem, de alguma forma, processos ou fenomenos da realidade. A formulacao
de modelos consiste, a grosso modo, de um relacionamento entre as variaveis que
atuam no fendmeno. Quando temos uma variavel y dependendo quantitativamente
de uma outra variavel independente x, podemos, muitas vezes, construir o modelo
matematico ou analisar esta dependéncia através das caracteristicas variacionais des-

tas variaveis, ou seja, o modelo é formulado através das variacoes destas grandezas.

4.1 Variacoes

4.1.1 Variagoes discretas

As variagoes discretas sao bastante usadas em dinamica populacional. Seja P o
numero de individuos numa populacao. Considerando que P varia com o tempo ¢,
podemos induzir que P seja uma funcao de t, isto é, P = P(t).

sejam t; e t, dois instantes com f; < t,. entao, a diferenca
AP =P, —P; = P(t;) - P(t;)

é a variagdo total (ou simplesmente variagao) do tamanho da populacao no intervalo
de tempo de t; a t,.

Observamos que se AP > 0 entao a populagao aumenta em quantidade neste inter-
valo e se AP < 0, a populacao decresce. Ainda, se AP = 0, a populagao permanece
inalterada, em tamanho,neste intervalo de tempo.

Para analisarmos com que rapidez o tamanho da populagao varia, devemos levar
em consideragao o tempo transcorrido entre as medidas de P(t;) e P(t5).

Seja At =t, —t; (tempo transcorrido de t; a t,).

A proporgao

AP _ P(t;) - P(ty)

At h-h
mostra quanto a populagao varia por unidade de tempo. Este valor é denominado
variagdo média por unidade de tempo ou taxa média de variagao (ou simplesmente
taxa de variagdo).

Por exemplo, a variagao média da populacao brasileira entre t; =1980 e t, =1991
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4 Derivada

foi de 2,529milhoes por ano. Enquanto que de 1991 a t3 =2010 foi de

P(t;)—P(t;) 190,7-146,8
2010-1991 19

=2,31

Outro tipo de medida de variagao utilizada é a variagdo relativa ou taxa de crescimento
especifico. Esta taxa fornece uma medida de variacao relativamente ao valor inicial
considerado e sua expressao analitica depende do modelo populacional utilizado. Os
casos mais usados para este tipo de taxa sao:

a. Taxa de variacdo média relativa (linear) que é dada por:

AP P(t;)—P(t)

PAt — Pi(ty—ty)

Com os dados das populagoes anteriores, temos

2,529 _ 0,02125 entre os anos 1980 e 1991
119,0

231 0,01573 ent 1991 e 2010
2682 =" entre os anos e .

Observamos que a taxa de crescimento populacional brasileira esta decrescendo, pas-
sando de 2,125%/ano (entre os anos 1980 e 1991) para 1,574%/ano (entre os anos
1991 e 2010).

b. Taxa de variagao malthusiana, proveniente de um crescimento exponencial em

cada unidade de tempo

by —bB=ab
By —P=abPyy

Ponr = Proar—1 = aPra—g

Poat—Pr=a[P+ Py +..+ Pipg1]

Logo,

Pt+At_Pt:aPt[l+(1+a)+...+(1+0()At_1]
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4 Derivada

Assim,
At -1

Broat =B :a(lﬂl)At_l — Proas ~1=(1+a)
P, a P,

/P

At [ Lt+AtL

— Loy
04 )

No caso, da populagao brasileira temos

11/146,8

o = —1=0,01928 entre os anos 1980 e 1991
119,0
[190,7

ay =y 1168 —1=0,01386 entre os anos 1991 e 2010.

ou seja, a populagao brasileira cresceu (em média) 1,386% ao ano, durante 19 anos
(de 1991 a 2010).

Logo,

4.1.2 Variagdes Continuas

As variagoes discretas, vistas anteriormente podem ser reformuladas em termos
mais gerais:
Seja f : [a,b] — R e sejam x; e x, pontos do intervalo[a, b], entdo definimos

(a) Variagao simples (ou absoluta) de y = f(x) :

Ay = f(x2) = f(x1)
(b) Variagao média de y = f(x):

ﬂ _ f(x2) = f(x1)

Ax Xy — X1

é a proporcao entre as varia¢des de y e de x. A variagao média mostra o quanto variou
y por unidade de x.

- A - e s
A expressao A—z mede o coeficiente angular (ou inclinagao) da reta que passa pelos

pontos (xl;f(xl)) € (x21f(x2)); isto €,

Ay
—Z =t
Ax ga
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4 Derivada

L

fig. 4.1-Variagao média é o coeficiente angular da reta que une os pontos (xy,f(x;)) e
(x2,f (x2))
(c) Variagao relativa de y = f(x):

1Ay 1 flxa)-fla)
v1Ax f(x1)  xp-x

mostra a variacao de y por unidade de x, relativa ao estagio inicial y;.
(d) Variagao instantinea de y = f(x) num ponto x, é dada pelo valor do limite

(quando tal limite existir):

lim f(x) = flxo) _ lim f(xo + Ax) = f(xo)
x—x) X — X Ax—0 Ax

Definicao 13. A derivada de uma fungao f, em um ponto x de seu dominio, é a variagao

instantdnea de f neste ponto, isto é,

o A - f ()
A v:

Observamos que se f estd definida no intervalo fechado [a,b], entdo definimos

f(@)= lim f(a+Ax)-f(a) e f(b)= lim f(b+Ax)— f(b)

Ax—0* Ax Ax—0- Ax

A derivada f’(x() é o valor do coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto

(x0, f (x0)).
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4 Derivada

fig.4.2-(Interpretacdo geométrica da derivada) f’(x)”

No caso desta definicao podemos entender Ax; como sendo uma sequéncia de valo-

res Ax; = x; —x* . Se x; — x*, entao Ax; — 0 e a sequéncia das variacdes médias {%}
n
converge para f’(x*).

Exemplo 14. Seja y = f(x) = x2, vamos determinar o valor de sua derivada em um ponto
geral xe R.

Temos que f(x+h) = (x +h)? = x> + 2xh + h?

Ay = f(x+h) - f(x) = 2xh+ h> =
h)-f

%:f(x+h (x):2x+helim(2x+h):2x

—0

Portanto, f’(x) = 2x.

Exemplo 15. Cdlculo da derivada da fungao f(x) = % (x = 0) no ponto x = 2.

x+h x(x+h)’
fix+h)-f(x) -1 : - -1,
h _x(x+h):}11—r>r(l)x(x+h)_x2 =/

Portanto, f'(2) = -

De outra maneira,

_ 2 1_1 2-x 2 1 1
f’(z):limM:hmx 2 = lim —= :lim( x)—:
x—2 x—2 x—2X—2 x-o2x—2 x-2\x-2
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4 Derivada

Exemplo 16. Seja a funcio f(x) = yx com x> 0.

)t YERNE (Ve VE) (Ve V)
_h_>0 h _h—>0 h(\/“_—h_l_\/})

x+h-x 1

1
}Hoh(\/x+h+\/§) =0\x+h++x 2Vx

Observamos que a fungao nao tem derivada no ponto x = 0. Neste caso particular, a reta

tangente a curva no ponto (0, 0) é perpendicular ao eixo-x.

x se x<0
Exemplo 17. seja f(x)={ x*> se x>0 . Verificar se existe f’(0).

0sex=0

Solucao: Usando a defini¢ao de derivada temos

f(x) =

1 se x<0
2x se x>0

Para determinar f/(0) devemos usar o conceito de derivada lateral, isto ¢,

£(0%) = lim ~

x—0* X — x—0t x—0 x—0*

Por outro lado

x—0~ X — x—0-x—0

Assim, f’(0%) # f’(07) e portanto, nao existe f’(0).
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4 Derivada

=W

fig.4.3 —A curva f(x) tem uma “ponta” em 0

Observamos que se uma fungao é descontinua em um ponto x, de seu dominio, entdao
nao existe a derivada f (x).

Em resumo, os casos mais comuns para que uma funcao nao seja derivavel em um
ponto x sao:

o f é descontinua em x;

o f tem uma “ponta” em X (os limites laterais sao distintos)

o limp,_,q % = oo (a reta tangente a curva no ponto é perpendicular a abscissa).
Exercicio 5 - Dé um exemplo da nao existéncia da derivada de uma funcao, para cada

um dos casos anteriores.
Proposicao 11. Se uma fungao f tem derivada em um ponto x , entdo f é continua em x.

Demonstragdo. Para x # xy podemos escrever

F3) = £ Fxo)+ £ o) = (xx0) L T LE 4 g
logo,
Jim 0] = Jim (o) Jim P+ lim )
= 0.f"(x0) + f (x0) = f (x0)
Portanto, f é continua no ponto onde é derivavel. O

A reciproca pode nao ser verdadeira, isto €, uma fungao continua num ponto x

pode nao ter derivada neste ponto. Por exemplo, a funcao f(x) = |x| ndo tem derivada
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4 Derivada
no ponto x = 0 (verifique).

Interpretacao geométrica da derivada

O conceito de reta tangente a curva num ponto, significando que a reta toca a curva
em apenas um ponto nao é preciso e nem correto. Nossa intencao é esclarecer a idéia
de reta tangente a uma curva:

Consideremos y = f(x) uma fun¢do e P = (x(, f(xg)) um ponto da curva f; Dese-
jamos calcular o coeficiente angular m da reta tangente a curva f no ponto P. A di-
ficuldade é que conhecemos somente o ponto P da reta e temos a necessidade de
dois pontos para determinar m. Para resolver este problema, consideramos um outro
ponto Q da curva, proximo de P. O coeficiente angular m; da reta secante que liga os
pontos P e Q deve ser aproximadamente igual a m.

Se as coordenadas de Q sao (xy, f(x;)), entao

S (x1) = f(xo) f(xo+h) - f(xo)

m =—— 0u my =
X1 — X h

O ponto Q ser proximo de P significa que a distancia |h| = |x; — x| deve ser pequena

fig.4.4 — Interpretagdo geométrica da derivada

O coeficiente angular m da reta tangente a curva no ponto P = (xg, f(xg)) € o limite

dos coeficientes angulares das retas secantes que unem pontos QQ da curva ao ponto
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4 Derivada

P,
m = limm; = lim f o+ 1)~ f(xo)
h—0 h—0 h

Desta forma, podemos dizer que uma reta é tangente a curva f(x) num ponto P =

(x0, f(x0)) se seu coeficiente angular m for a derivada f’(xy), isto €,

v = f(x0)(x = x0) + f (x0)

Exemplo 18. Seja f(x) = x> —2x e 0 ponto P = (2,0) - é fdcil ver que P pertence d curva f.
Consideremos o ponto Q = (x1, f(x1)) = (2+h, f(2+h)) = (2 + h, h?® + 2h) com h = 0.

f2+h)-f(2)

p =h+2

my =

Quando o ponto Q se aproxima de P, o valor de h se aproxima de zero e, portanto, o
coeficiente angular da reta que liga P a Q se aproxima de m = 2, que serd o coeficiente
angular da reta tangente d curva y = x> — 2x no ponto P = (2,0) ou inclinagdo da curva

no ponto P.

m=lim L2 I @) 2y 22
h—0 h h—0

A equagado da reta tangente é dada por

y=2(x-2)+0=2x-4

3

Exemplo 19. Seja f(x) = x° e o ponto P = (0,0).Neste caso, a reta tangente a curva no

ponto P é dada por y = 0 (verifique).
Observamos que, no exemplo acima, a reta tangente "corta“a curva (Fig. 4.5).

¥

3

fig.4.5- O eixo-x é a reta tangente a curva x° no poto (0,0)
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4 Derivada

4.2 Teoremas de derivagao

Observamos que a notacao f’(x) para derivada de uma funcao y = f(x) foi introdu-
zida por Lagrange.

Leibnitz denotou a mesma derivada com a notacao diferencial:

df (x) df dy
dx ou dx dx

Teorema 12. Sejam f e g duas fungoes que tém derivadas no ponto x, e seja k(x) = k
(constante). Entdo, em x, temos:
1) k'(x)= Z—i‘c =0paratodoxeR;

2) (kf)’(x) = % = k% — kf,;

(2) Se y = kf(x) entao, Ay = kf(xq+h)—kf(xg) =k[f(xo+h)— f(x0)]; Logo,

' = (f) () = lim k{f (xo + Z) —f(x0)] _ klim [f (x0 + h}z —f(x0)]

=kf’(xo)

(3) Sejay = (f+g)(x), entdo Ay = [f (xo + h) + g(xg + h)]=[f (x0) + §(x0)] = [f (xo + 1) = f (x0) ]+
[g(x0 +h) = g(x0)] ]
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Assim,

%lim [f (xo +h)— f(xo)] Z [g(x0 +h) — g(x0)]
—0

— lim [f (xo +h) = f(x0)] + lim [g(xo +h)—g(x0)]
h—0 h h—0 h

= f'(x0) + §'(x0)

Observamos que este mesmo processo pode ser usado para demonstrar que se

y=) fim=y'=) fK
j=1 j=1
4)Sey =(f—-g)(x) entaoy = (f +(-1)g)(x) e oresultado segue das regras demons-

tradas anteriormente;

(5) Seja vy = (fg)(x), entao

Ay =[f(xo +h)g(xo+ 1)] = [f (x0)g(x0)]
=[[f (xo + h)g(xg + 1)] = [f (x0 + h)g (x0)] + [f (xo + 1)g(x0)] = f (x0)g (x0)]
=f(xo +h)[g(xo +h) = &(x0)] + &(x0) [f (xo + 1) = f (x0)].

Assim,

g(xo+h)—g(xo) f(xo+h)— f(xp)

A
Y —11m—y—11mf (xo+h)

h—0 h h—0 h +}ll_1'>1’(1)g(X0) h
= f(x0)g"(x0) + &(x0)f'(x0) = [f&' +&f 1 (x
(6) Sejay = é(x) com g(xg) = 0. Entao,
Ay = 11 glx+h)-gx)
g(xo+h) g(xo) g(xg + h)g(xo)
Logo,
_n Ay 1 . 8(xo+h)—glxo) _ )
y'= }zl—{r(l) h }ll—I>T(1)[ 2(xg +h)g(x0)l}zl—1>% h B gz(xo)g (x0)

(7) Use (5) e (6) e demonstre como exercicio.
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Teorema 13. Para todo n € IN, se f(x) = x" entdo f’(x) = nx""!

Demonstragdo. : Seja X, um numero real, entao

. Xo + h - X X xn — xn
f'(x0) = lim fxo 1)~ (o) = lim — % =
h—)O h X—>X( X — x()
= lim [x”_1 +xx" 2+ xZx" 3 4 +xg‘2x”—(n—1) n xg—l] _
X—X(
n-1 n-1 -1
. i R . _1_]. 1 1
= lim Zx]x” ey Wy =) il =nx
X—Xg 0 00 0 0
j:O ]:0 ]:0
n—-1 i )
Observamos que ) xox”‘l‘] € um polindmio em x de grau n — 1, sendo portanto
j=0

uma funcao continua em x
Proposicio 12. Se f(x) = x" entdo f’(x) = nx""! para todo n inteiro (n € Z).

]

Demonstragdo. Se n > 0 é o Teorema anterior. Se n = 0, entao f(x) = 1 e portanto,
f(x) = 0. Assim, f’(x) =nx""! =0 (n=0);
Se n <0, consideramos m=-n>0e

dx" dx™  d(3w)

1dxm_ 1
dx  dx  dx = x2m dx = x2m

n
Teorema 14. (Derivada da funcdo polinomial) - Seja f(x) = Y. axx"* a funcdo polino-
k=0
mial de grau n > 0, entdo sua derivada é o polindmio de grau (n— 1) dado por:

n

fx) = L (n—k)agx"*!

k=0

Demonstragao. (Exercicio) ]

Proposicao 13. Seja f(x) = g((’;)) uma fungdo racional entdo f’(x) também é uma fungao
racional.
Demonstragdo. Mostre, usando o fato que f’(x) = Q(X)P,(gz_(isx)q(x) O
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Exemplo 20. Seja f(x) = 220kl caleyle f'(1).

x’+1 7
Temos que

£ = [(57 1) (332 = 2) - (# — 2x4 1)(75°)] =

(x7+1)2
_=7x1% 4 3x14 +12x7 —7x0 +3x2 -2
(x7 +1)*

LOgO, f’(].) — —7+3+1ﬁ—7+3—2 — l

N

4.2.1 Regra da Cadeia - Aplicagodes

A regra da cadeia é uma das féormulas mais importantes e usadas no Calculo dife-
rencial. Sua demonstracao nao é simples mas com alguns exemplos tudo pode ficar

mais claro.
Proposicao 14. Seja y = f(x) uma fungdo derivavel em x, entdo

f(xo+h)—f(xp)
h

= f'(xo) +a(h)

onde, a(h) — 0 quando h — 0.

Demonstragdao. Da defini¢ao de derivada temos

)  flxog+h) - f(x)
=1
f'(xp) = lim p
floth)-f(x0) _ £/ I
Se definirmos a(h) = h f'(xo) para h=0 , segue-se que
0 para h=0
lim,_,ga(h)=0 e, ainda, a(h) é continua para h = 0. ]

Observacao - Se y = f(x) e a = a(h) sao definidas como na proposicao anterior
entao,

Af(xg) = f(xo+h) = f(xo) = h[f'(x0) + ar(h)]

Teorema 15. (Regra da Cadeia) Sejam as fungdes u = f(x) derivdvel no ponto x, e
v = g(u) derivdavel em uy = f(xq). Entdo, a fungao composta F = g o f, definida por F(x) =

g2(f(x)) é derivdvel no ponto xy e sua derivada é dada por:

F'(xo) = ' [f(x0)] f (x0) -
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Demonstragdo. Vamos determinar F’ usando a defini¢ao de derivada:

F(xq) = g(f(x0)) = g(uo)
F(xo+h)=g(f(xo+h)) = g(f (x0) + f(xo + h) = f(x0)) = g(f (x0) + Af (x0)) =
= g(ug + Aug)

Logo,
AF(xg) = F(xo + h) — F(xo) = g(uo + Aug) — g(uo)

Da Proposigao 4.1 segue que

Aﬁi{?) =g (f(x0)) + a(Aug) = AF(xq) = [g'(f (x0)) + a(Aug)] Aug
Logo,
AFUO) _ (g7 (£ (x0)) + (i) 210

Desde que % — u'(xg) quando h — 0 e a(Auy) — 0 quando Auy — 0 (e portanto
quando h — 0), concluimos que
AHO _

F/(x0) = lim 2200 — tim (g7 (£ (xg)) + @A) ] 52 = lim g (xp) + (A im 20

=& [f(x0)] f'(x0)
Usando a notagao de Liebnitz podemos escrever

by _dydu
dx dudx

Exemplos 1. Seja F(x) = (x? —3x + 1)*, determine a fungao derivada F’(x).

Solugdo: Sejam u = f(x)=x>-3x+1 e y=g(u) = u.

Segue-se que F = go f,isto é, F(x) = g(f(x)) = g(x* = 3x+ 1) = (x> = 3x + 1)*,

Portanto,
_dgdu

Flx)= dudx

4u” [2x - 3] = 4[x? - Bx + 1]3[2x—3]
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y=f(x)=xt-2x+1
x=g(t)=1t>-2t>+1t

. . d
, use a regra de cadeia para determinar d—f.

2. Sejam {

Solugdo: Temos que

dy 3 dx )

2 =4x° -2 — =3t"—-4t+1

Ix X e 7 3 +

3
logo, % = % = [4x3 - 2|[3¢2 - 4t +1] = [4(t3—2t2+t) —2] (32 -4t +1]
Proposi¢ao 15. Se F(x) = [f(x)]", n € Z, entdo
() =n[f(x)]"" f(x)

Demonstragdo. Mostre, usando a regra da cadeia. O

Exemplo: a) Seja F(x) = (x2-3x+1)* = F/(x) = n[f(x)]""} f'(x) = 4[x2 —3x+ 1]3 [2x - 3],

de acordo com o exercicio 1. anterior.

4.2.2 Derivadas de funcodes inversas

Dadas duas fungoes y = f(x) e x = g(y), dizemos que elas sao inversas se

g(f(x))=x e f(gv) =y

Teorema 16. Dada a fungio vy = f(x), suponhamos que exista sua inversa quando x €

(a,b). Seja x = g(y) = f~1(y) a inversa de fem (a,b). Se f'(xo) =0 e vy = f(xg), entdo

50 = 5
=)
Demonstragao. Seja F(x) = g(f(x)) = x. Usando a regra da cadeia, vem
i s ) 1
F'(x0) = &'(f(x0))f (x0) =1 =g (f(x0)) =
f(x0)
Usando a notac¢ao de Liebnitz
dx 1
dy dy
dx
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Exemplo 21. 1). Seja y = f(x) uma fungdo mondtona decrescente e x = g(y) a sua
inversa. Se f(0)=3e f’(0) = —}1, encontre g’(3).

Solugao: Se f e g sao fungoes inversas, temos:

F(x)=g(f(x)) =x=F'(x) =g (f(x)f'(x) =1

Logo,
F'(0) = g'(f(0))f"(0) =1
Entao,
1=g(3)-p) = g3)=—4

2.a) A fungio f(x) = x3—9x é crescente para x < —\/3; Se g é a funcdo inversa de f neste
intervalo, encontre g’(0).

Solugdo: Temos que a derivada de f é dada por: f'(x) = 3x> =9 e, por outro lado, temos:

fl0)=0e=x’-9x=0=x(x*-9)=0={ x=3

Assim, para x < —V3, f(x)=0 se x =—-3. Entdo, g’(0) = f"(1—3) = 3(_31)2_9 =1

2.b) A fungio f(x) = x> — 9x é decrescente para —\3 < x < \/3; Se h é a funcdo inversa
de f neste intervalo, encontre h’(0).
Solugdo: Para —\/3 < x < \/3, temos que f(x) =0 se x = 0; Assim,

1 1 1

S T R

2.c) A fungdo f(x) = x> — 9x é crescente para x > \3; Se z é a fungédo inversa de f neste
intervalo, encontre z'(0).

Solugao:
s L -1
- f3) 18

Exemplo 22. Faca grdficos da fungdo f(x) anterior e de suas inversas em cada intervalo

onde f é mondtona.
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4 Derivada

Derivada de uma funcao representada pela formula paramétrica

Seja y = f(x) uma funcao representada pelas equagoes paramétricas:

Y =(t)

Vamos supor que as fungoes ¢ e ¢ sejam derivaveis e que a funcao x = ¢(t) tenha uma

x=q@(t
{ (1) comi; <t<t
inversa t = f(x) também derivavel. Entao, y como funcao de x pode ser considerada

a fun¢ao composta y = (p(x))
Usando a regra da cadeia para derivada de fun¢ao composta, obtemos:

d d d
2 =L =g
onde, '(x) = ﬁ = é
Assim, “
dy _¥'(t) _ @
dx  @'(t) 4

Exemplo 23. 1) Sejam x e y relacionados pelas equagoes paramétricas:

X=acost
com(0<t<m.

Y = asent

Encontrar % : a) para qualquer valor de t no intervalo [0,7t]; b) parat=1%.

dx
S =-—asent d
Solugao: a) dé — &Y _ acost _ —cotg t.
d}; — acost dx —asent
X=acos3t

=—cotg 5 =0.
y =asent

b) dx =z
-2
2) O astroide é uma curva representada pelas equagoes paramétricas: {

com 0<t<2m
Em cada quadrante estas equagoes definem y como fungao de x (verifique). Deter-

minar a equagao da reta tangente ao astroide no ponto em que t = 7.

81



4 Derivada

fig.4.6-Astroide e a tangente no ponto 7t/4

. x=acos’t _ o
Solugao: 3 com 0 <t <7/2 representa o astroide no primeiro qua-
y=asin 't
W @
drante. Ainda, y = f(x) é derivavel em 0 <t <7/2 e d—z = %_
~ % =-3acos’tsint
Entao, dy . 5 em 0<t<m/2.
=7 = 3asin”tcost
dy
Logo, Z—z = %4 =95t = _cotg t.
. t
Assim,
% (et = —cotg 1t/4 = -1 : coeficiente angular da reta tangente no ponto em que
t = 7t/4, ou seja, no ponto P = (ag,g%),

A equagao da reta tangente no ponto P sera

ou seja,

V2
y=-xta—

ObservacioNo ponto t = 7t/4, temos que sen 7t/4 = cosmt/4 e como sen’ 1t/4 +
cos?1t/4=1= 2cos’1t/4=1=>cosm/4 = ‘/TE = sen /4. Logo,
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4 Derivada

Relagdes implicitas e suas derivadas

Uma curva no plano pode ser dada por uma equagao em que nao temos y dado
explicitamente como funcao de x. Por exemplo, a circunferéncia de centro em (x(, yo)
e raio r é representada pela equagao (x —x()? + (y —vg)? = r? e, neste caso, nao temos
y = f(x) pois para um mesmo valor de x temos 2 valores de y. Entretanto, podemos
dividir a circunferéncia em duas partes de modo que em cada uma delas tem-se y

como func¢ao de x. De fato,

p =304 P ()2
Y =30—\r?—(x—xp)?

definem as partes superiores e inferiores da circunferéncia com xy—r <x < xg + 1.

fig.4.7-Fungoes implicitas na equagao de uma circunferéncia

Em certos casos de relagdes implicitas podemos explicitar y em termos de x, porém
isto nem sempre ocorre. Por exemplo, a solugcao de um sistema presa-predador de
Lotka-Volterra ¢ a equagao —a Inx+px = alny+by+K, onde nao se consegue explicitar
v = f(x). De qualquer modo, sempre se pode determinar Z—z pelo método da derivagao
implicita.

Consideremos a equagado da circunferéncia (x — xp)> + (y —vg)?> = r*> e P = (x*, ")
um ponto sobre a curva, com xy—r < x* < xy +r . Podemos obter o valor de %'P

considerando a derivada de todos os termos da equacao, isto é,

d(x—x dy —x dr?
2 ) 0 5y T 0] AT
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4 Derivada

ou seja, . i
2=+ 2=y =0 = F ==
oo ], =154
Exemplo 24. Seja a equagao dada por
X +xy+y>-2x-x’y=0 (4.2.1)

A equagao envolve x e y de modo que nao temos explicitamente, nem y como
funcao de x e nem x como funcao de y. Entretanto esta equagao define uma relacao
entre as variaveis x e y. Podemos dizer entao que a equagao determina y como
uma ou mais fung¢oes implicitas de x. Vamos supor que a equagao defina y como
funcao de x em algum intervalo [a,b], isto é, y = f(x) para x € [a,b].

X rxf(x)+ f3(x)—2x—x*f(x)=0 (4.2.2)

df

Se f(x) € uma funcao desconhecida porém derivavel, podemos calcular -, conside-
rando a derivada em x de cada termo da equagao[4.2.2}

2x+x%+f(x)+3f2(x)%—2—2xf(x)—x2%:0
Ou’ af Flo) - 25— f(x)
24 2xf(x)—2x—f(x
E(x) -t 3f2(x)—x? (4.2.3)

A equacao nos da uma relagao entre x, f(x) e f7(x) e assim, para cada valor de
x € [a,b], podemos calcular y na equagao obtendo f(x) e portanto, determinar

f(x).
Por exemplo, se x = 1, da equagao vem:

l+y+p°-2-9=0ec=p’ =le=yp=1
Portanto, f(1) = 1-Sustituindo estes valores na equagao obtemos

af 1
=3

Exemplo 25. Seja a equagao
x2y + xy2 =6
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4 Derivada
determinar o valor de Z—z(l).
Solugao: Suponhamos que y = f(x) para algum intervalo [a, b]
x*f(x)+xf2(x) = 6
Logo,

x2%+2xf(x)+2xf(x)%+f2(x) =0

Isolando o termo %, obtemos
ﬂ _ _fo(x)_fz(x) _ —2X3}-}]2 (4 2 4)
dx  x2+2xf(x)  x2+2xy e

~ . d JSNLT
Observamos que a expressao 4.2.4{que define d—z, s6 évalidasex=0ey = 3.

Quando x =1, temos y+y> =6 =y =-30ouy = 2.
Se considerarmos s6 os valores positivos de y podemos ter y = f(x) e assim, f(1) = 2.

Substituindo estes valores na equagao |4.2.4, obtemos %(1) = —%.

Exercicio: Determine o campo de defini¢ao da funcao y = f(x), y > 0.

O método da derivagao implicita pode ser usado para determinar a derivada de
funcoes irracionais (Cap. II, 3.3).

p o
Teorema 17. Se u = f(x) é uma fungdo derivdvel e se y = g(u) = u4, com p e q inteiros e

q >0, entao

QU

y

dy _p,G-ndu
9

x dx

desde que u # 0 se % <.
4
Demonstragdo. Sejay = ud onde u = f(x) é derivavel. Entao,
1 =P

Derivando implicitamente ambos os membros da equagao, obtemos

d du
-14Y _  p-104
4 dx pu dx

85



4 Derivada

Assim, se y# 0 (0 mesmo que u= 0), temos

dy _puP~'du

dx qu‘l dx

-1 2 C wp~l _  p-l-p+E
Por outro lado, p97" = |u? =u q:>yq—_1:u i=y

Y~

-1 Logo,

dy _p

Ms_l du
dx ¢ dx

]

P_ ..
Observacao: Se % < 1 entao %— 1 < 0 e portanto, u? ! ndo esta definida quando

u=0.

Exemplo 26. (1) Seja f(x) = x%, com xS 0 entdo, f'(x) = %x% ===, x>0.

(2) Se f(x)= X3, entio f'(x)= %x%_l = # e f’(x) ndo é definida para x = 0.

(3) Seja
flx)= Va3 +2x2 -1

1
_ % _ .3 2 p_1
temos, f(x)=u3 onde, u =x>+2x"—1 e §_§<1.
Assim,

ﬂ — lu_%d_u _1 ! (3x2 +4x)

dx 3 dx 3f/(x3+2x2—1)2

%(x) ndo é definida quando u = 0, isto é, quando x>+2x*~1 = 0 & (x + 1)(x2 + X+ 1) =

x=-1
0 x:#g
_-1=V5
X=—5"
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4 Derivada

4.3 Exercicios de revisao para derivadas

(1) Calcule % para as fungdes y = f(x), usando a defini¢ao de derivada:

flx)=x°

flx)=x
x—1

f =77

(2) Determine a inclinagao da curva (coeficiente angular da derivada):
v =x*—1 no ponto P = (1,0)

(3) A altura atingida apo6s t segundos por uma bola atirada verticalmente para cima
édes=3t- %g t? (g constante). Quando a bola atingiré a altura maxima?

(4) Calcule os valores a, b, c de modo que as parabolas
p=x’+ax+b e y=—x>+cx

sejam tangentes no ponto (0,1).

(5) Calcule as derivadas das seguintes fungoes

42
L=
f(x)= (xS +3x% 4+ 243 —x)5
x—17°
flx)= |2

(6) Use a regra da cadeia para calcular a derivada das fungoes

f(x)=V1+VI1+x?

(7) Seja f(x) = [1 +(1+ x)100]2 - Determine os valores de f’(0) e f’(1).
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4 Derivada

(8) Mostre que a fungao
y=fx)=1-2"-x°
é decrescente para todo x € R. Se x = g(y) é a sua inversa, calcule g’o f.
(9) Seja
f(x)= |x2 - 1|
definida para todo x. Determine f’(x) e seu dominio.

(10) Dada uma funcao f satisfazendo, para todo x,z

a) flx+z)=f(x).f(2)

b) f(x)=1+xg(x), onde limg(x)=0

x—0
Prove que existe f’(x) para todo x e f’(x) = f(x).
(11) A funcio f(x) = x* — 4x é crescente para x > 1 (verifique). Se x = g(y) é sua
inversa neste intervalo, determine g¢’(0).
(12) Calcule Z—z nas curvas parameétricas

—t—13 -
@] 7 0] T omos<o<D
y=t-t Y =sin0 2

~
—_

= — t_ t
() i T, para t=2;(d) x=a(t=sint) com 0<t<2m
VY=1a y=a(l —cost)

~
—_—

(13) determine as derivadas % nas equagoes:

1
xyz—y+x:0 parax:z

v’ +xp? +x%y +2x° =0 para x=1

1
(14) Sabendo que ;;) = —xl—z, use a regra da cadeia para mostrar que, se y = f(x),
entao .
d(f) _ _f_’
dx f?
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4 Derivada

Derivada das fungées trigonométricas

Como pré requisitos ao calculo das derivadas de fun¢des trigonométricas, devemos

examinar alguns limites especiais. Consideremos a fungao

sinx
fr) ==

(x medido em radianos)

Temos que f(x) é definida para todo x com x = 0. Nossa inten¢ao é calcular o limite

especial:

. sinx
lim

x—0 X

Consideremos inicialmente 0 < x < %,

¥

ﬁg.4.8—Arco de circunferéncia

Na Figura 4.8, PI é o arco de uma circunferéncia de raio 1. Os segmentos PQ e T1

sao perpendiculares ao eixo horizontal. Temos que:

Area AIOP < Area do setor IOP < Area AIOT

Desde que OP e OI sao iguais a 1, temos:

, 1— — 1—
Area AIOP = EPQ .0l = EPQ

—

‘ 1
Area do setor IOP = —xr? =

, ] ——— 1 —
Area AIOT = ETI.OI ==-TI

Por outro lado, sabemos que @ =sinx = %

(4.3.1)
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Portanto, a desiguldade das areas pode ser escrita como

1. 1 1
Ssinx<-x< Etgx (4.3.2)

As desigualdades implicam em

X 1
<

1< —
Sinx COS X

desde que 0 < x < 5 (porque?). Logo,

sinx

cosx < <1

sinx

Agora, temos que lim, ,gcosx = 1 e portanto, = esta sempre entre 1 e um namero

que tende a 1, devendo pois se aproximar de 1 quando x tende a zero.

Em nossa demonstracdo geométrica consideramos x > 0. Entretanto, #2* é uma
~ . sin(—x —si i
funcao par, ou seja, % = =3+ = %25, Portanto, quando x — 0, por valores nega-
tivos o resultado deve ser o mesmo que para valores positivos.
Conclusao: _
, sinx
lim — 0 =1
x X
Consequéncias 1.
. l-cosx
li =0
x—0 X
1-cosx _ (l-cosx)(l+cosx) _ 1-cos’x _ _sin’x _ sinx_ sinx
De fato, x x(1+cosx) ~ x(1+cosx) ~ x(l4+cosx) = x (l+cosx)’
Logo,
. l—cosx . sinx . sinx
lim ——— =lim lim =1.0=0
x—0 X x—>0 X x—0 (1 + COs x)
2. Se x é medido em graus entao,
. sinx m
lim = —
x—0 X 180

De fato, Temos que sinx e sin 1—gox tém o mesmo valor,um medido em graus e o

outro em radianos (verifique!). Assim,

. .o . O 14
lim SIMY _ lim S 180 =lim SN 7g0% = lim smnlgox = i

TC —_
x—0 X x—0 X x—0 180 180x 180 Wx—>0 180X 180
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4 Derivada

Observacao: Esta é uma das razdes porque as medidas em radianos é usada em
Calculo e sempre que se falar em funcao trigonométrica, a unidade da variavel inde-

pendente x sera considerada em radianos.

Teorema 18. Se f(x) = sen x entdo, f’(x) = cos x.

Demonstragdo. f(x)=senx = f(x+h) =sen(x+ h) = senxcos h+sen hcosx. Logo,

f(x+h)—f(x) senxcosh+senhcosx—senx senh cosh—1
p = p = COSX— — + senx— —

senh senh

; ’ _1; cosh 11— cosh—1 _
Assim, f’(x) = limj_, [cosx T+ senx < — ] cosxlimy_,o 5% +senxlimy,_,g 5= =

COS X.
Corolario 1. Se f(x) = senu(x) entdo f’(x) = cos u(x).u’(x).
Prova: Basta usar a regra da cadeia (verifique).

Exemplo 27. Seja f(x) = sen(3x> - %) com x # 0. Vamos determinar a fungao f’(x)

O
Solucao: Tomando u(x) = 3x? — % — u'(x) = 6x+ Xl—z
Logo, f'(x) = [cos(3x2 - %)] (6x+L).
Teorema 19. Se f(x) = cos x entdo, f'(x) = —sen x.
Demonstragdo. Temos que cos x = sen(% -X) =
deosx dse”d(z %) [cos(7 —x ] [ Z-x ] —1) = —senx. O

Como consequéncia dos teoremas anteriores temos:

1.
dcosu(x) du
Q- —sen(u(x)). P
2. p
ligx) _ sec? x
dx
3. 4
d(cotg %) = —cossec’x
dx
4.
d(secx) =secx tgx
dx g
5.
d(cossecx)

= —cossecxcotg x

dx
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Exercicios 1. Mostre que sao validas as cinco férmulas anteriores.

2. Calcule os seguintes limites:

2h 0
a)lim w; b)lim sen{/%} c¢)im ———
h—0 h x—0 2+/x 9—0cosO —1
t 3 -1
d)lim X e)lim Xnx. f) lim sen(x — )
x—0 2Xx x—0 x3 x—>% X—%

3). Calcule as derivadas das seguintes funcoes:

f(x)=Vl+cosx; f(x)=tg’x*  f(x)=2senxcosx

f(x)=sennx;  f(x)=sen"x; f(x) =sen[cos3x)]

Derivada de ordem superior

A regra que associa a cada ponto x o coeficiente angular da reta tangente a curva
v = f(x), no ponto (x, f(x)), € também uma funcao de x, isto é, f’(x) é uma fungao
de x. desta forma, podemos também calcular sua derivada. A derivada da fungao
derivada é denotada por f”(x) e € denominada derivada sequnda da funcao f(x).este
procedimento pode ser continuado e obtemos a derivada terceira f”’(x), derivada
quarta f®)(x) etc. A n-ésima derivada de f, ou seja f("(x), é denominada derivada de
ordem n.

Com a notac¢ao de Liebnitz temos

_&f

f”(x) - W}
77 d3
=L
.
fO0) = o=

Uma funcao é dita n-diferencidvel em [a, b] se, para todo x € [a,b], existem as deri-
vadas de ordens inferiores a n. As funcdes que sao derivaveis de qualquer ordem sao

chamadas fungoes analiticas.

Exemplo 28. A funcio y = f(x) = senx tem derivada de qualquer ordem. Mostre que
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4 Derivada

cox se n=1,5,...,1 +4k

f(”)(x): —senx se n=2,6,...,2+4k com keN.
—cosx se n=3,7,....3+4k

senx se n=0,4,...,4k

Exemplo 29. Se f(x) = x*-2x>+ %x, entdo

Observamos que, neste caso, f(x) tem derivada de primeira ordem no ponto x = 0 mas nao

tem derivada de ordem n (n> 2) neste ponto.

Exercicio 4. Encontre f”(x) das sequintes fungoes

Exercicio 5. Verifique a ordem de derivabilidade das fungoes

(a) f(x) = (2x+1)5;
x3 - 2x )
2x—1

=
-~
Ra¥
Il
-
o8
a
e}
wn
Ra¥

Exercicio 6. Mostre que se f(x) e g(x) sao duas fungdes definidas em [a,b] com derivadas
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até segunda ordem em [a, b], entdo

[f8l"(x)=[fg"+2f'g"+ f"8](x)

1

Exercicio 7. Seja h(x) = ; (x # 0). Determine W9 (x) parak=1 e x=0.

Diferencial

~ . . . ~ dy
Na notagao de Liebnitz para derivada de um funcao f’(x) = 32, os termos dy e dx
sao usados apenas como simbolos representativos. Vamos agora dar uma definicao
para estes termos de modo que, quando dx # 0, a razao % tenha o mesmo significado
que a derivada de y = f(x) em relagaoa variavel x.

Seja y = f(x) uma funcao derivavel em x, entao

Ay = f'(x)Ax + a(Ax)Ax (conforme Cap.IV, Prop.4.1)

onde, a(Ax) — 0 quando Ax — 0 e a(0) = 0.

Assim, o incremento Ay de uma fungao y = f(x) consiste de duas parcelas:

o f’(x)Ax - que depende de x e de Ax e é linear relativamente a Ax - denominado
diferencial da fungao e denotado por dy ou df (x).

dy = f’(x)Ax ou, na nota¢ao de Liebnitz, dy = f’(x)dx

o a(Ax)Ax - depende de Ax e é tal que, para Ax suficientemente pequeno, é bem

menor que d4y.

\ =f(x)
N

X X+AX

Ay=dy dy =Ay

fig.4.9- Diferencial de uma funcao real
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Observamos que se y = f(x) = x entao Z—i = f’(x) = 1 e portanto, o diferencial dy é
dado por dy = Ax, o que sugere adotar o simbolo dx = Ax para o diferencial de x.
A igualdade dx = Ax deve ser encarada como definicao do diferencial da variavel

independente x. E, em qualquer caso, podemos escrever dy = f’(x)dx, ou seja,

, d diferencial de
fix) =2 = .

dx  diferencial de x

que justifica a notacao dada por Liebnitz.

Exemplo 31. Seja f(x)=x?, vamos determinar os valores de dy e Ay quando x = 10 e
Ax =0,01.
Solugao:
Ay = f(x+Ax) - f(x) = (x + Ax)* — x> = 2xAx + (Ax)?
dy = f'(x)Ax = 2xAx

No ponto x =10 e com Ax = 0,01, segue

Ay:2><10><0,01+0,012 =0,2001
dy=2x10x0,01=0,2

Neste caso, se usarmos dy no lugar de Ay, o erro cometido é de 0,0001 que poderia, em

muitas situagoes praticas ser desprezado.

De uma maneira geral, em calculos aproximados, podemos tomar dy ~ Ay, isto é,

fx+Ax)= f(x) + f'(x)dx

AN ﬁxz
KE
X Ax

fig.4.10-Incremento da area de um quadrado
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Exemplo 32. Seja f(x) = senx, vamos mostrar que, para k proximo de zero temos
senk ~ k
Solugdo: Consideremos a aproximagdo f(x + Ax) = f(x)+ f’(x)dx com f(x) = senx.
sen(x + Ax) =~ senx + (cos x) Ax

Entao, para x =0 e Ax = k vem senk = k.
Em outras palavras temos que a fungdo y = senx é aproximada pela reta y = x numa

vizinhanga da origem x = 0.

Exemplo 33. Determinar o valor aproximado de sen31°.

Solugdo: Sejam x =30° =% e Ax=1%=

—_
OO|:1 oo|
(@)

Assim, sen31° = sen(30° + 1°) = sen(% + 1

x 5). Agora, usando o conceito de diferencial:

sen(x + Ax) =~ senx + (cos x) Ax, temos

TC T T ( n)n 1 _
180 2 2 180

sen(g + ﬁ) ~ seng +(cos 3
Exemplo 34. Determinar um valor aproximado de V122.

Solugao: Consideremos a fungao f(x) =+xe f(x+Ax)~ f(x)+ f'(x)dx parax=121 e
Ax =1.

Assim, V122 = Vx + Ax ~ \/§+

(Ax— 11+ 22 ~11+0,0409 =11,04009.
Exemplo 35. Calcular aproximadamente o valor de (0, 97)°.

Solugdo: Basta tomar a fungdo y = x°

com Ax =-0,03.

e usar a aproximagao diferencial no ponto x =1

(x + Ax)® ~ x° + 5x*Ax < (0,97)°> ~ 1 +5.1*.(=0,03) =1-0,15 = 0, 85

Observagao: Quando fazemos a aproximagao Ay ~ dy, estamos tomando valores
sobre a reta tangente a curva y = f(x) no ponto x e nao sobre a propria curva. Isto
significa que estamos aproximando a curva por uma reta (tangente) numa vizinhanga

do ponto x.
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Propriedades do diferencial de uma funcéo real O problema de encontrar o di-

ferencial de uma funcgao € equivalente ao de determinar a sua derivada uma vez que
dy = f'(x)dx

Deste modo, muitos resultados para derivadas também sao validos para o diferencial,
senao vejamos:
Sejam u e v duas fungodes diferenciaveis num intervalo [a,b], entao:
1.
d(utv)=du+dv (Mostre!);

d(u.v)=udv+vdu

De fato, seja y = u.v, entdo dy = y’dx = (uv’ + vu’)dx = uv’'dx + vu'dx = udv + vdu
3. i i
u,  vdu-udv

(=)= ———

v v?
4. Sejay = f(u)eu=g(x),ouy = f(g(x)), entao

d
= Flug(x) = dy = ' (u)g/(x)dx

Exemplo 36. Seja y =tgVx—1, encontrar dy.
Solugdo:Tomemos y =tgu e u = Vx—1 = dy = sec’u 2\/:ﬁdx.

Por outro lado, ——dx = du, logo

2vVx-1

dy =sec’u du = [secz(\/x— 1)] 2\/1_1dx
x—
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5 APLICACOES DA DERIVADA

“Um matemadtico puro é pago para descobrir novos fatos matemdticos. Um matematico

aplicado é pago para obter a solugcdo de um problema especifico”.

V.I.Arnold
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5 Aplicagoes da Derivada

Vamos estudar neste Capitulo algumas aplicagdes do calculo da derivada de uma
funcao. Embora dando um carater estritamente matematico a estas aplicagoes, salien-

tamos que as mesmas tém importancia fundamental em muitos problemas praticos.

5.0.1 Tangentes e Normais

A equagao da reta que passa pelo ponto P = (a,b) e tem coeficiente angular m é

dada por
y—b=m(x—a).

Para se determinar a equagao da reta tangente a uma curva no ponto P basta consi-
derar seu coeficiente angular igual a inclinagao da curva neste ponto, isto é, m = f /(a).

Assim, a equacgao da reta tangente é:
y-b=fra)(x-a)

A reta que passa pelo ponto P, perpendicular a reta tangente é denominada reta
normal a curva em P. Seu coeficiente angular é dado por m = —% se fr(a) # 0. Assim

a equacao da reta normal é
-b=- ! (x—a)
T

Exemplo 37. Determinar as equagoes das retas tangente e normal a curva y = f(x) =
x3 —4x nos pontos P, = (2,0) e P, = (—Z\TE, %ﬁ).

Solugdo: Primeiramente devemos verificar se os pontos pertencem a curva.

Sea=2,temosy = 22-42=-0— P, =(2,0) satisfaz a equagao da curva;
Sea= _2‘76 —y= %g (verifique!).

A inclinagao da curva no ponto Py é dada por

’ _ dy _ 2 _
f (2) = EL:Z = 3x"— 4JX:2 =8
Logo, a equagdo da reta tangente é

y—0=8(x—-2) ,istoé, y=8x—-16

A equagao da normal é
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5 Aplicagoes da Derivada

X=- 2;(3_ My

y=8x-16 (reta tangente)

=

X

y=-118 x +1/4 (retanormal)

fig.5.1-Equagies de retas tangentes e normais
Para o ponto P,, temos inicialmente que

2V3
=)=

’ 2 _
f 3x° 4| ,5=0

-3

Logo, a reta

16V3
V=g

é tangente a curva no ponto P,.
Neste caso, ndo tem sentido calcular o coeficiente angular da reta normal a curva no

1 ;. . s
ponto P, uma vez que(—f/(_—zgg)) é indeterminado. Entretanto, como a reta normal é per-

pendicular d reta tangente y = %B, deve ser também perpendicular ao eixo-x e passar pelo

ponto P,— portanto, sua equagao serd:

2v3
3

Exemplo 38. Determinar a equagdo da familia de circunferéncias que se tangenciam no

ponto P =(1,1) e que tém a reta y = x como tangente comum.
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5 Aplicagoes da Derivada

fig.5.2-Familia de circunferéncias com ponto de tangéncia comum.

Solugdo: A equagdo geral de uma circunferéncia de raio r e centro no ponto (a, ) é o

lugar geométrico dos pontos do plano que distam de r do ponto fixo (a, B), isto é,
(x—a)+(y-p)*=r? (5.0.1)

Sua inclinagao num ponto genérico P = (x,y) é dada por (usando derivada implicita):

d d o —Xx
2(x—oz)+2(y—[j’)—diz:oz>_i'z:y_[)7
No ponto (1,1), temos
dy a-1
-z 1
dx 1-B com B #

Sabemos também que a inclinagdo da curva é igual ao coeficiente angular da reta tangente

no ponto considerado, logo

dy a-1
E_—l—ﬁ =l=p=2-a (5.0.2)

Sustituindo o valor de f de e o ponto (1,1) na equagao geral obtemos
(1-a)’+(1-2+a)l =r*=r>=2(a-1)°
Portanto, a equagao da familia de curvas pedida sera:

(x—a)*+ (3}—2+01)2 =2(a—1)? para a =1 (porque?)
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5 Aplicagoes da Derivada

Observagdo: Os centros das circunferéncias sdao os pontos (a,2 — ). Mostre que

estes pontos estdao sobre a reta normal a reta tangente y = x, no ponto (1,1).

Exercicio 8. 1) Determine as equagdes das retas tangentes d curva y = x> — 2x2, paralelas
ao eixo-Xx.

2) Dada a equagao da circunferéncia

mostre que a reta tangente a circunferéncia em qualquer ponto P é perpendicular ao did-
metro que tem P por extremidade.

3) Mostre que as duas curvas
xp=1ceyp?=x>-1

se cortam ortogonalmente.
4) Determine k de modo que a reta y = 12x + k seja tangente d curva y = x°.
5) Sejam Cy e C, duas curvas que se cortam em um ponto P. O dngulo O entre as curvas

¢ o angulo formado por suas tangentes em P. Sejam

Y1 =myx+b atangentea Cy em P

Yo, =myx+b atangentea C, em P

mostre que

my —my
tgp=———. 5.0.3
gh 1+mymy ( )

6) Com base na fomula determine o dngulo entre as curvas

X%+ y2 =1 e p"=x

7) Dado um espelho parabolico (obtido pela rotagao de uma pardbola em torno de seu
eixo de simetria) mostre que um raio luminoso, emanando do foco da pardbola, se reflete
paralelamente ao eixo.

Sugestoes: (1) Lembrar que o dngulo de incidéncia é igual ao de reflexao.
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5 Aplicagoes da Derivada

A

|

fig.5.3-Raios paralelos que emanam do foco de uma pardbola

(2) Considera a pardbola y* = 4px, cujo foco é o ponto (p,0) — (Mostre!)
(3) Use a formula do exercicio 5.

5.0.2 Taxas Relacionadas

Os problemas de taxas relacionadas sao aqueles que envolvem diversas variaveis
relacionadas por meio de algum pardmetro como o tempo t por exemplo, onde da-se,
para alguma condigao inicial ¢y, valores destas variaveis, bem como taxas de variacoes
de algumas delas, e pede-se para determinar outras taxas de variagdes quando t = t.

A melhor explicagao para este tipo de problema pode ser o proprio problema.

Exemplo 39. Seja A a drea de um quadrado de lado a; Qual a relagdo entre as variagdes
dos lados % com a variagdo da drea ”;—‘?‘?
Solugao: Devemos considerar um quadrado de lado a que varia com o tempo a = a(t) e,
portanto, A = A(t). Agora, como A = a2, segue-se que
dA da

e, desta forma obtivemos uma relagdo entre os crescimentos (ou decrescimentos) da drea

com as variagoes dos lados.

Exemplo 40. Um baldo esférico estd enchendo d razdo de 2m3/min. Determine a veloci-
dade com que cresce o raio do baldo no instante em que tal raio mede 3m. Considere, por

simplicidade, que a pressao do gds seja constante em cada instante.
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5 Aplicagoes da Derivada
Solugao: A relagao entre o volume do balao e o seu raio é

4
V= grcr3 (5.0.5)

Sabemos que ii_‘t/ =2 m3/min e queremos calcular % quando r = 3m;

Derivando em relagdo a t, obtemos:
s (5.0.6)

Logo, usando os dados do problema em vem

d d 1
267 L ~0,00884 m/min

2=4 — =
) T = 7 = 36n

ou seja, o raio do baldo cresce 0,00884 m/min quando r = 3m.

Exemplo 41. Um reservatério conico (vértice para baixo, conforme figura 5.4) de a metros
de didmetro e b metros de altura, escoa dgua d razdo constante de {5m>/min.Com que

velocidade baixa o nivel da dgua no reservatorio no instante em que a altura vale %b?

fig.5.5-Reservatério conico

Solugdo: Seja V = V(t) o volume (em m3) da dgua no reservatério no instante t; x = x(t)
o raio da secgdo do cone ao nivel da dgua (em metros); vy = y(t) a altura da dgua no cone no

instante t.
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5 Aplicagoes da Derivada

dVv _ a

Dizer que a dgua escoa d razdo de {5m3/min é 0 mesmo que “Ir = 10 € devemos deter-

. dy b
minar o quando y = z.
Quando a dgua estd d altura y, seu volume no cone é dado por
1

V= gnx2y (5.0.7)

A relacio envolve, além da varidvel independente t as varidveis x e y. Entretanto, a

varidvel x pode ser eliminada uma vez que temos:

a
_2_4 -2
=7 =x=-7y (5.0.8)

i
Y 2b

Portanto, aplicando [5.0.8|em [5.0.7|vem

1 (a \? na®
V= gn(z—by) y=25y (5.0.9)

Derivando em relagcdo a t, vem

AV _ma ndy  dy 4Gy
ar ~ ap?? dt dt  ma?y?

av

Assim, para - = % e y =z, obtemos

Ul

d_y = 14—b225 = — m/min

dt 10 7a? b? na
Exercicio 9. (1) Dois carros A e B saem de um mesmo local no mesmo instante por estradas
perpendiculares. O carro A desenvolve uma velocidade igual a metade da velocidade do
carro B. Pergunta-se, com que velocidade varia a distdncia entre os carros depois de 2 horas
de percurso?

(2) Enche-se de dgua um reservatorio cilindrico de raior = 2m e altura h=10m, a razado
de 4m3/hora. Qual a taxa de variagdo da altura da dgua no reservatério quando o mesmo
estd com 1000 litros?

(3) Uma particula se move ao longo de uma circunferéncia de raio r = 1. A velocidade
de sua projegdo sobre o diametro horizontal é Z—’t‘ =1y, onde y é a projegdo da particula sobre
o didmetro vertical. Calcule %.

Sugestdo: Use a equagdo da circunferéncia x> +y% = 1.
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5 Aplicagoes da Derivada

5.1 Maximos e Minimos

Seja f uma funcao definida no intervalo (a,b), dizemos que f tem um maximo
local em um ponto x, € (a,b), se existir um valor 6 > 0 tal que f(x) < f(x() para todo
x satisfazendo xy — 0 < x < xp + 9.

O minimo local é definido analogamente, isto é, f(x) > f(x() para todo x satisfa-
zendo xp— 0 < x < xp+ 0.

Observamos que o intervalo (xy — 0,xy + 0) C (a,b).

maximo local y

‘minimo local

i ! b
T o

A
L.

fig.5.6-Maximo e minimo locais

f tem um maximo absoluto ou global se para algum x, € [4,b], f(x) < f(xo) para
todo x € [a,b], isto é, o valor de f(xy) é maior ou igual a todos os outros valores de
f(x) com x em [a,b]; Se f tem maximo absoluto em x; entao este ponto também é
maximo local mas a reciproca nao é verdadeira.

f tem um minimo absoluto ou global se para algum x( € [a,b], f(x) > f(xo) para
todo x € [a,b].

Lembrando o Teorema de Weierstrass do Cap. II, podemos reescrevé-lo como:

"Se f é uma fungdo continua em um intervalo fechado [a,b] entdo f tem um maximo e

2

um minimo absolutos em [a, D]

Vamos agora apresentar alguns resultados que relacionam pontos de maximo ou

minimo de uma func¢ao com sua derivada.

Teorema 20. Seja y = f(x) definida e diferencidvel em um intervalo a < x < b. Se f tem

um mdximo local ou um minimo local em xy € (a,b), entdo f’(xq) = 0.
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5 Aplicagoes da Derivada

Demonstragdo. Vamos fazer a demonstragao no caso em que x, € ponto de maximo

local; A prova para minimo local € analoga e fica como exercicio.

Temos: a<xy<b e f(x)< f(xy) para todo x satisfazendo xy — 6 < x < xy+ o onde,

0 € um numero positivo.

Consideremos agora 0 < h <9, entao f(xo+h) < f(xy) e portanto,

f(xo+h)—f(xp)
h

<0 paratodo 0 <h<d

Logo,
lim fxo+h)— f(xg)

h—0+ h

= f'(xy) <0

Seh<0 e —h <, temos ainda f(xy+ h) < f(x() e portanto,

f(xo+h)—f(xp)
h

>0 paratodo 0<-h<0

Logo,

lim
h—0~-

fxo+ h}i_f(XO) = f/(x5) s 0

Assim,
f(x5) <0< f/(xg)

Por outro lado, como a fungao f é derivavel em x,, temos que f’(x])

f(x0) = f'(xq) = 0.cqd.

A condigao de diferenciabilidade de f nos pontos a e b nao é necessaria mas é

fundamental que seja diferenciavel em (a,b) — Justifique!

Pergunta: Se o maximo local fosse no ponto xg =a ou xy =b o que se poderia

concluir em relagao a f’(a) ou f’(b)?

Observagao: A reciproca do teorema nao é verdadeira, isto é, se f’(xy) = 0 para

algum x; em (a,b) o ponto x, pode nao ser nem de maximo ou de minimo locais.

Exemplo 42. f(x) = (x—1)° definida para x € [0,2], é diferencidvel neste intervalo e tal

que f'(1) = 3(x— 1)2J = 0, entretanto, xy = 1 ndo é ponto nem de maximo e nem de

x=

minimo pois se x > 1 = f(x)> f(1) ese x <1 = f(x) < f(1), ou seja, f é uma fungao

crescente no ponto xo = 1.
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fig.5.7-0 ponto x é um ponto de inflexdo da curva

Observagao: Se uma funcao f(x), diferenciavel em um ponto x, é tal que f’(xg) =0
e xo nao é ponto de maximo ou de minimo locais, entdo dizemos que x; € um ponto
de inflexdo de f.

De uma maneira geral, dizemos que x, é um ponto critico de f se f’(xy) = 0.

Como consequéncia do teorema anterior temos o seguinte resultado:

Corolario 2. Seja y = f(x) definida e diferencidvel em um intervalo a < x < b. Se f’(x) #0
para todo x € (a,b), entdo o mdximo e o minimo absolutos de f sdo os pontos a e b e,

somente estes pontos.

Demonstragao. O Teorema de Weiestrass garante a existéncia de pontos de maximo
e minimo em [a,b]. Agora, do fato que f’(x) = 0 para x em (a,b), entdo, conforme o
teorema anterior f ndo tem maximo e nem minimo em (4, b). Logo, segue-se que estes

pontos criticos estao nas extremidades do intervalo. O
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fungéo crescente

funcao decrescente

fig.5.8-Os pontos de maximo e minimo estao nas extremidades do intervalo

Observagao: Se uma funcao f : [a,b] — R, diferenciavel em (a,b) e ndo tem pontos
de maximo ou de minimo em (4, b) entao, f é mondtona em [a, b].
De fato, se f nao tem pontos de maximo ou de minimo em (4,b) entao f’(x) # 0.

Suponhamos que f’(x) >0 em (a,b) entao

lim
h—0

f(x+h)—f(x)>0<:> f(x+h)—f(x)>0 seh>0© f(x+h)>f(x) seh>0
h f(x)=f(x+h)>0 seh<0 f(x)> f(x+h) seh<0

Logo, f é crescente em [a,b].

Se f’(x) <0 em (a,b), a demonstra¢ao é analoga.

Exemplo 43. A funcio f(x) = x>+ x é crescente em R pois f'(x) = 3x>+1 >0 para todo
xeR

Exemplo 44. A funcdo f(x) = x* tem derivada f’(x) = 4x3, entdo f é crescente se 4x> >

0 x>0 e f édecrescente se x < 0. Logo o ponto x = 0 é um ponto de minimo de f.

Exemplo 45. Encontrar o mdximo e o minimo absolutos da fungao
f(x)=x>+3x>—9x+12 com 0 < x < 3.

Solugao: Desde que f é continua em [0, 3] sabemos que tem um minimo e um ma-
ximo absolutos neste intervalo (Teor. de Weierstrass); Se 0 minimo ou maximo ocor-

rem em (0, 3), devemos ter f’(x) = 0 em (0, 3); Temos:

f(x)=3x*+6x—9=3(x+3)(x—1)
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Logo, f'(x) =0 &= x=-3 ou x = 1. Agora, x = —3 nao pertence ao intervalo [0, 3]
e portanto, somente x = 1 pode ser ponto de maximo ou de minimo local de f no
intervalo (0, 3).

Por outro lado, temos: f(1)=7; f(0) =12 e f(3)=39-Concluimos entao que x =1
é ponto de minimo absoluto e x = 3 é ponto de maximo absoluto de f no intervalo
[0,3].

Definicao 14. Seja uma fungio f(x), diferencidvel em um ponto x e tal que f’(xqy) = 0.
Se xy nao é um ponto de maximo nem de minimo locais de f, entdo dizemos que x, é um

ponto de inflexao de f.
De uma maneira geral, dizemos que x, € um ponto critico de f se f’(xy) = 0.

Exercicio 10. Com a fungdo do exemplo anterior, achar os pontos de maximo e minimo

absolutos quando 2 < x < 5.

Exercicio 11. Dada a funcio f(x) = x*—2x>—3 com —2 £ x £ 2. Encontre e analise seus
pontos criticos locais e absolutos.

O resultado que se segue tem muita importancia por suas aplicagoes no Calculo.
Teorema 21. (de Rolle) Seja y = f(x) continua em um intervalo fechado [a,b], diferen-
ciavel em (a,b) e satisfazendo f(a) = f(b). Entdo, existe pelo menos um ponto xy em (a,b)
tal que f’(xy) = 0.

Demonstragao. Suponhamos que f’(x) # 0 para todo x € (a,b); segue-se que f tem um
maximo e um minimo nos extremos a e b do intervalo. Agora, como f(a) = f(b), a
Unica possibilidade é que f(x) seja constante em [4,b] = f’(x) = 0 para todo x (ab-
surdo pois supomos que f’(x) # 0 para todo x € (a,b)). Assim, f’ deve se anular para

algum ponto xj em (a h)

y

fig.5.9-Esquema grafico do Teorema de Rolle
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O Teorema de Rolle pode nao valer se qualquer das hipdteses nao for satisfeita:

1.Se f(a) = f(b) - Ex. f(x)=x*para0 <x < 2;

2. Se f(x) é nao diferenciavel em (a,b) - Ex. f(x) =|x| para -2 < x £ 2 (verifique);
2 ~2<x<0oul<x<2

3. Se f(x) nao é continua em [a,b] - Ex. f(x) = ** pard =7 ou x

0 para x=2
Teorema 22. (da Média ou de Lagrange) Seja y = f(x) continua em um intervalo fechado
[a,b] e diferencidvel em (a,b). Entdo, existe ao menos um ponto xy em (a,b), tal que

Fley= L1 @

Observagao: O resultado é equivalente a dizer que existe um ponto xy em (a,b), tal que a
reta tangente d curva no ponto (X, f (xg)) é paralela a reta que passa pelos pontos (a, f (a))
e (b, f (b)) e, neste sentido, este teorema pode ser considerado como uma generalizagdo do
Teorema de Rolle.

Demonstragao. Seja

()~ fla)

a

g(x) = f(x) (x—a)+ f(a)

A funcao g(x) assim definida é continua em [4,b] e diferenciavel em (a4, b) e satisfaz o

Teorema de Rolle, ou seja,

Portanto, existe a0 menos um ponto x, em (a,b), tal que g’(x() = 0. 0
Como o1 o
’ _r/ _ —Jla
g'(x)=f'(x) -
Segue-se que g’(xg) = 0= f'(xg) — f(bgii‘(a) N
oy S(b)—f(a)
f(xo) = b_ 4
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Devemos pois resolver a equagao f'(xy) = 11—2 =

1 1
(X()T)z:E<:>X(2)+4X0—8:O:>X0:2(—1i\/§).

Logo a resposta do problema é xo = 2(-1+V3) €(1,2) exo = 2(~1—V3) deve ser desprezado

pois nao pertence ao intervalo (1,2).

Proposi¢ao 16. Seja y = f(x) continua em [a, b] e diferencidvel em (a,b). Se f'(x) =0 em

(a,b), entdo f(x) é constante em [a, b].

Demonstragdo. sejam x; e x, com Xx;< X, dois pontos de [4,b]. Vamos aplicar o

Teorema da Média no intervalo [x;, x,]:

f(x2) = f(x1) = f'(x0) (X2 —x1) com x; <xp <xp;

Como f’(xg) = 0 por hipoétese e, x; # x;, segue-se que f(x,) = f(x;) =k para todo par
X1, X2 de [ﬂ, b] O]

Proposicao 17. Se f e g sdao definidas e diferencidveis em [a,b] e f'(x) = ¢’(x) para todo
x € [a,b] entao f(x)=g(x)+k em [a,b].

112



5 Aplicagoes da Derivada

Demonstragao. Faga como exercicio.

Sugestao: Considere a fungao h(x) = f(x) — g(x) e use a Proposigao anterior. O

Exercicio 12. 1. dada a fungao

x>-4 .
f(x)= % definida para x € [1,2],
encontre xq € (1,2) tal que
’ _f(z)_f(l)_i
f(x0) = -1 2

Exercicio 13. 2. Se f(x) = "z;zf’f”, discuta a validade do Teorema da Média no intervalo
[0,2].

Exercicio 14. 3. Mostre que se f e g sdo definidas e diferencidveis em [a,b], com f(a) = g(a)

e f(b) = g(b) entao f'(xy) = g'(xg) para algum x, € (a,b).
Sugestao: Use o Teorema de Rolle.

Exercicio 15. 4. Determine os intervalos de crescimento (ou decrescimento) das fungoes
definidas em R :

(a) f(x)=x>-2x+1;

(b) f(x)=x>-1;

(c) f(x)= cos?x —2sinx

Exercicio 16. 5. Dadas as seguintes fungoes, determine se tém pontos criticos nos respec-
tivos intervalos onde estdo definidas:

(a) f(x)=senx+cosx paraxe€[0,7];

(b) f(x)=x*~1 paraxe[-2,2];

(c) f(x)= 3x-2 para x € R.

T 2x+43
Exercicio 17. 6. Dada a fungao f(x) = X3 + 5x3, mostre que o ponto x = =2 é de mdximo
para f.
Aplicacbées usando a derivada segunda

E evidente que quanto mais informacgao tivermos a respeito de uma fungao tanto
mais facil sera desenhar seu grafico. A derivada segunda de uma fung¢ao nos da um

critério para decidir se um ponto critico é de maximo, minimo ou inflexao.
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Defini¢ao 15. Dizemos que uma curva é concava para cima em um intervalo [a, b], se em
cada ponto deste intervalo, o grdfico da fungao estd sempre a cima da reta tangente d curva
neste ponto. Serd concava para baixo se estiver a baixo da reta tangente em cada ponto.
De uma maneira mais abrangente podemos definir a concavidade mesmo de curvas con-
tinuas e nao derivdveis em [a,b] : Uma curva é concava para cima (respectivamente, para

baixo) em um intervalo [a,b] se a curva estiver a baixo (respectivamente, a cima) da reta

que liga os pontos (a, f(a)) e (b, f(D)).

10.5.11(a) Coéncava para cima (b) Concava para baixo
8 p p

Teorema 23. Seja y = f(x) definida em [a,b] e diferencidvel em (a,b) até, pelo menos,
segunda ordem.
(a) Se f”(x) >0 para a<x <b, entdo a curva definida pela f é concava para cima;

(b) Se f”(x) <0 para a<x<b, entdo a curva definida pela f é concava para baixo.

Demonstragao. Vamos demonstrar o caso (a) uma vez que o outro é analogo.
Devemos mostrar que a curva esta sempre a cima da reta tangente em qualquer
ponto do intervalo (a,b).

Seja xo um ponto qualquer de (a,b). A reta tangente em x, tem a equacao
= f(x0) = f(x0) (x—x0) ou y=f(xq)+f (x0) (x—x0)
Devemos mostrar que
f(x)= f(xg)+ f'(xg) (x—x) paratodo x € (a,b) (5.1.1)

Temos 3 alternativas:

1. Se x = x(, entao é satisfeita pois f(xg) = f(xp);
2. Se x > x, existe x; com x( < x; < x, tal que vale o Teorema da Média

f(x)=flxo) = f'(x1) (x—x0) (5.1.2)
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5 Aplicagoes da Derivada

Agora, do fato de f”(x) > 0 paraa <x <b (hipdtese), segue-se que f’ é crescente em
(a,b) e, portanto, f'(x1) > f'(xg) =

f/(x1) (x =x0) > f'(x0) (x = x0) pois (x—x0)>0 (5.1.3)
Usando a desigualdade[5.1.3|na equacao obtemos
f(x) = f(x0) > f'(x0) (x=x0) & f(x) > f(x0) + f'(x0) (x—x0) cqd

3. Para x < x(, usa-se o mesmo raciocinio - Faca como exercicio!
Também, a demonstragao da parte (b) é equivalente a da parte (a) e constitui um

bom exercicio para o estudante interessado. [

Critério para decisao a respeito da natureza de um ponto critico Podemos esta-

belecer a natureza de um ponto critico, usando a segunda derivada de uma funcao:

Teorema 24. Seja y = f(x) definida em [a,b] e diferencidvel em (a,b) até, pelo menos,
segunda ordem e com f” continua em (a,b). Seja xy € (a,b) um ponto critico de f, isto é,
f’(x¢) = 0. Entdo,

(a) Se f”(xg) > 0, o ponto x é de minimo para f;

(b) Se f”(xp) <0, 0 ponto x é de mdaximo para f;

(c) Se Se f”(xy) =0, o ponto xq pode ser de minimo se a concavidade de f em x for para
cima; de maximo se a concavidade de f em x for para baixo e serd de inflexdo se mudar de

concavidade em x.

Demonstragao. (a) Como f’(xg) = 0, entdo a reta tangente a curva em (x, f (xg)) € pa-
ralela ao eixo-x. Como f”(xg) > 0, a curva é concava para cima em uma vizinhanca de
Xo pois f” é continua em (a,b). Logo, a fungao f tem um minimo em x.

(b) A prova é andloga a anterior;

(c) Segue do fato que f” é continua em (a,b) e, portanto, a concavidade no ponto
xo implica a mesma concavidade numa vizinhanca deste ponto. Por outro lado, se
o ponto critico nao for de maximo ou de minimo entao sera de inflexao ( muda de

concavidade em x). [
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5 Aplicagoes da Derivada

Observagao: Se f’(xg) # 0 e f”(xg) = 0 entdo, f tem um ponto de inflexao em x,

desde que f”(xp) # 0 numa vizinhanca de x,,.

Exemplo 47. Analise os pontos criticos da fungdo f(x) = x> —2x>+1 com x em RR.
Solugdo: Temos que
f(x) = 3x% —4x

) ~ . ) _ 2 _ _ _ 4
Os pontos criticos de f sao obtidos de f'(x) =3x"-4x=0=>x=0 ou x=3

A derivada de sequnda ordem de f é dada por
f7(x)=6x-4

Para o ponto xy = 0 = f”(xg) = -4 < 0 =x( = 0 é ponto de mdximo local para f; Para o
ponto x| = %, f7(x1) = 6% —-4=4>0=x = % é um ponto de minimo local de f.
2
Temos ainda que f”(x) =6x—-4=0 x = % ef’(%) = 3(%) —4% :—% z0=x= % é
um ponto de inflexdo da curva definida por f.

9 reta tangente

/ 203 'j f X
E reta tangente

fig.5.12-Grdfico da fungao f num intervalo que contem seus pontos criticos

Exemplo 48. Seja a fungio f(x) = (x —1)> + 1. Analise seus pontos criticos.

Solugdo: Temos f'(x) = 3(x—1)*; Logo, f'(x) =0 &= x = 1. Ainda, f (x)=6(x—1) =
0= x=1.Assim, f'(1) = f”(1) = 0 ¢, neste caso, o critério falha.

Devemos entdo analisar a concavidade de f numa vizinhanga do ponto x =1:

f”(x) =6(x—-1)>0c=x>1 ¢ f"(x) =6(x—1)< 0= x<1 portanto, a curva
muda de concavidade no ponto = x =1 é um ponto de inflexado.

A fungao f nao tem pontos de mdximo ou minimo locais em R,uma vez que f’(x) =

3(x—1)> >0 para x = 1, 0 que implica que f é mondtona crescente. Se f estivesse definida
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5 Aplicagoes da Derivada

num intervalo fechado [a,b] entdo, f teria um ponto de minimo absoluto em x = a e um

ponto de mdximo absoluto em x = b.

tangente

fig.5.13 — A reta tangente “corta” a curva no ponto de inflexao

Exercicio 18. 1. Analise os pontos criticos das fungoes:

1 3
f(x)= Zx4 - Exz

1
f(x):x3—1x2+2x

f(x)=sin2x

Aplicagcées de maximos e minimos

O estudo dos maximos e minimos é um instrumento muito importante para re-
solver problemas de otimizagao, lembrando que na Natureza o fendmenos ocorrem,
quase sempre, considerando-se o maximo rendimento com o minimo esfor¢co. Veremos

alguns exemplos para que o aluno se familiarize com a técnica das solugoes.

Exemplo 49. 1. Seja p o perimetro de um retdngulo. Determine seus lados de modo que
sua drea seja a maior possivel.
Solugdo: Sejam a e b os lados de um retangulo genérico. a,b = 0. Desde que p é seu

perimetro conhecido, devemos ter p =2a+2b —a = p_TZb = % -b.

Exemplo 50. A drea que deve ser mdxima depende dos valores dos lados do retdngulo, isto
é,

A:axb:(%—b)b:A(b):p—;—bz
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5 Aplicagoes da Derivada

Agora, como desejamos que a drea seja maxima, devemos procurar um ponto de maximo
da fungdao A = f(b), no intervalo [O, E] (sdo os extremos possiveis para o valor de b).

A fungao f(b) é diferencidvel em (O,g) e f/(b)=5-2b. Logo, f'(b)=0b=L=a=
E_b=0=D
2 =

Por outro lado, f”(b) = -2 < 0 para todo b € (O,%) —b=a-= % ¢ ponto de mdximo
da drea, ou seja, o retangulo de drea mdxima com primetro p deve ser o quadrado de lado

b:a:

S

Obs.: Sea=0 (b = %) ou equivalentemente, a = % (b=0) A=0,0oquedao

retangulo de drea minima.

Exemplo 51. 2. Um arame de comprimento L é cortado em duas partes - Com uma faz-se
um quadrado e com a outra um retangulo equilatero. Em que ponto deve-se cortar o arame

para que a soma das dreas das figuras seja mdxima?

N A

fig.5.14-Esquema das figuras construidas com o arame cortado

Solugdo: A soma das dreas é

V3
4

A=a%+-=b? (5.1.4)

V3

onde, a* é a drea do quadrado de lado a e Y2b? é a drea do tridngulo equildtero de lado b.
Como o arame tem comprimento L, entdao L = 4a+3b —=a = L_T%. Substituindo o valor
de a na equagdo obtemos A como fungdo de apenas uma varidvel:

_[r-3p]" V3

2
A(b) = T] + sz =

L2 —6Lb + 9b? + 4+/3b?
16

= = [(9+4V3)p? —6Lb+ 7]

Devemos determinar um valor para b de modo que A seja maxima para este valor:

A’(b):—E(L—3b)+@:—3L+9+\/§
2 2

= b
2 2
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5 Aplicagoes da Derivada

Entao,
3L

_9+\/§

Por outro lado, A”(ﬁg) = %3 > 0 = a soma das dreas serd minima (critério da sequnda
L 1

derivada) quando b = % —a=g (L oL )

f'(b)=0=1b

V3 943
O fato da fungao A(b) ser continua no intervalo [O, %] entdo deverd assumir um madximo e
um minimo absolutos em [O, %] (conforme Teorema de Weierstrass). Como somente assume
um minimo no interior deste intervalo, entdo o mdximo deve ser assumido em um dos
extremos deste intervalo:
Se b =0 e portanto a = %, temos A(0) = (%)2 =112

~ 16
2
Seb= % e portanto, a = 0, temos A(%) = %(%) = g/—ng
Como, g/—ng < 11—6L2 (porque %\/5 <1 e V3<2),seque-se que A é mixima quando nao

se corta o arame, formando somente um quadrado de lado a = %.

Exemplo 52. 3. A soma de um niimero e o dobro de outro é 30. Encontrar estes niimeros
de modo que seu produto seja o maior possivel.
Solugdo: Sejam x e y estes niimeros. Seu produto p serd uma fungdo dos dois valores, isto
é,
p=xy
Agora, como x + 2y = 30, entdo y = 3OT_X. O produto em fungdo de apenas uma varidvel é
dado por:

30—x  30x-x?
22

p(x) é uma fungao diferencidvel em (0,30) e

p(x)=x com x € [0,30].

p'(x)=15-x
Logo,
p'(x)=0e=x=15

Temos também
p”(x)=-1<0 para todo x € [0,30]

Logo, o niimero x = 15 e consequentemente, y = 7,5 fornecem o maior valor do produto p.

Como vimos nos exemplos anteriores, cada solucao segue uma linha particular de

operacgoes, entretanto vamos colocar alguns passos comuns que podem ser seguidos
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5 Aplicagoes da Derivada

nos diversos problemas de solu¢oes extremadas:

-Pj— Desenhar uma figura quando for apropriado;

-P,— Denotar por uma letra cada quantidade relacionada no problema, fazendo
distin¢ao entre constantes e variaveis;

-P;— Selecionar a variavel que deve ser extremada (maximo ou minimo) e expressa-
la em termos das outras variaveis por meio de uma equacao - o modelo;

-P4— Usar as informagoes adicionais para simplificar o modelo, deixando somente
uma variavel independente na equacao;

-Ps— Usar os métodos para obten¢ao de maximos e minimos de funcgoes.

Exercicio 19. 1) Encontrar as dimensoes de um retingulo de drea mdxima que pode ser
inscrito num circulo de raio R.

2) A diferenga entre um niimero e o quadrado de outro é 16. Determine estes niimeros
de modo que o quociente entre o primeiro niimero e o segundo seja o maior possivel.

3) Encontre as coordenadas dos pontos sobre a curva y? = x + 1 que estdo mais préximos
da origem (0, 0).

4) Encontre as dimensoes de um cilindro regular de volume mdximo que pode ser inscrito
em uma esfera de raio R.

5) Deve-se construir uma praga com a forma de um retangulo tendo em dois lados opostos
regioes semicirculares. Determine as dimensoes da pragca de modo que a drea da parte
rtetangular seja maxima. O perimetro da praga é de 1000 metros.

6) O mesmo problema anterior trocando-se retangulo por tridngulo equildtero e considerando-
se regioes semicirculares nos 3 lados do triangulo.

7) Seja h(x) = f(x).g(x), com f e g diferencidveis até ordem 2 com derivadas continuas.
Se f(x) >0 e g(x)> 0 para todo x, verifique a veracidade das seguintes afirmagoes:

(a) Se f e g tém ambas mdximo local (ou relativo) em x, entdo h também tem mdximo
local em x;

(b) Se f e g tém ambas minimo local (ou relativo) em x(, entdo h também tem minimo
local em x;

(c) Se h tem ponto de inflexao em x, entao f e g tém ponto de inflexdo em x.(e a reciproca

vale?).

Exercicio 20. 8) Analise a mesma questao anterior quando h(x) = f(x) + g(x).
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Tracado de curvas

Quando se faz o esbo¢o de uma curva, dada por uma equacao y = f(x), preocupando-
se com todos seus detalhes, é necessario lancar mao de varios conceitos importantes
do Calculo. Por este motivo é que colocamos o estudo de uma fungao e o tragado
de sua curva no final deste capitulo. Com a resolucao de alguns exemplos podemos

inferir um roteiro geral para se efetuar este estudo.

Exemplo 53. 1. Estudar a fungdo e esbogar seu grifico
f(x)=x*-5x*+4 com x €[-3,3].

Solugao: O estudo de uma fungao é composto de algumas etapas -

Caracteristicas gerais:

f é uma fungao algébrica polinomial (polindmio do 4° grau), definida no intervalo fe-
chado [-3,3], isto ¢,

Dom(f)={xeR:-3<x<3}=[-3,3].

f é continua e tem derivada continua, de qualquer ordem, em seu dominio pois é um po-
linomio.

f é uma funcdo par pois f(-x) = (—=x)* = 5(=x)? + 4 = f(x) e portanto, f é simétrica em
relagdo ao eixo-y.

(b) Raizes e sinal de f:

f(x)=0e=x*-5x>+4=0

2

Para resolver esta equagdo biquadrada fazemos a mudanga de varidveis x° = z e resolvemos

a equagao
2 5+V25-16 z=4
z —52+4:0:>z:f<:)

x=1

Para z=4 —= eparaz:I:{ . .Assim, x = 2;-2;1 e—1 sao as

raizes da fungao f(x).

f(x)>0 se x<-2 oux>2 ou —1<x<1 (verifique)

f(x)<0 se —2<x<-1oul<x<2
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5 Aplicagoes da Derivada
(c) Derivada primeira: Crescimento e pontos criticos:
f/(x) = 4x° — 10x = x(4x> - 10)

Os pontos criticos sao obtidos considerando f(x) =0
f’(x):0<:>x(4x2—10):0<:> x=—4/3

Os sinais da derivada indicam o crescimento (derivada positiva) ou decrescimento (deri-

x>0 e(4x?-10)>0==x>0 ¢ [—\/§>xoux>\/§] =>x>\/§

f'(x) >0 = ou

x<0 e(4x*-10)<0e=x<0 e —\/§<x<\/§:>—\/§<x<0

vada negativa):

; 5 5
Logo, f é crescente se —\/; <x<0 ou \/; <x<3.

5 5
f’(x)<0(:)—3<x<—\/; ou O<x<\/;

isto é, nestes intervalos a fungado é decrescente.

(d) Derivada segunda - Concavidade, maximo, minimo e inflexdo:
f7(x)=12x*-10

Consideremos os pontos criticos x = 0,—\/;\/% e vamos usar o critério da derivada se-

gunda para determinagdo das caracteristicas de tais pontos.

f7(0)=-10 < 0 = f tem mdximo relativo no ponto x=0;

5 5 5 5
(= E) = f( E) =20> 0= f tem minimo relativo nos pontos x = —\/; ex= \/;

_ |5
» 2 2 5 xX= 6
f'(x)=0e=12x"-10=0=x == - €[-3,3]
x=- 2
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Temos que f’(\/g) 20 e f’(—\/g) # 0 e, portanto, f tem pontos de inflexdes em x = —[2 e

5
5 5
f7(x)>0 se —3§x<—\/; ou\/;<x<3:

X = X
f tem a concavidade voltada para cima nestes intervalos.

5 5 . . .
f7(x) <0 se —\/; <x< \/; — f tem a concavidade voltada para baixo neste intervalo.

(e) Alguns valores especiais de f:

f0)=4; f(-3)=f(3)=40

f(—\é) =f(\/§:—}’1 =-2,25 ¢ f(—\/é):f( 5y=1
(f) Grifico de f:

fi1g.5.15 — Grdfico da fungdo polinomial de quarto grau

Exemplo 54. 2. Estudar a fungao

(a) Caracteristicas gerais:
f é uma funcdo algébrica racional e definida para todo R pois x> +1 > 0, ou seja,
Dom(f)=RR.
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f é continua com derivada continua, de qualquer ordem, para todo xe RR.

(—x)2—4_x2—4_
(—x)2+1 x2+1

f(=x) = f(x) = f épar

e, portanto f é simétrica em relagdo ao eixo-y.
(b) Raizes e sinal de f:

f) =0

2 - ,
T -4 = sdo as raizes de f;
xc+1 2

f(x)>0e=x*-4>0=x<-2 ou x>2.

f(x)<0e=x*-4<0e=-2<x<2

(c) Derivada primeira:

(x2+1)2x—(x2—4)2x 10x

f(x) = =
(x2+1)° (x2+1)?
X é um ponto critico de f se f/(x) =0,
frx)=0e= —2  _gesx=0
(x2+1)

f € crescente se f/(x) >0 = x> 0;
f é decrescente se f/(x) <0 &= x<0.

(d) Derivada segunda:
_ =30x*—20x%+10

(x2 + 1)4

No ponto criticox = 0 temos f”(0)=10> 0= f tem um minimo local em x = 0.

fr(x)

1

X=-=

_ .1 3

weN Cand 62 g X=+p5 = _\fl

f'x)=0e=-3x"-2x"+1 =0 X=-7
x=+V-1¢R
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Do fato que f’(\%) =0 e f’(—\/%) # 0 segue-se que f tem pontos de inflexao em x = i\/%.

1 1
fr(x)<0e= -3x*-2x2+1>0=x<—— ou x>— (verifique)

V3 V3

1 ou x>i.

V3 V3

Portanto, f tem concavidade voltada para baixo se x < —

f tem concavidade voltada para cima se f”(x) >0,

1 1
f7(x)>0 = -——=<x<—.

V3 V3

(e) Assintotas:

Como a fungado é par devemos ter lim,_,_, f(x) =lim,_,,, f(x) (se existir!)

xl—1>r-{1mf(x) - x1—1>r4¥1w x2+1 =1
Logo, y = 1 é uma assintota horizontal de f. Ainda, f ndao tem assintota vertical e nem
inclinadas (porque?)
(f) Valores especiais de f:
A curva definida por f corta o eixo-y quando x = 0, isto é, f(0) = —4. Ainda, P = (0,4) é

o0 ponto onde f assume seu valor minimo.

2
— 1) _4
f-b)=f(L)= @ =4 =-275
() +
P, = (—\/Lg, ) e Pp= (\/Lg’_%) sdo os pontos de inflexao de f.
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(g) Grafico da fungdo:

ra

f19.5.16 — Grdfico da fungdo racional com assintota horizontal

Exemplo 55. 3. Estudar a fungdao

f(x):x+2x% = x+2Vx2

(a) Caracteristicas gerais:

Exemplo 56. fé uma fungdo algébrica irracional e definida para todo R ou seja,
Dom(f)=1IR.
f é continua para todo xe R. (Verifique a continuidade de f no ponto x = 0).

Flx)=x+2Vx2 2 x+2Vx? = f(x)
—f(x) = —x—2Vx2 2 x+2Vx2 = f(~x)

Logo, f ndo é simétrica em relagdo ao eixo-x e em relagdo a origem.
(b) Raizes e sinal de f:
x=0 . )
f(x)=0= o sdo as raizes de f;
X=-
f(x)>0 se-8<x<0 ou x>0;

f(x)<0 se x<-8.
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(c) Derivada primeira:

2

Flx)=1+2.x73 4

+_
3Vx

f(x) nao é definida para x = 0, e portanto, f ndo é diferencidvel no ponto x = 0.

Q-)

4
! le=1l+—=0c=Vx=—x=——-~-2,37
£ = o Vi=-sox=-o
Assim, x = —g‘; é um ponto critico de f.
64

4
f(x)>0ec=1+—>0c=x<——

33/x 27

ou seja, f é crescente no intervalo (—oo, —2—‘71).

Do fato de f” nao existir no ponto x=0, devemos analisar o sinal de f numa vizinhanga
deste ponto;

Para x > 0, temos f'(x) =1+ %ﬁ > 0, ou seja, f é crescente para x > 0;

6

Para - 4 <x <0, temos que f’(x) <0, ou seja, f é decrescente.

Podemos ja concluir que f tem um minimo local no ponto x = 0 (porque?).

(d) Derivada segunda:
4 4 1
f7(x) —§x_% =3 Fiaw comx =0
Temos que f”(x) < 0 para todo x # 0 = f”(— ) <0, portanto, x = g‘; ¢ um ponto de

mdximo local paraf.

Ainda, do fato de f”(x) < 0 para todo x # 0, entdo f(x) tem a concavidade voltada para
baixo para todo x= 0.

(e) Assintotas:

Temos que

lim (x+ 2\3/;) = 400

X—>+00
lim (x+2V32) = lim Vx2(5 +2)= lim Vx?(dx+2)= -
X——c0 X——00 X——0c0

X3
Se existir assintota inclinada, serd uma reta y = ax+b onde, a e b sao constantes dadas por:

f(x)

a=limy_, o~ =lim,_, (1 + 2x_%) =1+1lim,_, %/L; =1;
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. . 2 . 3
b=1lim,_,, o (f(x)—ax) =lim,_, o 2x3 = 2lim,_,, o, Vx? = +oo.
O mesmo cdlculo, feito para x — —co, mostra que ndo hd assintota inclinada para f.

(f) Valores especiais de f:
f(0)=0 e y:Osex+2\3/x_:0:>{ x:08 (raizes de f);

x=—
f(-57)=%

~1,18; f(1)=4 e f(8) = 16.
(g) Grdﬁc de f:

8 -G4/27

fig.5.17-Grdfico da fungdo irracional

Exercicio 21. Estude as seguintes fungoes
2_
1) f(x)= x27—1 ou f(x)= % (prova UEC, 1971);

2) f(x)= sinSx—cos 5

3 f0)= 7
4)f(x):w/x+1 (UnB, 1969);
t
5) f(x) = =85
2x se x<-3
|x| se —3<x<0
x2 se 0<x<?2

(6) f(x) =

1,7
15 se x=2

Exercicio 22. Mostre que o grdfico de f(x) = =55 +1 ¢ dado pela fig.5.18
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¥

w=2x+d

e
y

fig.5.18-Assintota inclinada

Exercicio 23. Mostre que a equacio x° — 5x + 3 = 0 tem somente 3 raizes reais.

Exercicio 24. Dados os esbogos das funcoes que seguem, discriminar suas propriedades
principais (dominio, imagem, simetria, continuidade, pontos criticos, regioes de cresci-

mento, assintotas, periodicidade etc):

C:) ¥

fig.5.19 £ig.5.20
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fig.5.21 fig.5.22

fig.5.23 fig.5.24

130



6 INTEGRAL

Canteiros de Machu Picchu

“Um modelo matemdtico nunca encerra uma verdade definitiva, pois é sempre uma
aproximagao da realidade analisada e, portanto, sujeito a mudangas - este processo
dindmico de busca de modelos adequados, é 0 que se convencionou chamar de modelagem

matemadtica”.

in ensino-aprendizagem com modelagem matematica
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6 Integral

Vamos apresentar os conceitos de integral indefinida ou antiderivada e de integral
definida. Veremos que tais conceitos, definidos de maneiras bem distintas, estao rela-
cionados por meio do Teorema Fundamental do Calculo.

Nao daremos muita énfase aos métodos de integracao, entretanto alguns deles se-
rao destacados nas aplicacdes que faremos. Os distintos métodos de integragao po-
dem ser encontrados em qualquer livro de Calculo e fica como exercicio para os alu-

nos interessados.

6.1 Integral Indefinida

Consideremos o seguinte problema: Encontrar uma fungdao y = f(x) derivavel num
intervalo (a,b) e cuja derivada y’ = Z—z é uma fungdo conhecida, em outras palavras devemos
encontrar y = f(x) tal que % =F(x) coma<x<b.

Uma solucao deste problema, se existir, é chamada integral indefinida ou antideri-

vada da funcao F(x).

Exemplo 57. Achar y = f(x) tal que % =2x, xeR.
Solugdo: Do estudo das derivadas, sabemos que se y = x? entdo, Z—z = 2x, de modo

que a funcdo y = x> ¢ uma solugdo do problema. Entdo, dizemos que y = x> ¢é uma
integral indefinida da funcio F(x) = 2x. E claro que tal solucdo ndo é tinica pois as funcoes

C , . .- d
Y= x% + C, sendo C uma constante arbitrdria, também satisfazem a condigao d—i = 2x.

As solugdes deste tipo de problema nem sempre se apresentam sob uma forma sim-
ples como do exemplo anterior e, podem mesmo, nem existir. A seguinte Proposi¢ao

indica uma maneira de se encontrar a forma geral de uma integral indefinida:

Proposicao 18. Se y = f(x) é uma integral indefinida de F(x) entdo, toda integral indefi-
nida de F(x) é da forma y = f(x)+ C, onde C é uma constante.

Demonstragdo. Seja y = ¢(x) uma integral indefinida de F(x), isto ¢, i—f = F(x).

Logo,
d d d
W= = (o) f) =0 = o)) = C.
Portanto, ¢(x) = f(x)+ C. [

A Proposicao anterior nos permite afirmar que, para calcular todas as integrais in-
definidas de uma fungao F(x), basta calcular uma delas e todas as demais sao obtidas

acrescentando-se uma constante arbitraria.
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6 Integral

Para significar que y = f(x) + C representa todas as integrais indefinidas de F(x),

escrevemaos

jP(x)dx =f(x)+C

que deve ser lido: a integral indefinida de F(x), em relagdo a x, é igual a f(x) mais cons-
tante.
O processo para encontrar as solu¢oes de uma integral indefinida é denominado

- S . d S
resolucao de uma equagao diferencial % = F(x), isto ¢,

%:F(x)<:>dy:F(x)dx<:>fF(x)dx:y+C (6.1.1)

A solucao de uma integral indefinida é uma familia infinita de curvas que satisfa-
zem Cada constante C determina uma solucao particular (veja Fig.6.1)

Y

1 /f[x:|=senx+1
N
N7

fix)=senx +C

)

fig.6.1 —Solugado da integral indefinida de cos x
Exemplo 58. (1) J2xdx =x2+C pois f—x (x2 + C) = 2x;
(2) fx3dx = % +C pois f—x(% + C) = x3;

- n _ xn+1 . d Xn+l
(3) Sen:t—l,entaofx dx—m+C pois %(Ml

+ C) = x". Observamos que n = —1

para evitar que o denominador se anule.

(4) jsenxdx =cosx + C pois dd_x (cosx+ C) = senx.

133



6 Integral

6.1.1 Propriedades da integral indefinida

As integrais indefinidas apresentam algumas propriedades que sao consequéncias

imediatas de propriedades analogas das derivadas, uma delas é a linearidade, isto é:
(1)
J (F(x) £ G(x))dx = JF(x)dx + J G(x)dx;

JkF(x)dx = kJP(x)dx, k constante.

De podemos inferir que:

- (3)
J [dd—xF(x)l dx=F(x)+C

Com base na definicao e propriedades da integral indefinida, resolveremos alguns

exemplos tipicos:

Exemplo 59. 1. Calcule as sequintes integrais indefinidas:
(a) f2x +3)dx
Solugao: f2x+3)dx = fodx+f 3dx = 2fxdx+3f1dx = 2x—22+C1+3x+C2 = x—22+3x+C;

(b) [(3x—1)*dx

Solugao: Vamos resolver esta integral, usando dois métodos distintos:

- diretamente: f(3x— 1) dx = f(9x2 —6x+ 1)dx = f9x2dx — f6xdx + fdx = 3x3 -
3x2+x+C;

- Usando uma mudanga de varidveis: 3x —1 =z = dx = %dz,

I(3x—1)2dx = %fzzdz = %23 +C= %(Sx— 1P’ +C=3x3-3x2+x+C.

_2
(c) fx2(1 + 2x3) S dx
Solugdo: Consideremos a sequinte mudanca de varidveis z = 1+2x° = dz = 6x*dx =

x2dx = %dz, entao

fxz(l + 2x3)_% dx = %fz_%dz = %Z

ol —

+C:%ﬁ+C:%\/31+2x3+C

u\H|

Exemplo 60. 2. Se uma fungdo F(x) tem derivada igual a 2x+1 e F(0) = 1, encontre F(x).
Solugado: Sabemos que se ‘Zl—l; =2x+1, entao I(Zx +1)dx = F(x)+ C, isto ¢,

F(x)=x*>+x+C
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A condigao F(0)=1 permite determinar o valor da constante C, ou seja,
F(0)=1=0%2+0+C=C.

Portanto,
F(x)=x>+x+1

Uma maneira mais simples de se colocar o problema anterior € o seguinte:

Resolver a equagdo diferencial com condigao inicial

2 = 2x+1
F(0)=1

Problemas deste tipo sao denominados de Problemas de Cauchy.

Exemplo 61. 3.a) A velocidade de uma particula em movimento, num instante t, é dada
por v(t) = k.t, onde k é uma constante. Se no instante t = 0 a particula estd na posicdo s,
qual a expressdo do espago s(t)?

Solugdo: Temos que v(t) = % =kt = s(t) = Jktdt = %t2 +C.

Usando a condigao inicial s(0) = sq, obtemos C = sy. Portanto, s(t) = %tz + 0.

3.b) Se a aceleragdo de uma particula em movimento retilinio, é dada por a(t) = (t2 + 1)2
e sabemos que v(0) = vy e s(0) = sq, encontrar as expressoes da velocidade e do espago
percorrido, num instante t.

Solugao: Temos que
a(t) = (£ + 1)2 = ()= | (P+1)dt= | (t*+262+1)dt= EFCINE I C
5 3
Para t = 0, determinamos C; =vg ;

15 2 1 1, 1
s(t)= | v(t)dt = (—t5 +21° +t+v0)dt =04t 2 1t + Gy
5 '3 30 6 2

Para t = 0, temos s(0) = sqg = C,.Logo,

_le 1a 1o
s(t)_30t +6t +2t + vt + 5
Exercicio 25. 1. Calcule a integral definida das seguintes fungoes:
(a) f(x)=1-4x+9x%;

v) flx)= % - 7
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6 Integral

© 119= s
(d) f(x)=(2-38)3;

Exercicio 26. 2. Determine as equagoes diferenciais com condigoes iniciais:
dy 2
= =4x“+6x-5
(a) { dx

Yo=3
d
m) | &VETE
Y0=0
d .
01 &= cosxsinx
yo=1
Exercicio 27. 3. Determine y = f(x), sabendo-se que % = %

Sugestdo: escreva a equagdo diferencial na forma diferencial e integre membro - a - mem-
bro;
Observagdo: A fungdo y = f(x), ndo identicamente nula, tal que Z—z =y é denominada
funcao exponencial e
denotada por f(x) = e*.
d

—e¢' == | fdx=¢"+C
dx

Ainversa x = f~1(y) da fungio y = f(x) = e* é definida com a equagdo diferencial, isto ¢,

dy 1 1
%_y:)?iy_dau:)x_f?iy—ln}HC

Assim,y = e* <= x=1ny
ou

Ine*=x e e =y

Faremos mais tarde um estudo mais elaborado destas fun¢oes que sao fundamen-

tais para as aplicacoes praticas.

6.2 Integral Definida

6.2.1 Area

Seja f(x) uma fungio continua e positiva no intervalo [a,b]. Vamos denotar por A’

a regiao escurecida da Figura 6.2
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y=fix]

fig.6.2-Regido A?

A regido A é uma figura limitada pelo eixo-x, pelas retas x = a e x = b e pelo
"grafico"da fungao f(x).

Nosso objetivo agora é dar uma defini¢ao da drea de AL, que coincida com a intuigio
geométrica e que possa ser calculada quando conhecemos a funcao f. Posteriormente,
estenderemos a defini¢ao para fungoes continuas quaisquer (ndo necessariamente po-

sitiva) e também para uma classe especial de fun¢oes descontinuas.

Definicdo de area de A?:
Vamos dividir o intervalo [a,b] em n partes iguais - O comprimento de cada subin-
tervalo serd Ax = %. Sejam,

Xo=a;X1 =a+Ax;xy =a+2Ax;...,x,_1 =a+(n—-1)Ax

os extremos esquerdos destes subintervalos.
Através de retas paralelas ao eixo-y, passando pelos pontos xy; x1;x5;...; X,_1, divide-
se a regido AY em subregides: Aj,A,,.., A, cujas areas siao aproximadas pelas areas

dos retangulos de base Ax e alturas f(xg); f (x1); f(x2);...; f (x;_1), como na Figura 6.3 :
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6 Integral

y=f(x)

X
xz gl‘n-il b=>(n

fig.6.3-Particao da regiao AZ em subregides retangulares

Sejam R; os retangulos de base Ax e altura f(x;_;). Temos que

Area de Ry = f(xo)Ax;

Areade R, = f(x;)Ax;

Area de R3 = f(x,)Ax;

Areade R, = f(x,_1)Ax.

A medida que o numero de subintervalos aumenta, e como consequéncia, o com-
primento de Ax diminui, a aproximagao da area A; 1 < i < n, pela area do retangulo
R; correspondente, é cada vez melhor, isto é, |A; — f(x;_1)Ax| é cada vez menor. Desta
forma, quando "n for suficientemente grande", a diferenca entre a area de A’ e a soma
das 4reas dos retangulos R; sera "arbitrariamente pequena'. E entao razoéavel colocar-
mos, por definicao:

n-1
Area de AY = ”l_i>rjp(>o Zf(xi)Ax (6.2.1)
i=0

Observacoes:

(a) Na definigdo de area de A” poderiamos ter considerado os extremos di-
reitos dos retangulos ou mesmo um ponto qualquer ¢; de cada subintervalo [x;_, x;]
para tomar sua altura f(c;), sem alterar o resultado;

(b) Se os comprimentos dos subintervalos da parti¢ao de [a, b] forem distintos, entao
devemos substituir a defini¢ao[6.2.1] pela seguinte defini¢ao mais geral:

n-1
Areade AY = 1i VAx; 6.2.2
rea de Al leggO;ﬂxz) X; (6.2.2)
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6 Integral

onde, |Ax;| = max|x; —x;_1|, 1 £ i < n. Podemos ver que se |Ax;] —» 0 entao n —
+00 mas a reciproca pode nao ser verdadeira, isto €, n — +oo = |Ax;| —» 0 (dé um

exemplo).

Exemplo 62. Seja f(x) = mx, determinar a drea de AL no intervalo [a,b].

Solucdo: A regido de AY considerada pode ser visualizada na Figura 6.4

y=rnx

fig.6.4-Regido AZ determinada pela reta mx

Neste caso, estamos considerando as bases dos retangulos iguais a Ax = b—;“. Entdo,
Area de Ry = f(a)Ax = maAx;
Area de Ry = f(x1)Ax = mx;Ax = m(a+ Ax)Ax;

Area de R, = f(x,_1)Ax = mx,_1 Ax = m[a+ (n— 1)Ax]Ax.

A soma das dreas dos retingulos é

Sp=mla+(a+Ax)+..+(a+(n—1)Ax)]

=m[na+(1+2+3+...+n)Ax]Ax

:mlna+ n(nz_l)Ax]Ax

:mn[a+(n—1)(b—a)l(b—a)
2 n n

:m[a+(n;1)(b;a)l(b—a)

Agora se considerarmos a definigdo para obter a drea de AY basta calcular o limite:

n—+oo n—+oo n

AZ: lim Sn:m(b—a)[a+(b;a) lim (Yl—l)]
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ou seja,
b- b
drea deAZ = m(b—a)[a—i— ( 2a)] = m(b—a)a;L
1
= E(ma+mb)(b—a)
que é a formula da drea do trapézio conhecida.
Exemplo 63. 2. Calcular a drea de A} quando y = f(x) = x*.
Solugdo: Temos que Ax = %;xo =0;x; = %;xZ =2; 5%, = %
. n-1
Areade Ay = nh_)rgo Zf(xi)Ax
i=1
| 1 2 n-1
= lim | f(0)Ax+ f(=)Ax+ f(—=)Ax+...+ f( )Ax
n—oo | n n n
1 22 ~-1,]1
= lim O+7+7+...+(n—)2l—
nooco|  nc n n n
i 1
= lim 12+22+...+(n—1)2]—3
n—ool n
~ lim (n-1).n.(2n- 1).i _ 1
n—»00 6 n3 3

Extensao da definicao de area sob uma curva

Exemplo 64. Nas definigoes e consideramos que a fungdo y = f(x) é continua e

positiva em [a,b]. Como consequéncia o valor da drea de AY é também um niimero positivo.

Suponhamos agora que f é negativa em [a, b]. Neste caso, a drea de AL é definida por

n—-oo0 n—o00

n-1 n-1
drea de AZ =—lim Zf(xi)Ax = lim Zg(xi)Ax (6.2.3)
i=1 i=1

onde, g(x) = —f(x).
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¥ = 0ix) =-f(x)

y=f(x)

fig.6.5-Area de uma fungio negativa

Decorre da definigcao que a drea da regido limitada pelas retasy =x; x =a; x=0b e
pelo grdfico da fungao negativa f em [a, b], é também um niimero positivo.

Seja f é uma fungao continua em [a,b], a fungcao modulo de f : |f|, definida por

f(x) se f(x)=0
<0

Ifl(x)ZIf(X)IZ{ f) se f(x)

¢ sempre positiva ou nula em [a, b].

y=f(x) v=|fl(x)

fig.6.6-Grdficos das fungées fe |f]|

A definicdo de drea de A para uma funcio continua em [a,b] é dada por:

n-1 n-1
Area de A} = lim Z|f(xi)|Ax - limOZ|f(xl-)|Ax,-
i=1 i=1

|Ax1|—>

Esta definicdo generaliza as anteriores e nos permite concluir que drea de A > 0e Al =

0 < f(x) é identicamente nula ou a = b.
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6 Integral

Observacdo: Podemos finalmente estender a definicdo de drea de AL para funcées li-
mitadas em [a,b] e que apresentam um niimero finito de pontos de descontinuidade neste
intervalo.

Sejam by, by, ..., by, pontos de descontinuidade de f em [a,b]. Neste caso, consideramos

b _ bl bZ bn b s P . .
Ag=Ag + A, +..+A) +A, demodo que fé continua em cada subintervalo que define

. n b ; b
as regides A,' ;AZ? ou A,
.

n

¥

fig.6.7-Regido limitada por uma curva descontinua em um niimero finito de pontos

Definicao de Integral Definida

Seja f(x) uma fungao continua no intervalo fechado [a,b]. Consideremos uma par-
ticao de [4,b] em n subintervalos de mesmo comprimento, por meio dos pontos orde-
nados:

a=2X0,X1,X0, ey Xp_1,Xy = b

Temos que |x;,1 —x;| = Ax = % paratodoi,com 0<i<n-1.

Consideremos para cada n € [N, a soma

b

Definimos a integral definida de f em [a,b], e denotamos por If(x)dx o seguinte li-
mite: ’

b n—-1

f f(x)dx = lim S, = lim Z £(x:)Ax (6.2.4)

a 1=0

142



6 Integral

Observacgoes:

o Na defini¢ao[6.2.4tomamos os extremos esquerdos x; de cada subintervalo [x;, x;,1]
em que foi dividido [a,b]. Pode-se demonstrar que o limite que define a integral defi-
nida[6.2.4)tem o mesmo valor se tomarmos um ponto qualquer ¢; € [x;,X;,1];

o Os comprimentos dos subintervalos da particao de [4,b] podem ser distintos,
desde que 1 — co & maxgg;<;_1|%is1 —Xxi| = 0;

o A definicao continua valida desde que f(x) seja limitada e tenha apenas um nu-
mero finito de descontinuidade em[a, b].

Assim, a defini¢ao mais geral para integral definida é dada por

Axi—>0

b n—1
J f(x)dx = lim Z F(c;)Ax; (6.2.5)
7 i=0

com, ¢; € [x;,X;41]; N — 00 & Mmaxpgicn_1 |Xis1 — X;| = 0 e tal que f(x) seja limitada e

tenha apenas um ntmero finito de descontinuidade em|[a, b].

ff(x)dx = —ff(x)dx
a b

Interpretacdo geométrica da integral definida

o Se a>b, definimos

a) Se f é positiva em [a,b], entao

b
Jf(x)dx = 4rea de A"
a

b) Se f é negativa em [a, b], tem-se

b
ff(x)dx = —area de A?

c) Se f muda de sinal em [q,b], tal que f > 0 em [c,d] e, portanto f <0 em [a,b] -

[c,d];
b

ff(x)dx = 4rea de AY — 4rea da regido onde f < 0

a
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27
Exemplo 65. Calcular f sin xdx.
0

Solugdo: Temos que senx > 0 em [0,27t] se x € [0,7t] e senx <0 se x € (7, 27|. Entdo

21 T 21
Jsenxdx = AT - A2 = Jsenxdx - Jsenxdx =0
0 0 e

Propriedades da integral definida

a

1). ff(x)dx =0;

a
C

b b
2). Se c€[a,b], entdo [ f(x)dx = [ f(x)dx+ [ f(x)dx;

b b

b
3). J[f ()£ g(x)]dx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx;
b
4). [ f(x)dx = [ f(x)dx;

5). Se |f(x)| £ M em [a,b] = | f(x)dx| < M (b-a).

a

Teorema Fundamental do Calculo

Para Calcular uma integral definida, usando a definigao ou a definicao mais
geral devemos calcular um limite que, em geral, nao é muito simples. O teo-
rema seguinte permite contornar esta dificuldade, além de estabelecer uma relagao
entre os conceitos de integral indefinida e integral definida. Devido a sua importan-

cia é frequentemente tratado como Teorema Fundamental do Calculo Integral:

Teorema 25. Seja y = f(x) uma fungdo continua no intervalo [a, b] e seja F(x) uma integral
indefinida de f(x), entao

b
jf(x)dx — F(b)~ Fla) = F()"

Este teorema, cuja demonstracao omitiremos, permite calcular a integral definida

de uma funcao f(x) (ou area da regiao limitada por f(x)) a partir da integral indefi-
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nida de f(x):
Jf(x)dx = F(x).

3
Exemplo 66. 1) Calcular a integral definida fxzdx.
1

Solugao: Determinamos inicialmente a integral indefinida
3
x
szdx =5t C

e aplicamos o Teorema Fundamental do Calculo:

fxzdx = x—3+cr = F(3)-F(1)
1

3 1

33 13 1 26
([ +c|-|=—+Cl=9-==2
(3+)(3+) 373

2) Calcular a drea de A% para v = x? no intervalo [a,b].

b
Solugdo: Comoy > 0 em [a,b], seque que drea de AL = fxzdx =F(b)-F(a) =

Exemplo 67. Calcule o limite

L - lim VI+V2+V3+..+n
n—+00 \/ﬁ

Solugao: Tomando f(x) = /x, x € [0,1] e usando a definigio obtemos

)] Ax

S|

n—+oo

o N T e \ﬂ |
= lim — 44—+t +4l—|-—
n—+o00 n n n n|tn

b (V1I+V2+V3+..+n
_n—>+oo_ n\/ﬁ

1
| V= tim £+ £y f )
0

De modo que
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6 Integral

Exemplo 68. Calcule a drea de Aj quando f(x) = x> — 4x.
Solugdo: Temos que f(x) = x(x*> —4) = x(x — 2)(x + 2) =

x>0e(x?-4)<0=x>0e -2<x<2c&=0<x<2

x<-=2
f(x)<0 = )
x<0e(x*—4)>0=—=x<0 e ou Ex<-2
x>2
<0 se 0<x<2
Logo, para x € [0,4], tem-se fx) 5 *
f(x)>0 se 2<x<4

6.2.2 A funcao logaritmo natural®

Consideremos a funcao f(t) = % para t > 0. Temos que f é continua e derivavel em

todo seu dominio R* = {t € R: ¢ > 0}.

Seja A a regiao limitada por f(t) = %, entao

area de A7 = JA%dt =|F(x)—F(1)|=|F(x)| parax>0.

1

1 b 1
Lembrando que A} = f%dt =0eque J%dt = —f%dt se0<x<1.
1 1 X
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v

fig.6.8-Definicao de logaritmo natural para x maior que 1.

Definicao 16. Definimos a fungdo logaritmo natural de x, e denotamos por y = Inx, como

sendo o valor da drea de A’f sex>1e—(drea de A}C) se x <1, ou seja,

X
j%dt sex>1

_ 1
Inx = 0

—J%dt se0<x<1
X

Como consequéncia desta defini¢do temos

Jldx:lnx+C
X

Propriedades da funcao logaritimo: y =Inx:

P;.In(ab)=Ina+Inb e Iny =Ina-Inb;

De fato, sejam x =lnaey=Inb <= a=e¢" e b=e¢’ = ab = e*.eY.Logo,
In(ab) =lna+1Inb < e*.¢¥ =Y

Analogamente,

ln% =lna-lnb &&= — =¢*7
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P,.A funcao y = F(x) = Inx é definida no intervalo (0,+c0) = {x e R: x >0} =IR*; F é
Inx>0sex>1
continua em todo seu dominioe{ Inx=0sex=1 ;

Inx<0se 0>x>1
P5 . F(x) é diferenciavel em seu dominio e

d 1
—Inx=—=>0 sex>0;
dx X

Logo, a fungao é sempre crescente.

P, .y =F(x)=Inx nao é limitada e sua imagem ¢ todo R,

lim Inx=400 ¢ lim lnx=-oc0
X—+00 X——00

Isto segue do fato que, para qualquer ne IN, Inn > % + % .t % (verifique).

Ps . A concavidade da fun¢ao logaritmo é sempre voltada para baixo pois
d? 1
—Inx=—-—<0 sex>0;
dx? x?2
P¢ . A funcao logaritmo natural admite uma funcao inversa com as mesmas quali-
dades, isto é, a inversa é definida, continua e diferenciavel em R.Ainda mais, é sempre

crescente.

1 y=Inx

fig.6.9- Grafico da fungao logaritmo natural e sua inversa
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Seja x = g(y) funcao inversa de y =Inx , entao devemos ter g(lnx) = x e portanto,

d[g(lnx)] dgdlnx _ ag
dx Cdy dx Ly T 8W)

ou seja, a funcao inversa do logaritmo ¢é igual & sua derivada. Definimos pois x =

g(y)=¢:
y=lnxe=x=¢¥

xlna

Observagao: Se a > 0, temos a* = e e definimos y = log,x &= a¥ = x.

Exemplo 69. Suponhamos que a velocidade de uma determinada doenga, numa cidade,
seja proporcional ao niimero de pessoas sadias em cada instante. Se Py é a quantidade de
doentes detectados no instante t = 0, determine um modelo que possa prever a quantidade
de doentes num instante t qualquer.

Solugao: Consideremos a cidade com uma populagcio de K habitantes; O niimero de
sadios, em cada instante serd (K — P).

Devemos pois, obter o niimero de doentes P = P(t), satisfazendo a equagao

ar _
Zr=a(K-P),a>0 (6.2.6)
Py=P(0) dado
Esta equagao, na forma diferencial é dada por:
1
——dP =adt (6.2.7)

K-P

Sabemos que duas fungoes com diferenciais iguais diferem de uma constante. Logo,

1

Para resolver Iﬁdp consideramos a mudanga de varidveis z=K - P = dz = -dP

1 1
jmdP:—J‘zdz:—lnz+C:—ln(K—P)+C2

Logo, de obtemos

-In(K-P)+Cy=at+Cy =In(K-2z)=-at+C (6.2.9)
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6 Integral

onde C = Cy — C; é uma constante arbitrdria, assim como C; e C,.
Agora podemos obter P(t) de considerando a fungao exponencial de cada menmbro,

eln(K—P) —at+C) _ eC‘e—at

= e(
Logo,
K-P=eCe™ = P(t)=K-eC.e7™ (6.2.10)

Usando a condigao inicial Py = P(0), obtemos o valor da constante C:
Py=K-e“ = ¢ =K-p,

portanto,
P(t)=K—(K—-P,) .e”™

Podemos observar que

lim P(1) = lim [K-(K=Py) .e]|=K
isto é, se a doenga nao for controlada, entdo toda populagdo ficard doente no futuro.
O ponto P = K é uma assintota horizontal de P(t) e satisfaz a equagdio dt =a(K-P)=0.

Dizemos, neste caso, que P = K é um ponto de equilibrio de P(t).

Modelos Populacionais

Equagoes diferenciais do tipo

dy _
- = F(y) (6.2.11)

sao denominadas equagdes autonomas e desempenham um papel fundamental na mo-
delagem de fenomenos bioldgicos. Utilizando o conceito de diferencial podemos es-

crever a equagao[6.2.11|na forma

Y gy (6.2.12)

F(y)

desde que, o) seja bem definida no intervalo de interesse, isto €, F(y) nao se anule e

(
seja continua num intervalo (a,b). Com esta hipotese podemos obter a solugao geral

de|6.2.11} integrando membro-a-membro a equagao|(6.2.12

1
dey—x+c
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6 Integral

Um exemplo tipico deste tipo de equacao é o modelo malthusiano para crescimento
populacional ( Modelo de Malthus-1798) que pode ser traduzido por: "o crescimento

populacional é proporcional a populacao”, ou seja,

P

= —kp
ar =k

Se conhecemos o valor da populagao inicial Py para algum ¢ = 0, teremos um pro-

blema de valor inicial (Problema de Cauchy)

dP

dP _ . p

{;t dazo (6.2.13)
0

onde, a é a taxa de crescimento relativo. Como P(t) > 0 para todo t > 0, podemos
escrever na forma diferencial

ldP:adt:>J‘ldP:Jadt
P P

portanto,
InP(t) = at + C => P(t) = e“+ = ¢

C

Considerando a condigao inicial Py = P(0), vem Py = e~ =

P(t)= Pye™
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6 Integral

ou seja, a populagao cresce exponencialmente se a > 0. Se a < 0, entao a populagao

sera extinta.

Pt

a =0

a=0

:'U

a=<0

to t
fig.6.10 — Crescimento exponencial

Um modelo mais realistico leva em consideracao que a taxa de crescimento relativa
decresce quando a populagao cresce. O modelo logistico (Modelo de Verhurst-1837)

é um exemplo deste fato, onde a(P) = a(K - P):

ar _
ar = 8P(K-P) (6.2.14)
Py=P(0); K>Pea>0
Agora, usando o procedimento de solu¢ao das equagoes autonomas, temos
1
————dP=adt
P(K - P)
A funcao F(P) = P(K]‘_P) esta bem definida no intervalo (0, K). Entao,
L ap=|aar (6.2.15)
P(K-P) o
O calculo da integral fﬁdP exige uma técnica distinta do que se viu até agora

denominada método das fragoes parciais-

Devemos simplificar a fungao F(P) = dividindo-a em uma soma onde sabe-

1
P(K-P)’
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6 Integral

mos calcular a integral de cada parcela:
A(K - P) + BP

1 A B 1
~ P(K-P)

P(K—P) P K=P _ P(K-P)

Portanto, devemos ter A(K-P)+BP =1 = AK+(B-A)P=1= { B_A-0

-
=

T x-p

A=1
K 1 _
{BZA: = PR-P) ~

1 1 dp dp 1
depzflj?+\rm :E[lnP—ln(K—P)]

=

Asim, a equagao|(6.2.15|pode ser escrita como:

1 P
—1 —
KnK—P at+C

ou b
=7 — eaKteC
€= 2 =k Vamos agora expli-

Considerando a condigao inicial P(0) = Py, vem que e~ = e

citar a fungdo P(t) em 25 = keX* :

P = (K - P)ke®! & P(1 + ke"X!) = Kke™*' —

Kke Kt KP,

P(t) = -
1) = T ke®) = K=Pp)e ® + 7,

Observamos que lim;_,, P(t) = K, ou seja, a populagao é sempre crescente pois

4P = aP(K-P)> 0
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6 Integral

mas tende a um valor fixo K > P, denominado capacidade suporte de P.

=%

fig.6.11 — Curva logistica

Exercicio 28. Use o método das fragoes parciais e resolva as integrais;

(@35 )] 5. (C)fzx XH

Alguns resultados provenientes das integrais definidas sao bastante interessantes

e auxiliam na resolu¢ao de problemas praticos. Neste contexto se encaixa o seguinte

teorema:

Teorema 26. (Teorema do valor intermedidrio) Seja f(x) uma fungdo continua em

[a,b]. Existe um ponto c € [a,b], tal que

f(x)dx=f(c) (b—a)
J,

Este teorema afirma que se f(x) > 0, existe um ponto c € [a,b] tal que a area de A é

igual a area do retangulo de lado (b —a) e altura f(c).
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6 Integral

fig.6.12-Interpretacao geométrica do teorema do valor intermediario

m = minimo de f(x) em [a,b]

Demonstragdao. Sejam (existem, via Teorema de Wei-

M = maximo de f(x) em [a,b]
erstass, porque f é continua em [g, b]).

Entdo, para todo x € [4,b], temos m < f(x) < M e consequentemente

b
m(b—a)<j f(x)dx <M (b-a)

ou

b
biaj f(x)dx<M

m<

ou seja, bL—u L f(x)dx esta compreendido entre os valores maximo e minimo de f(x) e

como f é continua em [a,b], deve existir um ponto c € [4,b] tal que

b b
flO=5 | fwix = [ s =fonv-a

Proposi¢ao 19. Seja y = f(x) uma fungdo definida e continua em [a,b], entdo a fungao
F(x) definida pela integral definida

F(x) = fxf(t)dt

¢ derivdavel em [a,b] e F'(x) = f(x).

155



6 Integral

F(x+h)-F(x)

Demonstragao. Usando a definicao de derivada F’(x) = limj,_,y =—————, vem
’ . F(x+ h) F(x J‘ J‘
F'(x)=1 =1i t)dt — t)dt
()= im i), o), s

= lim l(jf dt+f £t dt) Jf dtl_}zi_r%zLth(t)dt

pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢ € [x,x + k], tal que

f f(t) c)(x+h—-x)=f(c)h

Logo,
F'(x) = lim f(c) = f(x)

h—0
pois, quando h — 0, como ¢ € [x, x + h], podemos concluir que ¢ — x e, f sendo conti-
nua implica que f(c) — f(x). [

Esta proposicao da um método para calcular a derivada de fung¢oes definidas por

integrais sem que seja necessario o calculo da integral.

Exemplo 70. Se F(x fo cos’tdt entdo F’(x) = cos®x.
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7/ APLICACOES DA INTEGRAL DEFINIDA

Comuruxatiba-Ba

“ Eu penso que seria uma aproximagao relativamente boa da verdade dizer que as ideias
matemdticas tém a sua origem em situagoes empiricas mas sao posteriormente governadas

por motica(c)oes estéticas...”

J. Von Newmann
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7 Aplicagoes da Integral Definida

Vimos no capitulo anterior que a integral definida pode ser aplicada para o calculo
da area de A%, limitada pelo grafico de f e pelas retas x = a,x = b e y = 0. Nesta
se¢ao, vamos usar a integral definida para calcular a area da figura limitada por duas

curvas, volumes de revolugao e comprimento de curvas.

7.0.3 Area entre duas curvas

Sejam fe g fung()es continuas em [a,b] e tais que f(x) > g(x) para todo x € [a,b].
) Se f(x > 0, entdo area de Al(f) = Lbf(x)dx e area de Al(g) = f: g(x)dx,
temos que area de Ag(f) > 4rea de Ab(g).

A area entre as curvas sera dada por
b
area da regido entre as curvas A’(f,g) = area de AY(f)-area de Al(g) = f [f(x)—g(x)]dx
a

(b) Se g(x) < f(x) =0, temos —g(x) > —f(x) >0 =

area da regiao entre as curvas Ab (f,g) =areade Ab( —g)—area de A (—-f)

:—f [g(x) dx—f ()

De (a) e (b) podemos concluir que se f(x) > g(x), entao

area da regido entre as curvas A’(f,g) = J [f(x)—g(x)]dx
Exemplo 71. Calcular a area limitada pelas curvas g(x) =1 e f(x)=sinx, no intervalo
[0, 7c].(Fig. 7.1)

Solugao: Temos que sinx < 1 para todo x. Logo a drea procurada é dada por:

TC
f [1-sinx]dx=x+cosx]yg =(m—-1)—(0+1)=m—-2
0
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7 Aplicagoes da Integral Definida

y=1

y=sen x

fig.7.1-Area da regido limitada pelas curvas fe g.
Exemplo 72. Determinar a drea limitada pelas curvas g(x) = x> e f(x) = x.

Y

1 /

fig.7.2 — As curvas limitam uma regido no intervalo [0,1]

- x=0 - . . §
Solugdo: Temos que x> = x & ) entdo, a regiao A(l) limitada pelas curvas estd
X =

definida no intervalo [0,1] onde x > x*. Logo,

1 2 3711
, X X 1 1 1
areadeA(l)(f,g):J; [x—xZ]dx: 7_?10:5_528
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7 Aplicagoes da Integral Definida

Area de curvas dadas na forma paramétrica

Considere uma curva dada na forma paramétrica

{ ;zzzg comte [a,p] (7.0.1)

Sejam a = @(a) e b = (B). Suponhamos que a equagao define uma funcao
v = f(x) com x € [a,b]. Entdo, a drea da regido limitada pela curva[7.0.1]é dada por

f f(x)dx = f pdx = f p() (7.0.2)

uma vez que y = f(x) = f(¢(t) = (1) e dx = ¢'(t)d1.

Exemplo 73. Determinar a drea limitada pela curva

{ x=¢(t) =a(l -sint) com t €[0,2mn] (7.0.3)

y =1(t)=a(l —cost)

Solugado: Aplicando a formula|7.0.2} temos A = fo a(1—cost)(—acost)dt = a? [— fozn costdt + fozn cos

Cdlculo de fozn costdt = sint]3" = sin 27t —sin 0 = 0.
Calculo de fozn cos? tdt :

Temos que cos’t+sin’t=1 e cos2t= cos’t—sin’t =>2cos’t =1 + cos 2t

27 1 27 1 1 27
J. cosztdt:—f [1+cos2t]dt:—2n+—f cos 2tdt
0 2 Jo 2 2 Jo

Agora, como %sin 2t = 2cos2t = fcos 2tdt = %”% sin Zt]dt = %sin 2t; Portanto
O 171 2m
—J- costht:—[—sinZt] =0
2 Jy 2[2 0

Entao,

A =ma®

Observamos que a curva ¢ uma circunferéncia de centro no ponto (1,1) e raio R = a.
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7 Aplicagoes da Integral Definida

/7.1 Volumes

Consideremos um soélido limitado por dois planos paralelos, perpendiculares ao

eixo-x; Sejam a e b os pontos em que tais planos cortam o eixo-x (Figura 7.3).

fig.7.3-Sélido “fatiado”

Vamos dividir o intervalo [a,b] em n partes iguais, com os pontos a = xg, X1, X2, ..., X,,_1, X, =
be Ax=x;—x;_1.
Se A(x) representa a area da sec¢ao do sélido por um plano perpendicular ao eixo-x,
podemos considerar:
AT :maximo de A(x)
A7 :minimo de A(x)
De modo que o volume A;V da parte do s6lido compreendida entre os planos x =

quando x € [x;_1, X;].

Xj_1 e X = Xx;, satisfaz a desigualdade:
ATAx <AV < AT Ax
Consequentemente, existe um ponto c; € [x;_1, x;] tal que
A;V = A(c;)Ax

Como o s6lido todo é a uniao das "fatias"determinadas pelos planos x = x;, 1 <i <n-1,

n n b
V= ;Aiv = ;A(ci)Ax = j A(x)dx

temos
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7 Aplicagoes da Integral Definida

Assim, conhecida a area A(x) de cada seccao do sélido pelo plano perpendicular ao

eixo-x, o seu volume é dado por

b
V:J‘ A(x)dx (7.1.1)

Exemplo 74. Determinar o volume de uma esfera de raio R.
Solugdo: Podemos pensar no volume de metade da esfera, considerando x no intervalo

[0,R].Cada plano perpendicular ao eixo-x, num ponto genérico x, intersecciona a esfera
num circulo de raio r = VR? — x? cuja drea é

A(x)=mr? = 7'((R2 —xz).

Entao o volume da esfera serd

K 2.2
V=2T(J; (R - X )dx

31R 3
. [sz— %l = 2n(R3— R—) _ AR
0

Volume de Revolucao

Solidos de revolugao sao aqueles obtidos pela rotacao de uma superficie plana em
torno de um eixo. Vamos utilizar a integral definida para determinar o volume destes
solidos.

Seja y = f(x), x € [a,b], uma funcao continua e positiva em [a,b]. Consideremos a
regido Al definida pelas retas x = a;x = b, pelo eixo-x e pelo grafico de f(x). Obtemos
um sélido de revolugio se girarmos a regiao A2 em torno do préprio eixo-x (Figura
7.4):
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7 Aplicagoes da Integral Definida

i y=f(x)

fig.7.4-Solido de revolucio da regido AY

Neste caso, a area de cada secgao plana é dada por

A(x) = my? = [f(x)]?

e o volume do sélido sera: )
V:nj [f(x)]* dx (7.1.2)

Exemplo 75. (a) Calcular o volume do sélido de revolugdo, obtido quando se gira a regido

A{ determinada pela funcio y = senx e pelas retasy = 0;x =0 e x = 7.

Y

y=sen x

fig.7.5-Sdlidos de revolugdo formados pela fungdo sen x

Solugdo: Temos que A(x) = mtsen’x

TC
V= nj sen’xdx
0
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2

Como jd vimos anteriormente: sen”x = % - %cos 2x, logo

r1 1 1 1 To?
VZT(J(; [E—Ecos2x]dx:n[zx—zsenx]o:%

(b) Determinar o volume do cilindro 6co que envolve o sélido de revolugao anterior.
Solugao: O cilindro em questao, pode ser considerado como o sdlido de revolugao, obtido
com a fungao constante y = f(x) = 1 no intervalo [0,7]. assim, o volume deste cilindro
serd:
TC
Ve = nf Ldx =n[x]f =n®
0

2

g A , 2 2 .
Portanto, o volume do “cilindro oco” sera V =V — "7 = "7, ou seja, o volume do “buraco’

é igual ao volume da “casca” deste cilindro dco.

Exemplo 76. Determine o volume de um solido cujas sec¢oes por planos perpendiculares

ao eixo-x sdo circulos de didmetros compreendidos entre as curvas y = x> e y = 8 — x2.

fig.7.6-Sdlido determinado pelas pardbolas

2 2

Solucdo: As pardbolas se interseccionam nos pontos onde 8 — x> = x> & x?> = 4 &

x=2o0ux=-2.
O diametro de cada circulo, no ponto x, compreendido entre as curvas é d = x? -

(8 —xz) =2x> -8 = A(x) = n(@)z = n(xz —4)2. Entdo,

2 2
V:HJ (x2—4) dx

2
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7 Aplicagoes da Integral Definida

Temos que f(x2 - 4)2 dx = f(x4 —8x%+ 16)dx = [%xf’ —Sx3 4 16x]. Entao,

1 5 8, 2 1 5 8, 2
V:T([—X - =X +16x] :27‘([—)6 - =X +16x] ~107,23u,
5 3 -2 5 3 0

Método dos invélucros cilindricos

O método anterior é usado para calcular volume de s6lidos obtidos com a rota-
¢ao da regido AY em torno do eixo-x. Agora, vamos calcular o volume de sélidos de
revolugio obtidos quando giramos A% em torno do eixo-y. O processo utilizado é

denominado invdlucro cilindrico. A situagao pode ser representada pela Figura 7.7:

fig.7.7- Calculo do volume de sélidos pelo método dos invélucros cilindricos

Consideremos uma fung¢ao y = f(x) continua e positiva em [a,b]. Vamos considerar

uma particao de [a,b] em n partes iguais, determinadas pelos pontos

b-a
A=x9<X] <Xy <,,<Xy_1<X,=b e Ax=x;—x;_1=——
n

. X; . 1. . s
Quando giramos Ay, , em torno do eixo-y, o volume V; do sé6lido obtido é o volume

um "cilindro 0co", isto é,
Vi = fleq){[rox? ]| = [rexy |} = 7o (e [(xi = xim) (i #+ xi0)]

para algum ponto ¢; € [x;_1,x;]. Logo,

n

n
V=lim) vi=orlim) fleenx
i=1 i=1
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Aplicando a defini¢ao de integral definida, vem

b
V= 27{J xf(x)dx (7.1.3)

Exemplo 77. Um circulo de centro no ponto (a,0) e raio r < a, girando em torno do eixo-y,

produz um sélido denominado toro. Determine o seu volume.

Y

fig.7.8- Toro formado pela rotagio de um circulo

Solugao: A equagao da circunferéncia que delimita o circulo é dada por

O semi-circulo superior é determinado pelo grdfico da fungao

y=+4/r2 - (x—a)?

Usando a formula dada em temos

1 a+r
—V:ZHJ x+1? = (x—a)’dx
2 a—r

Para calcular a integral, consideramos a mudanga e varidveis u = x —a = du = dx. Logo,

V:471I (u+a)Vr2—u2dx:4n[J aVrZ—uzdx+J- uVrZ—uzdxl
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7 Aplicagoes da Integral Definida

Temos:

2

r r
Tr , . ,
J aVr? —u?dx = af Vr2 —u?dx = a[T] = adrea de um semi-circulo de raio ]
. _,

T 12 21"
J uVr2 — u2dx = -53 [rz - u2]3l =0 (Faga os cdlculos)
—-r

—=r

Portanto,
2

r
V = dna— = 2am?r?

Exemplo 78. O circulo x* + y? < r?, girando em torno dos eixos coordenados dd origem a

uma esfera de raio r e centro na origem. Pelo centro desta esfera faz-se um buraco cilindrico
de raio 5. Calcular o volume do sélido restante.

¥

fig.7.9-Esfera com um buraco central

Solugdo: Metade do solido em questdo pode ser obtido pela rotagdo, em torno do eixo-v,
da regido A', determinada pela curva y = Vr? — x? no intervalo [%, r]. Logo,
2

r

1 r
EV:ZnJ xVr? —x2dx
3

Portanto,
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7.2 Comprimento de arco

Arco ou trajetoria € o lugar geométrico dos pontos do plano que satisfazem as equa-

¢Oes paramétricas:

x:x(t) a<t<hb.
v =(1)

onde, x(t) e y(t) sao supostas fun¢des continuas em [a, b]

}‘..ﬂ

L

fig.7.10-Arco ou trajetdria no plano

P . d ~ ~ , ,
O arco é regular se as derivadas & e % siao funcdes continuas em a,b); O arco é
dt dt

simples se t; = t, implica (x(t1),y(t1)) = (x(¢2),y(t2)), isto é, ele ndo se intersecciona.
Vamos encontrar uma férmula para calcular o comprimento de um arco:
Consideremos mais uma vez uma particao do intervalo [a,b]:a =1ty <t; <t <,...,<
tho1<t,=be At=t—t;_ ;= b—;“. Sejam os pontos Py, P, P,, ..., P,,_1, P, correspondentes
sobre a curva, de modo que P, = (x(t;),v(t1)) e, sejam A;x = (x(t;) —x(ti_1)) e Ajy =
(v(t;) —v(ti_1)) - Veja Figura 7.10.
O comprimento de cada segmento de reta P,_; P, que liga os pontos P;_; e P; ¢ dado

por

mjm:Jmﬂfu&wQ
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7 Aplicagoes da Integral Definida

de modo que o comprimento da poligonal que liga os pontos Py, P, P,,...,P,_{, P, €

i\/(Aix)z +(A
i=1

x = x(t)
y =y(t)

denotado por L, ;(C) se existir o limite

—,}E‘;Z\/“

Dizemos que o arco C : { a<t<b,éretificavel e seu comprimento é

x = x(t , - L
Teorema 27. Se o arco C: { (#) , a<t<b,éregular entdo ele é retificavel e

v =(1)

b
0= [ o+ wo2ar

Demonstragao. Como x(t) e y(t) sao func¢des continuas e [a,b] e com derivadas con-

tinuas em (a,b) , podemos aplicar o Teorema da Média em cada intervalo [t;_1,1t;],
obtendo
Aix = x'(c;))Ait e Ny ='(d;)A;t

Portanto,

Z\/(A X) Z\/ (di)* At

i 3 == i Y o+ s —
i=1
C)= fb YO + ) (7.2.1)

O

Observagao : Se o arco for dado por uma funcao y = f(x) derivavel em (a,b), po-

demos determinar o comprimento da curva definida por f, escrevendo-a na forma

x=t
paramétrica{ com t € [a,b], e usando a defini¢ao|7.2.1} Desta forma, tere-

y=f(1)
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7 Aplicagoes da Integral Definida

mos que o comprimento da curva sera dado por

b b
sab(f) :J V()7 + ((6)dt :j L+ (f(1)dt (7.2.2)

Exemplo 79. Determine o comprimento de uma semi-circunferéncia de raio r.

Solugdo: As equagoes paramétricas da semi-circunferéncia sao

X =7rcost
, com t €[0,1t].
Y =rsint

Aplicando a formula temos

TC T
Loy = J \/(—rsin t)? + (rcost)?dt = rj Vsin?t + cos? tdt = mtr
0 0

Exemplo 80. Determine o comprimento da curva y = f(x) = Wpara xe [-1,8].
Solugdo: Como f ndo é diferencidvel no ponto x =0e 0 € [-1,8], consideramos a curva

definida em dois pedagos de [-1,8], isto é, [-1,0] e [0, 8]. Agora temos que f é derivdvel em

(—=1,0) e em (0, 8) e seu comprimento serd a soma dos comprimentos em cada intervalo.

x(t)=1 x(f) =

1
Temos: C; : arate|-1,0) eCy: ara t € (0, 8].
1 y(t):{/; p [ ) 2 {y(t):3x2 p (0,8]

L_y8(f)=L_1,0(f)+Log(f)

L_1,8(f)zﬁim+fjm:f: VR

A integral resultante é complicada para se calcular e por isto vamos resolver usando um

ou seja,

método diferente.

Vamos mudar a forma de considerar a parametrizagcdo da curva definida por f:
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7 Aplicagoes da Integral Definida

3 1
x:—yflogyglﬁd—:—%yf

3 dx 3,1 =
x:y7,0<y<4:>d—;‘ 572

1
- 5(13\/13+30\/10— 16) ~ 4,657

7.2.1 Area de Superficie

Seja AL a regido do plano determinada pelas retas y = 0,x = a e x = b e por uma fun-
¢ao p = f(x) positiva e continua em [a, b] e diferenciavel em (a,b); Vamos determinar

a area da superficie do sélido gerado pela rotacio de A? em torno do eixo-x :

v

fig.7.11-Area de revolucao

Sejam x e x + Ax dois pontos consecutivos de uma parti¢ao do intervalo [a,b], com
Ax = % A area da parte da superficie compreendida entre estes dois pontos €, apro-

ximadamente, igual area A do tronco de cone de altura Ax e, raios das partes planas

r = f(x)er,=f(x+Ax).
A area de um tronco de cone é dada por:

Ar =T1(r +17)[g]
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7 Aplicagoes da Integral Definida

onde g é a geratriz, isto ¢, |g| é o comprimento do segmento de reta que liga os pontos

(x, f(x)) e (x+Ax, f(x + Ax)) = |g] = VA?x + A?y.
Logo,

Ar =7 [f(x)+ f(x + Ax)]\JA2x + A%y
Entao, a area lateral do solido sera:

n

A=lim ) w(f(x)+ fxi+Ax)] A%+ Aly

i=1

b f 2
A:2nf f(x) 1+(%) dx (7.2.3)

Exemplo 81. A semi-circunferéncia y = V1 —x2, girando em torno do eixo-x, dd origem d

ou seja,

superficie da esfera de raio 1. Vamos determinar sua drea latera.

Solugao: Temos que

dy —x dy\> 2
7 = — | = = —
dx  \1_x2 dx 1—-x2

Aplicando estes valores em vem

1 x2 1
A:nf 2V1 - x2 1+1 2dx_2nf dx = 2mx]!, = 4n
-1 - X _

1

Exemplo 82. Calcular a drea da superficie gerada pela rotacdo da curva y = x>, x € [0,1],
em torno do eixo-x.

Solugao: Aplicando a formula vem

1 1
A= ZT(J‘ 31+ (3x2)%dx = 2T(j x3V1 +9x4dx
0 0

Para resolver a integral consideramos a mudanca de varidveis u = 1+9x* = du = 36x3dx

2 2 10
A= \/—du_—[— ] :3[10%—1]z3,56 unidade de drea.
3 1 27

N\L)J

36

Exercicio 29. Area entre curvas
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7 Aplicagoes da Integral Definida

(1) Determine a drea da figura limitada pelas curvas:
a) > =4x e y=2x;

b)y>=ax e y=a;

)y=x>-4c¢ y=4-x2

(2) Encontre a drea da figura limitada pela hipocicléide

WIN
Wl
Wl

X

Il
S

Ty

.32
Resposta: gma“.

(3) Encontre a drea total da regiao determinada pelas curvas
3 _
V=x9=2x e y=x

Resposta: %
(4) Calcule a drea da regiao limitada pela elipse

X =acost
y = bsent
(5) Mostre que a drea limitada pelas curvas yz =x—-1 e y=x-3¢amesma que a

limitada por y> =x-1 e y =3 -x.
Faga um grdfico do problema.

Exercicio 30. Distdncia e velocidade

(1) Calcular a distancia percorrida por um movel que se desloca com uma velocidade
dada por v = %tz —t+1, com t variando de 0 a 3.

(2) A aceleragdo de um movel é constante a = —1. Determine sua velocidade, sabendo-se
que o espago percorrido é igual a 7 quando t varia de 0 a 1.

(3) A velocidade de um mével é v = t\/t. Determine o instante ty de modo que o espago

percorrido pelo movel seja maior que % quando t varia de 0 a t,.

Exercicio 31. Volume de revolugao

(1) Encontre os volumes dos solidos gerados pela rotagao da regido limitada pelas retas
y=x;x=a e y=0,

a) em torno do eixo-x;

b) em torno do eixo-y.

(2) Encontre o volume do sélido obtido quando a regido limitada pelas curvas
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7 Aplicagoes da Integral Definida

a)y= Vx; v =0 e aretax =2, gira em torno do eixo-x;
b)y=x+2ey= x?, gira em torno do eixo-x;
A)y=Vx;y=0 e aretax=2
do eixo —x
d)y=x%y=0 e areta x=1,gira em torno{ do eixo—y
daretay =1
(3) Encontre o volume do toro obtido pela rotagao em torno do eixo-x do circulo x2 +

(y—3)2 <4

Exercicio 32. Comprimento de arco

(1) Determine o comprimento do arco da parabola semi ciibica ayz = x3, com xe€ [0,54a].

335
Resposta: ==a.

(2) Determine o comprimento do astroide
X =cos’t )
p=sin’t ’
(3) Determine o perimetro da curcunferéncia (x —2)> + (v — 2)* = 4;
(4) Calcule o comprimento dos seguintes arcos:
a)y= 6x +—X com 1<x<3;

b)y—x2 com 1 <x<4;

c)y:x com -1 <x<3;

x =12
d){ 3 com 1<t<3;

y=3t7
~t
X =e "cost
e) ) com 0<t< 7.
y=e¢ 'sint

Exemplo 83. Area de superficie de revolucdo
(1) Encontre a drea da superficie que se obtem girando a curva dada, em torno do eixo-x:
a)y=a com0<x<h (cilindro de raio a e altura h);
l7)y:%x3+2L com 1<x<2;
<6;
y

< V2

c)y =6x com 0<x
d)x_3 v com 1<
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8 APENDICE

Casa de caboclo no Jalapao

“A educagado inspirada nos principios da liberdade e da solidariedade humana tem por fim
o preparo do individuo e da sociedade para o dominio dos recursos cientificos e

tecnoldgicos que lhes permitem utilizar as possibilidades e vencer as dificuldades do meio”.

(Lei 4024 - 20/12/61)
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8 Apéndice

8.1 A. Regra de L'Hépital

A regra de I’Hopital é um processo que facilita o calculo de limites de fungoes
racionais que sao das formas indeterminadas % ou 2. Este tipo e problema aparece
com muita frequéncia quando calculamos derivadas de fung¢oes elementares, usando
a definicao. Um resultado fundamental que permite obter a regra de L'Hopital é o

seguinte:

Lema 1. de Cauchy: Sejam f(x) e g(x) continuas em [a,b] e diferencidveis em (a,b). Se

¢’(x) # 0, para todo x€ (a, b), entdo existe ce (a,b) tal que

(b)=f(a) 4

Demonstragao. k = ! € um numero bem definido, isto é, g(b) = g(a) - Caso con-

8(b)-g(a)
trario, existiria um ponto ce [a,b] tal que g/(c) = 0 (Teor. de Rolle) o que contraria a
hipotese.

Vamos construir a seguinte funcao auxiliar

Temos que F(x) é continua em [4,b] e diferenciavem em (a, b), satisfazendo F(a) =0 e
F(b) = 0. Logo, pelo Teor. de Rolle aplicado a F, temos que existe um ponto ce [a,b]

tal que F/(c) =0, ou seja,

portanto,

]

Teorema 28. de L’Hopital: Sejam f(x) e g(x) continuas em [a,b] e diferencidveis em
f'(x)
g'(x)

(a,b). Se f(xg) = g(xg) = 0 e existe o limite lim,_, entao,

tim £ _ i L) (8.1.1)

% glx) N g/(%)
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8 Apéndice

Demonstragdo. Sejam x e x pontos de [a,b], com x > x(. As fungoes f e g satisfazem o

Lema de Cauchy no intervalo [x(, x], portanto, existe ¢ € [xg, x] tal que

fO-fo) FlO @ O
s —gto) ~ g0 gl gl POISS o) =8lxo) =0

Temos também que ¢ — x; quando x— x pois x( < ¢ < x, entao

0 fO L )

x=x0 g(x) =% g(c) ¥ g'(x)

que existe por hipotese.

Observamos que, se no inicio da demonstragao tivéssemos tomado x e x; pontos de

[a,b], com x < x5, a demonstragao seria analoga pois os limites laterais coincidem. [

Observacgoes:
(1) O Teorema ainda vale mesmo que as fungoes f e g nao sejam definidas para
x = xg, desde que lim,_,, f(x) = lim,_,, g(x) = 0.
(2) Se f(xg) = g(xg) =0 e também f’(xy) = ¢’(x9) = 0 com {” e g’ satisfazendo as
condi¢oes do Teorema de L'Hopital, entao
tim £0) _ i L)y £

X—Xg g(x) X—X g’(x) N X—Xg g”(x)

(3) Se lim,_,, f(x) =lim, g(x) =0 e lim,_¢'(x) # 0, entao

lim f(x) = lim f)

x—c0 g(x)  x—o00 g’(x)

1

Demonstracao. Considerando a mudanga de variavel u = £ = u — 0 quando x — oo,

podemos escrever:

m m—— =lim = = lim
oo g(x)  =0g(3) 0—5gl(y)  P0g() e g)

t

fo L SE) )
1

O
(4) Se f(x) e g(x) sao continuas e diferenciaveis em todo ponto x numa vizinhanca
de x¢. Sejam g/(x) # 0 e lim,_,,, f(x) =1lim, g(x) = co. Se lim,_, % existir, entao

lim f) = lim f'x)

xX—X g(x) X=X g’(x)
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8 Apéndice

Demonstragdo. (Veja Piskunov, pag. 147) O

Exemplo 84. (1) Mostre que
. sinx
lim

x—0 X

Solugdo: As fungoes f(x) =sinx e g(x) satisfazem as condigoes de Teorema de L’Hopital
(verifique), logo
. sinx cosx
lim =

= lim =1
x—0 X x—0 1

(2) Calcular o limite

. [1 cosx]
lim|———
X sinx

Solugao: Este limite é da forma indeterminada co — oo, entretanto, podemos escrever

. 1 cosx . SINX — XCOSX . sinx—xcosx] .. sinx
lim|— - = =lim|——— [ =lim|——— |.lim
x—0L X Sin x x—0 Xsinx x—0 Xsinx x—0 X
. sinx—xcosx .. cosx—(—xsinx+cosx)
= lim > =lim =
x—0 X x—0 2x
. sinx
=lim =0
x—0 2

Resolva este exemplo, aplicando o Teorema de L”Hopital logo no inicio, sem multiplicar por
lim,_,q %25,

(3) Calcular

. ax?+b
im ——
x—oo cx? +d
Solugao:

o oax?-b . 2ax a
lim ——— = lim — =-
x—oocx?+d x—02cx

Observagao: Mesmo que lim,_,,, % seja da forma 8, € necessario que exista o
(%)

lim,_,,, gy Para que se possa aplicar a regra de L’'HoOpital. Senao, vejamos:
Temos que

. Xx+sinx . sinx
Iim —— = 1lim |1 + =

=1

=1+ lim

X—00 X

sinx
X—00 X X—00

X

Por outro lado, o quociente das derivadas, isto é, w =1+ cosx nao se aproxima de

nenhum limite pois oscila entre os valores 0 e 2, quando x — oo.
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8 Apéndice

8.2 B. Férmula de Taylor

Seja f(x) uma func¢ao continuas em [4, b] e diferenciavel até a ordem n—1 em (a,b).
Seja x € (a,b)—Nosso objetivo é encontrar um polindmio P,(x) de grau nao superior

a n, satisfazendo:
P.(x0) = f(x0); Py(x0) = f/(x0); P”(x0) = f”(x0)s i Py (x0) = F"(x0). (8.2.1)

E de se esperar que tal polindmio seja, em certo sentido, uma aproximacao da fun-

cao f(x). Para satisfazer (8.2.1) o polindmio deve ser do tipo
P,(x) = Cy+ Cy(x —xg) + Co(x —x0) +... + C,,(x — x0)" (8.2.2)

com valores especificos para os coeficientes C; :

Calculando as derivadas de P,(x), obtemos:

P)(x) = Cy +2Cy(x — x¢) + 3C3(x — x0)?... + nCpy(x — x0)""! P)(xg) = C,
P”,(x) =2Cy+3.2C5(x = xg) + ... + n(n—1)C,y(x — x)" 2 P”,(xg) =2Cy
PP (x) = 3.2C3 + ... + n(1n—1)(n— 2)C,y(x — x0)" 3 — ! PP(xy) = 3.2C,
P(n)(x):n(n—l)(n—2) (n-n+1)C,=n!C P(n)(x):n'C
. =n!C, "
Co = f(x0)
Cy = f(xo)
C, = Lt
— ()
C2 — f 2(3350)
(n)
Cn — f n(!xO)

Substituindo estes valores em vem

» (3) (n)
Pu(x) = (o) + £ ro)x—x0) + Lo g2 4 LE0) L S0

(x—x0)" (8.2.3)

Seja R, (x) a diferenca entre a funcao y = f(x) e o polindmio P,(x), isto é,

” (3) (n)
£5) = Flrabe £ o))+ L g2 LG S0 e ) (5.2,
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8 Apéndice

Quando o resto R, (x) é pequeno, o polindomio P,(x) é uma "aproximacao da funcao

f(x)". O resto pode ser dado pela foérmula de Lagrange

(x_xo)n+l

Rulx)= = SO

(8.2.5)

onde, & esta entre os valores x e xg = & = xy + O(x — x(). Desta forma, podemos

escrever como
Fl = b+ P o)+ L E0 (e L0
n f(n)(x())(x_xo)n n (x_xO)n+l f(n+l)(x0 + G(X—XO))

n! (n+1)!

A expressao acima é denominada Expansado de Taylor de f(x) em torno do ponto x,.

%I R (x) =fix) - B, (x)
P ()
y=f(x) /

fig.B1-Expansao de Taylor e a func¢ao

Se xy = 0, a expansao de Taylor é dada por:

” 3) (n) n+1
f(x):f(0)+f’(0)x+f2(0)x2+f2.;0)x3...+f n!(o)x"+(:+1)!f(”+l)(9x)

A expressao é denominada Série de McLaurin.

Exemplo 85. (a) Expansdo da fungdo f(x) = senx em Série de McLaurin

f(x)=senx f(0)=0
f/(x) = cosx = sen(x+ %) f'(0)=1
f7(x) = —senx = sen(x + 27%) f7(0)=0
f(3)(x):—cosx:sen(x+3%) f30)=-1

180

(8.2.6)



8 Apéndice

F®(x) = senx = sen(x +47%) f#(0) =
F(x) = sen(x + ng) f£(0) = ¢
f(”“)(x) =sen(x+(n+1)7%) f(””)(é) =sen(é+(n+1)7%)
Substituindo estes valores em vem
1 1 1 1
senx =x——x3 + —x%+ .. + —x"sin - 4 x"sen [é +(n+1) E]
3! 5! n! 2 (n+1)! 2
Observamos que lim,,_,, R, (x) = lim,,_,, (ni—l)!x””sen[é +(n+ 1)%] = 0 para todo
x € R pois |sen[£ +(n+ 1)%] <1.
(b) Seja x = %, o erro cometido quando se toma n = 3 na série de McLaurin de
f(x) = senx, dado por
1 4
R3(g) - 4—!(%) sen[& +27m] < 0,0006
Exercicio 33. Mostre que
n
—1)"
cosx = L ((211))' x*" + Ry, (x)

Exercicio 34. (a) Escreva a Série de McLaurin da fungao f(x) = e*.

(b) Calcule o valor aproximado de f(1)=e com n = 4.
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