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Resumo:

As geometrias cldssicas sao variedades riemmanianas obtidas a partir da proje-
tivizacao de espagos vetoriais dotados de uma forma bilinear. Sao exemplos de
geometrias que podem ser obtidas dessa forma as geometrias hiperbdlica real
e complexa e os espagos de de Sitter. A abordagem desses espagos via proje-
tivizagao apresenta diversas vantagens em relagao a abordagem usual, pois os
objetos estudados sao tratados de forma linear e sem coordenadas. Nesse tra-
balho caracterizamos diversas propriedades dessas geometrias, dentre estas: as
geodésicas, a conexao, o tensor de curvatura e a curvatura escalar.

Resultados

Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K e sejam v e w dois vetores nao
nulos de V, definimos uma relagao de equivaléncia ~ em V' \ {0} como:

vew<s= N K A#0w=w

Chamamos o espago quociente PxV := V' \ {0}/ ~ de plano projetivo de
V sobre K. Dado um ponto néo isotrépico, i.e, (p,p) # 0 temos a seguinte
identificagao entre o espaco tangente a PxV e as transformacoes lineares de V'
em pt:
T,PxV = Lin (Kp, V/Kp) = (-, p) p*

Dotamos tal espaco tangente da seguinte forma bilinear:

((=sp)v1, (=, p) v2)) = ER((p, p) (v1,v2))

Definicao. Uma geometria cldssica é um espago vetorial V, projetivizado
sobre R ou C, escolhida uma assinatura e um sinal na forma acima.

Utilizando os conceitos definidos acimas podemos demonstrar os seguintes
resultados:

Teorema. Uma geodésica em PxV € a projetivizacao de W C V., W subespaco
vetorial real de dimensdo 2, tal que a forma (, )|, € real e nao-degenerada.

Teorema. A conexdo associada a métrica pseudo-riemannnniana € dada por:

TXG)= (3| X((+ep),



Teorema. O tensor de curvatura de uma geometria cldssica € dado por
R (Tl, TQ) S = StTtQ + tQtTS — St;tl — tlt;S

Teorema. A curvatura seccional no plano S gerada pelos vetores t1 = (—,p) vy
ety = (—,p)vy € dada por:

3|k~ K|’
K () = (14 g e

onde o; = (v;,v;) e k= (v, v2)

Desta formula, podemos concluir que, se K = R, K (t1,£1) = £1. Se K= C,
os resultados sao mostrados na tabela abaixo:

Forma sobre v1C + v,C Meétrica em W Curvatura Seccional
Indefinida Indefinida +(—00,1]
Definida Definida +[1,4)
Degenerada Definida +4
Indefinida Definida +(4,00)

Tabela 1: Possiveis curvaturas seccionais para diferentes métricas

Conclusao

A abordagem das geometrias classicas possibilita o tratamento unificado de di-
versas geometrias riemannnnianas e pseudo-riemannnnianas de forma simultanea.
Através da descricdo projetiva obtivemos expressoes e descrigoes para diversas
grandezas geométricas importantes, dentre estas: a conexao, o tensor de curva
curvatura, a curvatura seccional, e as geodésicas. Para todos esses objetos a
descricao final obtida é elementar, e em particular no caso das geodésicas essa
descrigao é linear.
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